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A SUA  ECCELLENZA 

r 

\ ■[  IL  S I G N O A 

;D*  GIOVANNI  ACTON' 

Cavaliere  dell'  insigne  Keal  Ordine  di  S.  Gennaro, 
■ Commendatore  dell’  Ordine  Miutare  di  S.  Stefa- 
. NO,  Consigliere  DI  Stato  di  S.M.,  Tenente  cene*- 
rale  , Segretario  di  Stato  pe  ’t  dispaccio  de- 
gli AFFARI  esteri,  DELLA  GUERRA,  E MARINA, 
Segretario  di  S.  M.  la  REGINA , Diretto- 
re DELLA  Marina  , e Sopraintendente 
Generale  delle  Regie  Poste  , Ikc- 


fono  le  ragioni , o Signore  , per  le 
<]uali  r Opera  , che  ho  V onore  di  presentare  a 
V.  E. , a Voi  .pili  che  ad  altri  da  me  offerir  li 
dovea  e confacrare  • Benché  <]Qelia  iìa  riffam- 
pa  di  un  Originale  , gik  tempo  indietro  dal- 
rillufire  Autore  dedicato  alla  Maellli  del  nollro 
AuguUiffimo  Sovrano  (che  Dio  Tempre  feliciti  ),, 
e del  mio  non  vi  fìano , che  ‘le  sole  Note  , se- 
guite da  un’Appendice  ; ciò  non  offante  s'I  fatte 
mie  fatiche  , ancorché  di  poco  valore , doveano 
però  comparir  fregiate  del  vollro  gloriofiffimo  no- 
me. Voi  mi  colmalle  di  tanti  benefici  nel  prc- 
fcegliermi  ad  occupare  un  doppio  impiego  nella 
Regale  Accademia  fin  dalla  Tua  riformazione  •*  ed 
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io,  confervaodone  un  eterna  memoria , dovea  dar- 
vi  una  tedimonianza  della  mia  piìl  fenfibile  , e 
più  fincera  rfconofcenza . ^Voi  folle  II  Rilìaurato- 
re  della  medefima  : e voftro  efler  dove.i  un  la- 
vord  di  una  perfona  da  Voi  ftelTo  ivri  addetta  ; 
ficcome  vodro  , per  un  particolar  dritto  acquida- 
ione  , è tutto  ciò  , che  da  ciafcun  individuo  del- 
r Accademia  delfa  fi  produce.  Voi  in  fine  della 
Militare  Accademia  fiere  dato , e ne  fiere  tutta- 
via il  Padre,  il  Mecenate;  e fotto  de’  vodri  au- 
fpicii  comparir  dovea  al  pubblico  un’  Opera  per 
la  Gioventù  militare  dedinata  , ed  al  di  lei  ufo 
diretta.  Ecco  adunque,  che  nel  prefentarvi  que- 
de  mie  debolezze  , riconofco  il  mio  Benefattore  : 
do  al  medefimo  ciò  , che  è fuo  : e nel  tempo 
* deflb  procuro  ad  ede  il  toro  Garante  . Accettate 
intanto,  o Signori,  la  mia  mifera  offerta, -’e  be- 
nignandola del-  vodro  folito  compatimento  , rice- 
vetela come  uria  prova , che  io  intendo  dare  al- 
1’  E.  Vi  dell’  ambizione  fomma  , che  ho  di  effere 
utile,  e grato  al  Padrone  , al  cui  fervigio  fono 
da  più  anni  onorevolmente  impiegato*  Imploran- 
do fempre  più  il  vodro  potentilfimo  patrocinio,  e 
dal  Cielo  la  vodra*  felicita  ; col  più  profondo  of- 
fequio  , mi  do  Tooore  rifpettofamente  di  dirmi 


Di  V.  E. 


Umiliss.  Devotiss,  eJ  OtòUgatUs.  Serv. 
Fiurpo  Castellani. 
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A V V.  E R T l 'M  E N T O 

. <.1  . V . 

DELL’AUTORE  DELLE  NOTE. 


ristampa  S questo  utilissimo  j ni  mai  abbaìtanzA 
lodato  Compendio-,  (f  Analisi  s'  intraprese,  anni  sxmo  sotto  la 
mia  direzione,  per  commessione  avutane  dall'Eccell,  Generale 
Sig.  D.  Francesco  Pignatelli , allora  Direttore-  della  Regale 
Accademia-  Militare  , ma  poi , per  le  continue  occupazioni 
del  mio  impiego  , essendomi  mancato  il  tempo  per  potere 
assistere  alf  esatta  di  lei  esecuzione,  restò  la  medesima  so- 
spesa qfiasi  nel  punto-  di  terminarsi  £ poiché  coll'  ordine 
della  direzione  suddetta  ebbi-,  anche  quAlo  - di  dover  aggiu- 
gnere  al  Compendio  stesso  delle  Note  da  poter  servire  di 
dimostrazione , o di  spiega  degli  articoli  i più  difficili  della 
scienza  di  cui  tratta  , wide  giovar  con  esse  a'  Giovani , che 
devono  studiarla’,  io,  in  esecuzione  di  un  tal  comando , sti- 
mai spargere  molti  numeri  di  citazione  nell'  Opera  stessa  , 
come  nel  corso  della  medesima  osservarti  , sull'  idea  di  far- 
in  fine  corrispondere  altrettante  Note  , delle  quali  al- 
cune doveano  contenere  delle  dimostrazioni  trascurate  dalV Au- 
tore , altre  delle  spieghe  de'  passi  oscuri  e difficili  , ed  al- 
tre finalmente  delle  aggiunzioni  di  diverse  Teorie  , e-  Me- 
todi , non  meno  che  del  non  dispregevole  incremento  , che 
V Algebra  ha  sortito  dal  Ji  della  prima  edizione  del  pre- 
sente Compendio  a questi  giorni»  la  fatti  nel  riprendere 

pre- 
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fresentemntt  la  ttampa  avrei  eseguito  quanto  proposto  mi 
avea  : ma  avendo  .conosciuto  , che  t Opera  sareobe  riuscita 
eccedentemente  .voluminosa , -e  ripugnante  al  titolo  che  por- 
ta di  Compendio'^  ed  avendo  di  pih  riflettuto ^ che  la  mag- 
gior parte  delle  cognizioni  in  queste  aggiunzioni  .contenute 
sarebbero  state  superflue  a'  Giovani  militari  , per  uso  de' 
quali  si  è questo  Compendio  ristampato  ; ho  preso  la  riso- 
luzione di  non  dare  alle  stampe , che  le  Note  soltanto  del- 
la prima , e seconda  specie  y cioì  quelle  di  dimostrazione , o 
di  spiega  ; e tralasciando  la  stampa  delle  ultime  di  addizio- 
ne , eccettuatene  .tre  del  primo  Libro  , che  ho  stimato  piu 
necessarie , e che  si  troveranno  in  tre  Articoli  nelC Appentfì- 
ce  ; ho  registrato  solamente  fra  gH  altri  , i loro  numeri  se- 
ntati con  asterisco  , come  in  fine  si  troveranno,  .Quale  gio- 
vamento apporteranno  tali  Note  a'  Giovani  principianti  , po- 
trà esperimentàrsi  .col  fatto  , e potrà  da'  medesimi  confes- 
sarsi . lo  però  mi  lusingo  , e ardisco  dire  di  avere  con  es- 
se ridotto  a tale  il  presente  éCompendio  .Analitico  , che  sen- 
za bisogno  della  spiega  , ,e  viva  voce  del  'Maestro  , potrà 
francamente  studiarsi  da  chicchessia  delle  sole  aritmetiche  , 
e geometriche  cognizioni  fornito  * 
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LIBRO  PRIMO 

Dell’Algoritmo  , e delle  Equazioni  di 

PRIMO,  E SECONDO  GRADO. 


•«SE 


CAPO  PRIMO 


Algoritmo  delle  quantitì  intere  . 

1.  Gni  quantità  , qualor  venga  efprelTa 

con  lettere  alfabetiche  , chiamafi  quun- 
• É II  H ’ così  due  linee  , due 

TO  ^ ^ velocità  , due  numeri  6cc.  fe  vengano 

^3?  efprefli  colle  lettere  6 &cc.  fi  chia- 

mano  quantità  algebraiche  . (i)  Altre 
di  quefte  fon  dette /«/np/Zc/,  altre  compoJie.Lì.  quantità 
lèmplice  è quella  , che  vien  efprefla  da  una  , o più 
lettere  , fenza  frapporvi  alcuno  di  quelli  fegni  + , — , 
che  or  ora  fpiegheremo , come  Sic.  La 

comporta  poi  è quella  , che  vien  efprerta  con  più  let- 
tere , ma  tra  loro  dai  predetti  fegni  feparate,  come  a 
(,  ^ ^ b &ic.  \ a -vb  s’  appella  binomio  y 

ovvero  di  due  termini , a a — Jf  b b li  chiama  trino- 

mio y ovvero  di  tre  termini  Sic.,  e quella  di  piu  termi- 
ni in  genere  li  chiama  polinomio  .. 

II.  La  fomma  delle  quantità  femplici  fi  fa  colla 
feguente  crocetta-!-  ; onde  volendoli  Ibmmare  la 
quantità  a con  la  quantità  by  fi  fcriverà  a b , ovvero 
^ + 4 , che  è lo  fteflb  ; la  quale  efpreflìone  lignifica  a 
più  b , ovvero  b piu  <t , cioè  la  fomma  delle  due  quan- 

A tità 
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LIBRO  I. 

tità  ^ ed  4 . Se  le  quantità  foflero  efprefle  con  la  mede- 
fi  ma  lettera',  cioè,  le  fofie  da  fommarfi  a con  <*  , in 
vece  di  l’crivere  4 + 4 , fi  fcrive  a 4 ; il  numero  , 
affifTo  alla  lettera  a , li  chiama  coeficiente  , il  di  cui 
vero  olìicio  è indicare  , che  o 4 Uà  ad  4 , come  eflb 
codlìciente  2 all’  unità  : alla  quantità  , in  cui  non 
havvi  alcun  coefiiciente  , s’  intende  per  cctlficiente 
r unità  . Che  le  le  quantità  da  fommarfi  , efprcfie  con 
la  medefima  lettera  , abbiano  coefficienti  , fi  Ibmmino 
quelli  come  nella  volgare  Aritmetica  , e la  lemma  fi 
premetta  alla  lettera  comune  , così  la  lemma  di  2 4 
più  3 4 farà  5 4 . 

III.  La  fottrazione  delle  quantità  femplici  fi  fa  col- 
la feguente  lineola  orizzontale  — , la  quale  dee  prc- 
potfi  alla  quantità  fottiaenda  : così  fe  fi  avrà  da  fot- 
trarre  4 da  A , fi  farà  b — 4 . Se  le  quantità  foflero 
efprefle  con  la  medefima  lettera  , ballerebbe  fottrarre 
un  coefficiente  dall’  altro  , e premettere  il  refiduo  al- 
la lettera  comune  : così  le  larà  da  fottrarfi  2 4 da 
4 4 , fi  farà  2 4 . E qui  bilogna  notare  , che  fe  , do- 
vendo fottrarre  4 da  ^ , 4 è minore  di  ^ , la  differen- 
za tra  ^ ed  4 farà  maggiore  del  zero  , per  lo  che  eflà 
li  chiama  j-ofitìva  ; che  fe  4 è ugtiale  a ^ I4  diffe- 
renza làrà  nulla  , cioè  uguale  al  zero  ; e finalmente , 
che  fe  4 è maggiore  di  ^ , la  differenza  farà  minore  del 
zero  , per  lo  che  elfa  viene  chiamata  negativa . 

IV.  Quantunque  le  quantità  negative  fiano  mino- 
ri del  zero  , non  è però  da  credere  eflère  tali  quanti- 
tà imponìbili  , aflbrde , o immaginarie  -,  che  anzi  fono 
da  tenerfi  per  vere,  e reali,  come  lo  lóno  le  pofitive; 
Imperocché  ficcome  le  pofitive  denotano  veri  , e reali 
eccelli  lepra  il  zero  , cosi  la  natura  delle  negative  è 
di  denotare  veri  , c reali  difetti  dal  zero  ; onde  nelle 
efpreliìoni  feguenti  0 + b ^ 0 — la  quantità  b è reale 
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G A P O I. 

ugualmente,  tutta  la  dlverfttà  confiftendo , che  nel  pri- 
mo calo  b denota  eccelTo  ibpra  il  zero  , nel  Tecondo  de- 
nota difetto  dal  zero  ; cioè , che  lé  due  efpredioni  o -J-  i , 
\ o — b denotano  doverli  prendere  la  quantità  b in  par- 
ti totalmente  oppofte  , principiando  da  dove  la  quanti- 
tà è zero  : Cosi,  le  nel  primo  cafo  b denotalTe  l’ altez- 
za di  un  monte  l'opra  il  piano  orizzontale  , nel  fecon- 
do calò  b denoterebbe  la  profondità  d’  una  valle  fotto 
il  medelimo  piano  : fe  b nel  primo  cafo  denotalTe  il 
viaggio  fatto  da  Bologna  verlb  Roma  , nel  fecondo 
calo  b denoterebbe  il  viaggio  fatto  da  Bologna  verlb 
Modena , parte  totalmente  oppolla  . 

V.  Da  ciò  che  abbiamo  detto  fi  ricava  in  primo 
luogo  , che  la  ibmma  delle  quantità  negative  fi  debba 
lare  per  lo  fegno  — non  per  lo  fegno  -|-  , perchè  al- 
trimenti non  li  fommerebbero  già  le  quantità  negati- 
ve , ma  da  negative  fi  farebbero  poficive  ; quindi  la 
fomma  di  — ^,e  — a li  fcriverà  — 'b  a , ovvero 

— A — che  è lo  llelTo  . Se  le  quantità  negative  fa- 
ranno el^ffe  con  la  medcfima  lettera  , cioè  fe  farà 
da  fommarliT— ^.con  — «,  invece  di  fcrivere  — a — u, 
li  fcriverà^^^'#;  ed  in  vece  di — 3 a — 54,  li  fcri- 
verà — 8 .4  . Si  ricava  in  fecondo  luogo  , che  la  Ibt- 
trazione  delle  quantità  negative  fi  debba  fare  per  lo 
fegno  -f  da  permetterfi  alla  quantità  fottraenda  , e non 
per  lo  légno  — , perchè  altrimenti  non  li  farebbe  fot- 
trazione  , ma  fomma  ; e però  fe  farà  da  fottrarfi 

— 4 da  — A , li  farà  — i -f  4 , ed  in  quella  maniera 

verrà  determinata  la  differenza  lira  — 4 , e — i , quan- 
do in  altra  maniera  verrebbe  determinata  la  fomma  di 
. — 4 — • A . Se  le  quantità  fono  efprelTe  con  la  mede- 
lima  lettera  , balla  fottrarre  un  coelEciente  dall’  al- 
tro : cioè , dovendo  fottrarre  — a 4 da  — Ta 

— 34.  Qui  ancora  è da  olTervare  , che  le  dovendo 

A a fot- 
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LIBRO  I. 


Ibttrarre  — a da  — b ^ — a farà  minore  di  — ^ , al- 
lora la  differenza  farà  negativa  , che  fé— a è eguale 
a — la  differenza  farà  zero  , e finalmente  , che  fe 
— a è maggiore  di  — ^ , la  differenza  farà  pofitiva  : 
il  che  può  Ichiarare  non  poco  ciocché  abbiamo  detto 
di  fopra  delle  quantità  negative  . 

VI.  Similmente,  fe  fi  vorrà  fommare  una  quantità 
negativa  con  una  pofitiva,  non  vi  farà  altro  blfogno , che 
di  fcrivere  una  quantità  dietro  l’altra  coi  fegni  rifpetti- 
vi  ; così  la  fomma  di  più  a con  — b farà  a — ^ . E 
qui  avvertafi  , che  una  quantità  polla  fola , o nel  prin- 
cipio d’una  fila  fenza  legno  alcuno  s’intende  fempre 
col  fegno  pofitivo  . Se  le  quantità  foffero  defignate  con 
la  medefima  lettera , allora  la  fomma  pafferebbe  in  fot- 
trazione  ; onde  ballerebbe  fottrarre  una  quantità  dall* 

. altra , e alla  differenza  premettere  il  fegno  della  quan- 
tità maggiore  : così  la  fomma  di  a <t  — 54  farà — 34, 
e la  fomma  di  54  — 2 4 farà  -+-34,  e la  fomma  di 
2 4 — 2 4 farà  zero  . Se  fi  vorrà  fottrarre  una  ne- 
gativa da  una  pofitiva  , fi  muterà  il  fegno  alla  quan- 
tità fottraenda  negativa  , e poi  fi  feri  vera  una  dietro 
l’altra  ; cioè,  volendofi  fottrarre  — a da -f  ^ , fi  fa- 
rà ^ -h  4 , ed  in  fatti  la  differenza  , che  paffa  tra  -f 
^,e  — 4,è^-f-4;.fe  fi  vorrà  fottrarre  b da  — -4,  fi 
farà — 4 — b , e tale  appunto  è la  differenza  , che 
paffa  tra  — 4L,  e + ^ • Le  quali  cofe  facilmente  s’ in- 
tenderanno , da  chi  abbia  ben  comprefo  quanto  fi  è 
detto  al  §.  4. 

VII.  La  moltiplicazione  delle  quantità  femplici  fi 
denota  perla  fola  congiunzione  delle  lettere  ; e però  vo- 
lendofi  moltiplicare  4 per  ^ , fi  fa  4 ^ . Le  quantità  da 
moltiplicarfi  fi  chiamano  fattori  , e ciò  che  nafee  dal- 
la moltiplicazione  fi  chiama  prodotto  . Ma  comecché  le 
quantità  da  moltiplicarfi  poffono  effere  tutte  due  pofi- 
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tive , o tutte  due  negative  , o una  pofitiva  , e 1’  altra 
negativa  ; quindi  per  lo  fegno  da  premetterfi  al  pro- 
dutco  in  tutti  quefti  cali  diamo  la  feguente  regola  : 
cioè , che  quando  le  quantità  da  moltiplicarfi  hanno  il 
medefimo  fegno  , al  prodotto  fi  dee  premettere  il  fegno 

rfitivo  ; quando  hanno  diverfo  fegno  , allora  al  prodotto 
dee  premettere  il  fegno  negativo  : casi,  fe  fi  avrà  da 
moltiplicare  -f-  a per  + h , ovvero  — a per  — è , il 
prodotto  farà  + a ^ ; fe  poi  fi  avrà  da  moltiplicare 
~ a per  + A , ovvero  + a per  — ^ , il  prodotto  fa- 
rà — a 6 : La  ragione  di  ciò  è , che  il  moltiplicatore 
non  altro  denota,  che  il  numero  delle  v<^e  per  cui  fi 
dee  prendere  la  quantità  moltiplicanda  ; e però  pt^ 
fta  la  quantità  moltiplicanda  pofitiva  , fe  il  molti- 
plicatore è pofitivo  , non  havvi  dubbio  , che  la  quan- 
tità pofìtiva  prefa  per  lo  numero  di  volte  da  elfo  mol- 
tiplicatore indicato  fia  pofitiva  , e che  tanto  fia  mag- 
giore quanto  è maggiore  elfo  numero  , e che  tanto 
fia  minore  , quanto  elfo  numero  è minore  ; onde  fe  U 
numero  farà  zero  , la  quantità  moltiplicata  pure  farà 
aero  , e per  conlèguenza  fe  il  numero  farà  negativo , 
cioè  minore  del  zero  , la  quantità  moltiplicata  non  po- 
trà eflère  , che  minore  del  zero , cioè  negativa  ; dal  che 
fi  fa  chiaro- , che  il  prodotto  di  una  quantità  pofitiva 
moltiplicata  per  una  pofitiva  dovrà  elfere  pofitivo  , mol- 
tiplicata per  zero  dovrà  elfere  zero , e moltiplicata  per 
una  quantità  negativa  dovrà  elfere  negativo  ; al  contrario, 
fe  polla  la  quantità  da  moltiplicarfi  negativa,  il  molti- 
plicatore denoti  un  numero  pofitivo  , la  quantità  prefa 
per  quello  numero  farà  negativa  , e tanto  farà  maggio- 
re, quanto  è maggiore  quello  numero , e tanto  farà  mi- 
nore , quanto  quello  numero  è minore  ; onde  ellèndo  que- 
llo numero  eguale  al  zero  , la  quantità-  negativa  moltipli- 
cata diventa  ancor  efla  zero  , e per  conlèguenza  pollo  il 

moL- 
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moltiplicatore  negativo  , cioè  minore  del  zero  , la  quan- 
tità moltiplicata  non  può  cffere  die  maggiore  del  zero, 
cioè  ^fitiva  ; dal  che  It  fa  chiaro , che  il  prodotto  d’una 
quantità  negativa  per  una  positiva  dovrà  elTere  neg  - 
tivo  , per  una  quantità  uguale  a zero  dovrà  effere 
zero  , e per  una  quantità  negativa  dovrà  efTere  pofiti- 
vo . (2)  Quindi  nafee  la  regola  generale  per  gli  legni  da 
metterli  innanzi  ai  prodotti  : cioè  , dee  11  legno  elFere 
pofitivo  le  i fattori  hanno  i medefimi  fegni , negativo 
fe  hanno  fegni  differenti  . Se  le  quantità  da  moltipli- 
carli folTero  più  di  due,  prima  fi  moltiplichino  due, 
e il  prodotto  loro  li  moltiplichi  per  la  terza , e così  di 
mano  in  mano  £no  all’  ultima  : fe  dunque  faranno  da 
moltiplicarli  + 4,— li  moltiplicherà  -j-  « per 
— ^ , ed  il  prodotto  — ■ 4 ^ li  moltiplicherà  per  -J-  c , 
facendo — ab  e . Se  le  quantità  da  moltiplicarfi  avef- 
fero  coeHìcienn  , li  moltiplichino  quelli  come  nella  vol- 
gare Aritmetica  , e il  prodotto  fi  premetta  alle  quan- 
tità congiunte  con  il  legno  ricavato  dalla  regola  da- 
ta : cosi,  dovendoli  moltiplicare  — 3 « per  -f  1 o ^ , il 
Modotto  farà 30  db.  -Si  noti  inoltre,  che  il  pro- 
dotto delle  due  quantità  «,  e ^ viene  egualmente  de- 
notato dall’  efprtlfione  4 A , che  dall’  elprelTìone  b 4 ; 
perchè  fi  riduce  allo  lle£R>  moltiplicare  4 per  , ^ , che 
2 per  4 , come  fi  ricava  ancora  dall’  Aritmetica  vol- 
gare. 

Vili.  Quando  le  quantità  da  moltiplicarfi  fono  due 
uguali  , e coi  medefimi  legni  , per  cagione  di  efem- 
pio,  lè  fi  debba  moltiplicare  a per  4',  il  prodotto  4 4 
fi  chiama  Jtconda.  potejli  di  a , ovvero  fua  irato  di  4 , 
r 4 poi  fi  chiama  prima  paujìà  di  le  llelfa  . Quan- 
do^ le  predette  quantità  lono  tre , il  prodotto  4 4 4 li 
chiama  terza  poteftà  di  4 , ovvero  cubo  , le  lono 
quattro , il  proaotto  « 4 < « fi  chiama  quarta  poteita , e 
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così  fucceffivamente  . In  véce  però  di  fcrivere  «a, 
a 4 4,  « 4 4 4 fi  Icrive  4* , 4* , 4* , ì qualì  numetì  i , 3, 
4,  fi  chiamano  tf ponenti  ^ o indici  delle  poteftà  , per- 
ché elpongono  una  poteftà  di  4 ; cosi  in  a*  il  1 in- 
dica la  feconda  poteftà  di  4 , o fia  4 moltiplicata  una 
volta  per  fe  ftefla  , in  4*  il  3 indica  la  terza  poteftà 
di  4 , o fia  4 moltiplicata  due  volte  per  fe  ftefta  &<:c. 
e generalmente  4*  indica  una  qualunque  poteftà  di  a , 
la  quale  chiamafi  n > o fia  4 moltiplicata  pet  fe  fteftà 
tante  volte , quante  unità  lòno  nel  numero  indicato  da 
a diminuito  dell’  unità  j fi  rifletta  dunque  elTervi  gran 
differenza  tra  a 4 , e 4’ , perchè  il  2 « fignifica  il  dop- 
pio di  4 , e 4*  fignifica  la  feconda  poteftà  di  a : così: 
fe  4 fcfle  uguale  a 4 , 2 4 farebbe  uguale  a 8 , e 4’  fa- 
rebbe uguale  a 16,  ■ 

IX.  E’ facile  raccogliere,  che,  per  moltiplicare  le 
poteftà  d’ una  medefima  quantità , fi  debbano  fbmmare 
gli  efponenti  , e che  quefta  fomma  fia  l’ efponente 
della  nuova  poteftà  nata  dalla  moltiplicazione  di  ta- 
li poteftà  ; perché  fe  fi  aveffe  da  moltiplicare  4 4 per 
444,  il  prodotto  farebbe  4 4 4 4 4 ; in  cui  1’  4 fareb- 
be pofta  tante  volte  , quante  è pofta  nei  due  fattori 
preu  infieme  : ma  gli  efponenti  dei  fattori  denotano 
il  numero  delle  volte-,  che  4 è pofta  nei  due  fattoti 
flelfi  ; onde  la  lèmma  loro  denota  il  numero  delle  volte 
che  4 è pofta  nel  prodotto  ; cioè  la  lomma  degli  ef- 
ponenti dei  fattori  è l’ efponente  del  prodotto  : quii»- 
di  per  moltiplicare  a*  per  4’  fi  dee  fare  4’  . Dalle 
cofe  dette  fi  ricava  ancora  la  maniera  d’innalzare  una 
data  quantità  a qualunque  poteftà  , altro  per  ciò  fa-^ 
re  non  fi  dee  , .che  prendere  l’ efponente  della  data 
quantità  tante  volte  , «quante  unità  lono.  nell’  ef- 
^nente  della  poteftà  cioè  , che  moltiplicare  l’ elpo- 

nen- 
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nenie  della  quantità  per  l’ indice  della  poteilà  ; co- 
si per  innalzare  b'  alla  potellà  terza  , fi  dee  prende- 
re r efponente  2 tre  volte  , elTendo  il  tre  l’ indice 
della  potedà  terza  , cioè  , fi  dee  moltiplicare  1’  ef- 
ponente due  per  1’  indice  tre  , e fcrivere  b^  , che 

farà  la  terza  poteftà  di  ; la  . poteftà  feconda  di 

4’  farà  4*  , la  poteftà  terza  farà  4’  , e generalmen- 
te la  poteftà  n di  4'“  farà  4"“  ; fimilmente  la  po- 
teftà feconda  di  a b'  farà  , e la  poteftà  p di 

a"  b"  farà  4*  ' b"  ^ . Alle  volte  feuza  fare  attualmente 
r operazione  , giova  foltanto  indicarla  col  tirare  una 
linea  fopra  la  quantità  , ed  accanto  alla  linea  col- 

locando  T indice  della  poteftà  in  quefta  guifa  4 b 


i ^ _ * 

per  indicare  la  poteftà  n di  4 ^ , cioè  4"  b"  ; ed  a b' 
per  indicare  la  poteftà  m della  quantità  a b‘ , cioè 

4’ 


X.  Nella  divifione  rifolvendoft  ciò  , che  è ftato 
compofto  colla  moltiplicazione  , ne  viene  per  confe- 
guenza  , che  dovendo  dividere  una  quantità  per  un’altra, 
convenga  dalla  dividenda  togliere  il  divifore  , onde  quel- 
lo che  rimane  farà  ciò  , che  fi  domanda  qaoto  ; ed  in 
fatti  moltiplicando  di  nuovo  quefto  quoto  per  lo  divi- 
fore , fi  reftituifce  il  dividendo  : così , poiché  4 ò è il 
prodotto  di  4 in  ^ , ne  viene  , che  dividendofi  4 b 
per  4 , il  quoto  fla  ^ , e dividendo'4Ò  c per  Ab,  che 
abbiafi  c . La  regola  dei  fegni  da  premetterfì  al  quo- 
to è la  .fteffa  di  quella  data  per  la  moltiplicazio- 
ne ; cioè,  che  i medefimi  fegni  portano  fegno  pofitivo , 
ed  i diverfi  negativo  : così  le  fi  dividerà  a b per  — a , 
ovvero — ab  per  4,  il  quoto  farà — 'b\  e fe  fi  dividerà 
4 b per  4 , ovvero  — ab  per  — 4,  il  quoto  farà  b : avver- 
tali che  fe  li  divida  4 per  4,  il  quoto  è Tunità , perchè. 

que- 
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c^uefti  fattori  rimoltiplicati  reftituifcono  il  prodotto  coi 
luci  fegni  rilpettivi . 

XI.  Se  le  quantità  hanno  coefficienti , fi  divide  il 
coefficiente  del  dividendo  per  lo  coefficiente  del  divifo- 
re,e’i  quoto  che  rifultajfi  affigge  al  quoto  delle  quan- 
tità con  la  regola  dei  fègni  data:  così,  divifa  a b 
per  — 14,  farà  il  quoto  ■ — i b . 

XII.  Se  la  quantità  dividendi  non  ha  lettera  al- 
cuna comune  col  divilòre  , la  divisone  s’ indica  co- 
me le  frazioni  numeriche  , cioè  , fi  difegna  con  una 
linea  orizzontale  , fopra  cui  fi  pone  il  dividendo  , e 
fotto  , il  divifore  coi  légni  rifpettivi  : così , dividendo 


2 ab  per  — c , farà  il  quoziente  , uguale  a — 

perchè  il  valore  della  frazione  , cioè  il  quoto,  è nega- 
tivo nell’  uno , e nell’  altro  cafo,  num.  7 : così  ancora  il 


quoto  di  — 54^  divifo  per  — 3 c d,  è 


Sab 


3cd 


eguale 


a 7^  , eflendo  nell’  uno  , e nell’  altro  cafg  il  quoto 


pofitivo  . La  quantità  fopra  la  linea  orizzontale  fi  chia- 
ma numeratore  , e quella  fotto  denominatore  , come  nel- 
le frazioni  aritmetiche  . Se  nel  dividendo  vi  fonò  let- 
tere fimili  a quelle  del  divifore , fi  tolgano , ed  i re- 
fidui  fi  ferivano  a guifa  di  frazioni , ficcome  abbiamo 


detto  : così  il  quoto' di  a b divifo  per  x by  farà 

perchè  il  divifore  moltiplicato  per  lo  , quoto , dee  ef- 
iére  uguale  al  dividendo , che  fempre  s’ intende  molti- 
plicato per  r unità  ; adunque  il  divifore  al'  dividendo , 
come  r unità  al  quoto  : e nel  calò  noftro  è jr  ^ ad 


4 b 


A h ^ 

, come  r unità  ad*^  * ma  la  ragione  di  x ^ ad 

B ab 


Digitìzed  by  Google 


IO 


LIBRO  I. 


« ^ è la  ftefTa  della  ragione  di  x ad  a , come  fi  sà 
dalle  regole  delle  proporzioni  ; onde  eirendo  fi- 

milmente  ad  <i  , come  V unità  ad  — , 1’  unità 

* jr  * 

ha  la  ftefla  ragione  alle  due  frazioni-^  ; adun- 


que quefle  due  frazioni  fono  uguali  . 

XIII.  La  divifione  poi  delle  potellà  fi  fa  colla  fot- 
trazione  degli  efponenti  ; cioè , le  li  abbia  da  dividere 
4*  per  4* , il  quoto  è a*'* , uguale  ad  4’  , perchè  ap- 
punto la  moltiplicazione  delle  potellà  fi  fa  per  la  fom- 
ma  degli  efponenti . Se  l’ efponente  del  divilòre  è mi- 
nore deir  efponente  del  dividendo  , T efponente  del 
quoto  farà  pofitivo  ; fe  uguale  , farà  zero  ; fe  maggio- 
re , negativo  ; così  1’  efponente  del  quoto  di  a*  divifo 
per  4’  farà  a , l’ efponente  del  quoto  di  a*  divifo  per 
4*  farà  zero  , e 1’  efponente  di  a*  divifo  per  a*  farà 
— 2 ; e però  nel  primo  cafo  il  quoto  farà  4* , nel  fe- 
condo farà  I , nel  terzo  4-* , le  quali  efprelfioni  equi- 
valgono alle  lèguenti , cioè,  ad  4 4 nel  primo  cafo , ad 

I nel  fecondo  , e ad  — nel  terzo , perchè  il  quoto 

4 4 

di  a\  divifo  per  4’  è , uguale  ad  a , il  quoto  di 

a*  divifo  per  a*  è uguale  ^ , uguale  ad  i , ugua- 

A A (Z 

le  ad  4°,  e finalmente  il  quoto  di  a*  divifo  per  a*  è 

uguale  ad  , uguale  ad  — , uguale  ad  4-*  . 

444444"  44  " 


Quelle  potellà  con  1’  efponente  negativo  li  chiamano 
potejìà  negative  ; le  quali  in  realtà  non  difegnano  al- 
tro , che  r unità  divifa  per  tal  potellà  ; onde 


4- 
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a-*  farà  lo  fteffo  che— L_,  J. ,i — . 

a a a* 

XIV.  Dall’  Algoritmo  delle  quantità  femplici  na- 
fte chiaramente  1’  Algoritmo  delle  quantità  compofte  : 
per  fommare  dunque  le  quantità  compofte,  non  vi  fa- 
rà altro  bilbgno  , che  di  ftriverle  per  fila  una  dietro 
1’  altra  coi  fegni  rifpettivi  ; per  fottrarle  poi , fi  do- 
vranno mutare  tutti  i fegni  alla  quantità  fottraenda , e 
poi  fare  la  fomma  , Si  avverta  però  tanto  nella  fom- 
ma  , quanto  nella  fottrazione  di  ridurre  ad  una  fola 
quantità  femplice  quelle  efpreflfe  con  le  medefime  let- 
tere , ficcome  abbiamo  infegnato  al  §.  2.  3.  Siano  da 
fommarfi  le  quantità  compofte  4-f^  — e,  34  — c y 
la  fomma  làrà  44-f^  — </,ela  fomma  delle  quan- 
tità compofte  6 X + g y y 10  x — - 3 y farà  16  x 6 y y 
e delle  quantità  ab  — «24c-f-2*,  — a b <2,  a c + 
farà  2 z’  . Se  poi  dalla  quantità  4 jr  -|-  3 ^ fi  dovrà 
fottrarre  4 -H  , il  refiduo  farà  4 jr  + 3 b — a — y : 
fe  da  4r  -f-  ^ fi  fottrarrà  — 4 — by  il  refiduo  farà  jt  -j-  4 

a b ; fe  da  4 ^ -H  c*  ù fottragga  — a b + c*  y il  re- 
fiduo farà  0.  ab  ,~ 

XV.  L’ ulb  à infegnato  agli  Analifti  di  fcrivere  in 
linea  verticale  tutte  le  quantità  fommande  , e fottra- 
ende  , le  quali  fiano  efprefle  colle  ftefle  lettere  : onde 
i termini  delle  quantità  fommande  A y B y C fi  difpor- 
ranno  nella  feguente  maniera  per  ottenere  facilmente 
la  fomma  D. 

A . 4’  — 34*  jr  + 4 a X — 2 jr* 

B . <2  a*  — 4*  X — 2 4 jr*  -1-  X* 

C,  ——4*  -j-  2 4 jf*  -b  2 jr’  -b  A* 

D . 2 4^— > 44^  X -b  4 4 jr’  -b  x^  P 

Se  da  A fi  dovrà  fottrarre  B,  facilmente  fi  otterrà  la 

B 2 dif- 
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differenza  C . • 

y4.  3 a'  — 2 a’  + 4 a*  i + a*  v 

B.  CL  — 3 a’  ^ + 3 a^  ^ V 

C.  2<x  -f-  CL  b'  -j-  il'  b -j-  a*_y  — y 

XVI.  La  moltiplicazione  delle  quantità  «compoffe 
fi  fa  moltiplicando  un  fattore  per  ciaicim  membro  dell’’ 
altro  fattore  , e fommando  tutti  quelli  parziali  prodot- 
ti l'econdo  le  regole  date  . Eccone  gli  elbmpi  : Sia  da 
moltiplicarfi  .<4  per  B : il  prodotto  farà  C . 

yi.  a -h  b — c 

B-  y 

C.  a y b y — c y 

A.  a b — c 

B.  y — a 

ay  b y — c y 

a^  b a -f  e a 

C.  a y + b y — cy  — a’ b-a  + f à • 

A.  3 a b c + 2 x'  “ ' 

B.  — a’  + 3 

r~, "r~i 

3 a b c — 2 or  a 

C.  — 3 a’  ^ f — 2 if’  a’  4-  9 a i f -h  6 jr* 

XVII.  Quando  la  moltiplicazione  delle  quantità 
compofte  non  fi  vuole  attualmente  fare  , ma  folamen- 
te  accennare  , li  tira  una  retta  fopra  ciafcuno  dei  mol- 
tiplicatori , e fra  eflì  li  pone  o il  punto , ovvero  quella 

fegno  X nella  feguente  maniera,  a + b . c — d , ovVero 

<»  4-  ^ X f — d,  che  lignifica  a 4-  ^ moltiplicato  per  c — d. 
Quando  fi  vogliono  indicare  le  potella  della'  quantità  com- 
polla, li  tira  fopra  quella  una  retta,  a cui  fi  premette 
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r efponente  , che  dee  Indicare  la  poteftà;  e perciò  a If 
fignitìca  la  feconda  potdlà  di  4 + ^ , cioè  4 -f  ^ per 

a + i>  moltipllcata  ; 4 + A fignlfìca  la  terza  poteftà  di 
a + bf  cioè  a -t  b moltiplicata  due  volte  per  a-j-  b: 

n 

e generalmente  a + b fignifica  la  poteftà  n di  4 -f  ^ , 

cioè  a + b moltiplicata  per  a b tante  volte , quante 
unità  fono  nel  numero  n — 1 , come  fi  raccoglie  dal 
§.  8. 

XVIII.  Nonfembrami  fuor  di  propofito  conferma- 
re con  qualche  elèmpio  , che  i fegni  diverfi  del  fat- 
tori portino  fegno  negativo  al  prodotto  , e che  i fe- 
gni negativi  dei  fattori,  al  prodotto  portino  legno  po- 
litivo . Sia  dunque  da  moltiplicarfi  c a — > 4 , uguale  ad 
4 , per  3 4 — 2 4 , uguale  ad  4 : è chiaro  che  il  prodot- 
to farà  4*  ; dico,  che  quefto  prodotto  non  fi  può  fal- 
vare  fe  non  nella  regola  dei  fegni  data . Si  faccia  la 
moltiplicazione  , e ft  lafcino  per  ora  da  parte  i fegni 
dei  prodotti , eccettuatone  quello  del  primo  termine , 
che.  è fenza  alcun  contrailo  pofitivo  ; avremo  dunque , 
fecondo  le  regole  della  moltiplicazione,  34  — a a mol<- 
tiplicata  per  a a — 4,  uguale  a 6 4’  ^ 4 4’  * 3 4’  2 4’  : il 

primo  termine  6 4*  é feftuplo  di  4’  , onde  acciocché 
tutto  il  prodotto  fta  uguale  ad  4’  , bifogna  neceftaria- 
mente  , che  fra  gli  altri  tre  termini  ve  ne  fiano  de’  ne- 
gativi : fe  foflero  negativi  tutti  tre  , il  prodotto  refte- 
rebbe  — 3 4’  diverfo  da  4*  ; fe  uno  folo  dei  tre  foilè 
negativo  , pure  il  prodotto  non  farebbe  uguale  ad  a ; 
ne  tampoco  fi  falverebbe  fe  fofle  negativo  l’ultimo  con 
im  altro  , ma  foltanto  fi  falva , quando  fi  ponghino  ne- 
gativi i due  termini  di  rnezzo  , e,pofitivo  1’ ultimo.: 
ed  in  fatti  6 4* — 4 4’  — 3 4’  -f  2 a*  è uguale  ad  4* , 
come  fi  richiede . 

XlX. 
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XIX.  Nella  divifione  delle  quantità  compofte  fa 
d’  uopo  diftinguere  due  cali  : o il  divilbre  c ancor  e- 
gll  compofto  , o nò  : fé  non  è compofto  , fi  divide 
ciafcun  termine  del  dividendo  per  Io  divifore  ; per 
caglon  d’  elempio  , il  quoto  di  a ^ -f-  c ^ J b di- 
vilò  per  b , farà  a c — d . Se  il  dividendo  non  à 
lettera  comune  col  divilbre  , il  quoto  fi  indica  a gui- 
fa  di  frazione  , e però  il  -quoto  di  a b + c b — d b di- 


. ~ . a b c b — d b 

vilo  per  jr,  tara 


. Se  alcuni  membri  del 


dividendo  avelTero  lettere  limili  a quelle  del  divifore  , 
ed  altri  nò  , allora  la  divifione  li  può  indicare  a gui- 
fa  di  frazione,  ovvero  li  polTono  dividere  i membri  di- 
vilibili  , ed  indicare  il  rimanente  del  quoto  a guilà  (|i 
frazione:  così , fe  fi  avelTe  da  dividere  a b -fb  c — c\d 

per  b , il  quoto  o farebbe , ' — » 

b b ^ 

nel  qual  cafo  il  quoto,  parte  farebbe  intiero,  e parte 
fratto . 

XX.  Quando  il  divifore  ancor  egli  è quantità  com- 
polla, allora  bilbgna  ordinare  il  dividendo  , e il  divi- 
lore  relativamente  ad  una  lettera  , che  fembrerà  più  a 
proposto  ; cioè , fi  fcriverà  tanto  nel  divifore  , quanto 
nel  dividendo  in  primo  luogo  quel  termine , in  cui  ef- 
fa  lettera  è alzata  alla  malfima  potellà  : in  fecondo 
luogo  fi  fcriverà  quel  termine,  in  cui  elTa  lettera  è al- 
la potellà  prolfima , e cosi  fucceffivamente . La  quan- 
tità compolla  -j-  X y*  + x*  y -f  x'  è ordinata  fecon- 
do la  lettera  y;  per  ordinarla  poi  fecondo  la  lettera  jr, 
bifojgna  fcrivere  x'  + x"  y + x y + . Preparati  in 

quella  maniera  il  dividendo , e il  divifore , fi  divide  il 
primo  termine  del  dividendo  per  lo  primo  termine  del 
divifore  , ed  il  quoziente  fi  Icrive  a parte  : per  quelto 

quo- 


pigitÌ7f»d  hy 
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quoziente  fi  moltiplica  tutto  il  divifore  , ed  il  prodot- 
to fi  fottrae  dal  dividendo  : latta  la  Ibttrazione  , e or- 
dinati i termini  di  nuovo,  fi  divide  nella  fiefia  manie- 
' ra  per  lo  primo  termine  del  divilòre  il  primo  termine 
del  refiduo  , ed  il  quoto  fi  Icrive  prefib  l’ altro  col 
proprio  fegno  ; e ciò  fi  replichi  fino  a tanto  che  dal- 
la fottrazione  nulla  rimanga  ; la  fomma  poi  di  tutti  i 
quoti  parziali  farà  il  quoto  totale. 

XXI.  Sia  da  dividerli  A per  B : fi  ordini  1’  una 
e l’ altra  formula  , ex  g. , per  la  lettera  a , come  fi  ve- 
de in  C,  ed  jE  : poi  fi  divida  il  primo  termine  di  C 
, per  lo  primo  termine  di  E , ed  il  quoziente  a con  il 
fuo  fegno  fi  ponga  in  D : poi  per  quello  quoziente  li 
moltiplichi  S , ed  il  prodotto  fi  fottragga  da  C ; avre- 
mo il  refiduo  M : di  nuovo  fi  divida  il  primo  termine 
di  M per  lo  primo  termine  di  iv,  ed  il  quoto  — d li 
feriva  in  D con  il  fuo  fegno  : per  quello  quoto  fi  mol- 
tiplichi S , ed  il  prodotto  fi  lottragga  da  M ; avremo 
zero  per  refiduo  ; onde  I?  è il  quoto  totale  : ed  in 
fatti  moltiplicando  D pet  £ fi  reftituifee  A.  (3) 

A.  h a — d b — da  -^aayB.b-Y  a 
C.  a a + b a — d a ——  d b j E.  a b 
— 4 a — b a D.  a — d 

14.  — d a *— • d b 

d a + db 
' o 

Dividendo  5 jt* — 14  x*  a — 6 x'  ab  — % x'  a ^ x ab 

a'  b\  Divilòre  ^ x'  + x a — ab 
Primo  retto  — 15  jf’ 4 — sx*  ab> — 3 2 jr  a'b 

+ a' b' , Quoto  — ^ax-—ab 

Secondo  retto  —5  x'  a b — x a*  b ^ a*  b' 

Terzo  retto  000 

Di- 
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Divifore  3 x — y 
Quoto  3 + y 


Dividendo  9 — y -f  ^ , 

Primo  reiidiio  + 3 xy — y^  + ai 
i>econdo  refiduo  a b 
Kon  potendofi  queflo  refiduo  in  alcuna  maniera  divi- 
dere per  3 Jf  — y,  è legno,  che  la  divifione  non  fi  può 
ottenere  perfetta  , onde  il  quoto  farà  3 jc  + y con  la 

frazione  — . Alle  volte  il  quoziente  d’  una  fra- 

3 x—y  , . —, 

zione  fi  dil'egna  in  quella  maniera  9 jr  — y'  -f  ab  : 

3 y , ov\'ero  ( 9 Jf’  — ):  (SJf  — y } • 


•fsm 


CAPO  II. 

Algoritmo  /ielle  Frazioni  . 

*^^TOn  dovrà  maravigliarfi  alcuno  fe  cominciamo 
r Algoritmo  delle  frazioni  dalla  moltiplica- 
zione , e divifione  , per  indi  palTare  alla  fomma , e al- 
la fottrazione  ; imperocché  ficcome  l’ Algoritmo  del- 
le quantità  intere  fu  cominciato  dalla  fomma  , e dal- 
la lòttrazione  , per  elTere  tali  operazioni  le  più  femplici, 
e le  più  vicine  alle  prime  nozioni  delle  quantità  in- 
tere , così  delle  frazioni  effendo  la  moltiplicazione  , e 
divifione  operazioni  più  femplici  , e più  proflime  alle 
nozioni  loro  fondamentali  , dalle  medefime  fi  dee  co- 
minciare . 

II.  Prima  d’ ogn’  altra  cofa  però  av\^ertire  con- 
viene , che  v’  è una  perfetta  analogia  tra  la  propor- 
zione , e la  frazione  ; imperocché  la  proporzione  al- 
tro non  effendo  , che  il  rapporto  di  continenza  , che 
ha  l’antecedente  al  confeguente  , il  qual  rapporto  fi 
difegna  dividendo  l’ antecedente  per  lo  confeguente  , 

il 
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fi  valore 'della  proporzione  farà  ottimamente  difegnato 
per  lo  valore  d’  una  frazione  , il  numeratore  di  cui  fia 
i’antecedente  ^ e il  denominatore  il  confeguente  , i quali 
fi  fogllono  chiamare  termini  della  frazione;  onde  la  ragione 

di  mh  fi  difegnerà  per  in  cui  4 farà  il  numerato- 
re, e,  A il  denominatore;  e comecché  due  quantità  molti- 
plicate , e divife  per  la  llefia  quantità  non  mutano  propor- 
zione, cos'i  la  frazione  non  muterà  valore,  ancorché  fi  mol- 
tiplichi , e fi  divida  il  numeratore  , e denominatore  per 

la  medefima  quantità  ; e però  farà  uguale  ad 

III.  Similmente  ficcome  nella  proporzione  quando 
r antecedente  è uguale  al  confeguente  T unità  efpri- 
me  quella  ragione  di  continenza  , e quando  è mag- 
giore , la  ragione  di  continenza  è efprefia  da  un  nume- 
ro nuggiore  dell’  unità  , e quando  è minore  , da  un 

minore  ; così  nella  frazione  — ^,fe  il  numeratore  a è u- 

guale  al  denominatóre  ^ , il  valore  d’  efla  frazione  farà  u- 
guale  all’  unità  , fe  a è maggiore  di  ^ , il  predetto  valore 
farà  maggiore  dell’  unità  , e fe  a è minore  di  b , farà 
minore  . Tutto  ciò  nafee  dalla  dottrina  delle  propor- 
zioni , di  cui  fupponiamo  inllruito  chi  fi  applica  allo 
lludio' dell’ Algebra . Si  veda  il  cap.i.  §.io.  12. 

IV.  Ora  per  molti{dicare  una  frazione  ver*  gr.‘, 

-^per  una  quantità  intiera  e , balta  moltiplicare  il  nu- 
meratore per  la  quantità  intiera  c , perchè  in  c , 

non  è,  che  il  prodotto  di  a in  c,  divifo  peri  e però 
fe  la  quantità  - moltiplicante  la  frazione  folle  uguale 
al  denominatore  , fi  rellituirebbe  la  quantità  intiera  , 

G per- 


Digitized  by  Google 


i3 


LIBRO  I. 


perché  moltiplicato  in  è uguale  ad  aguale 

ad  a , per  quello  che  fi  è detto  di  l'opra . 

V.  LlTendo  poi  la  diviiione  una  operazione  total- 
mente oppolla  alla  moltiplicazione,  a dividere-|- per 
r,  bifognerà  moltiplicare  non  già  il  numeratore  ma 
il  denominatore  b per  r,  e fare perchè  col  molti- 
plicare ancora  a.  per  e ottenendoti  la  frazione  tra- 
mutata in  ^ , fi  inferifee  , che  il  moltiplicare  il  numera- 
tore per  una  quantità  , tia  una  operazione  totalmente 
oppolta  al  moltiplicare  il  denominatore  per  la  mede- 
lima  quantità  ; dunque  trovandoti  ritielfa  oppotizio- 
ne  ancora  tra  la  moltiplicazione  , e la  divitione  , ne 
avviene  , che  moltiplicare  il  denominatore  di  una  fra- 
zione per  una  quantità  , tia  lo  ilelfo  che  dividere  la 
frazione  per  quella  quantità  . Se  poi  la  qi^tità  in- 
tiera c fi  divida  per  la  frazione  , li  avrà  un’altra 
frazione , il  cui  numeratore  farà  c , ed  il  denominatore 
farà-^  ; e moltiplicato  tanto  il  numeratore  c,  quan- 
to il  denominatore-^  per  la  quantità  ^ , il  numera- 
tore diverrà  c ^ , ed  il  denominatore  a , onde  la  det- 
ta  frazione  ti  muterà  nella  equivalente -j-;  per  divide- 
re dunque  una  quantità  intiera  per  una  frazione,  ti  ha 
quella  regola  generale  : cioè , ti  tramuta  nella  frazione 
il  numeratore  in  denominatore  , e il  denominatore  ia 

nu- 
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numeratore  , e poi  fi  moltipllca  la  frazione  cosi  rove- 
fciata  per  la  data  quantità. 

VI.  Se  fi  divida  una  frazione  per  un’  altra  , ver.gr. 

-^per  , si  avrà  una  nuova  frazione , il  cui  nume- 

^ ^ V • 

ratore  farà  -j- , ed  il  denominatore  ; e moltipli- 
cato il  numeratore  , e il  denominatore  di  quella  fra- 
zione per  ^ jr , il  primo  diverrà  a r , il  fecondo  ^ y , e 

la  frazione  : vale  a dire  . la  divifione  di  una  fra- 
f>y  * . . , . 

zione  per  un’  altra  fi  avrà , fe  fi  moltiplicherà  il  nume- 
ratore della  dividenda  per  lo  denominatore  della  divi- 
dente , e il  denominatore  della  dividenda  per  lo  nume- 
ratore della  dividente . 

VII.  Comecché  tale  operazione  viene  disfatta  dal 
moltiplicare  numeratore  per  numeratore  , e denomina- 
tore , per  denominatore  , quindi  moltiplicando  numera- 
tore per  numeratore  , e denominatore  per  denomina- 
tore , fi  otterrà  la  moltiplicazione  d’  una  frazione  per 

1*  altra  ; così , le  vorrò  moltiplicare  per  , dovrò 


fare  ^ . Se  poi  voglio  la  frazione  a feconda  po- 
tellà,cioè  moltiplicare -^per  devo  alzare  a fecon- 

da potefià  il  numeratore,  e il  denominatore,  onde  ab- 
bia potefià  feconda  di  ~ ; e generalmente  la  po- 

b ^ m 

A a 

teftà  m della  frazione—^,  è -p. 

Vili.  Ciocché  abbiamo  detto  fin  qui  , benché  Ila 
flato  illullrato  con  efempi  di  quantità  iemplici  pofitive, 

C a va- 


\ 
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vale  ancora , come  è chiaro , nelle  quantità  compode 

qualunque  positive , o negative  che  fiano  ; e però— 

, y ax  b X y a b — c a b ^ 

Tara  uguale  ad  , -r — e uguale 

*='  ex — dx  ^ X A b ° 


C X 


a b 


A c 


è uguale  ad  — —,  uguale  a 


— X b X c 

■Similmente  4 moltiplicato  per — —.farà  ed 

^ ^ c -i-  d ’ c-^d 

* * divifo  per  a,  farz—^ 'T'Tt  ^ divifo  per 

a z 


c — d 

-+-^,  ftrà 
z ’ 


x-j-y 


COSI 


c a — adì 
x_  + y 

a 


— moltiplicato  in^^ 

— z ^ ' a z’ 


farà  * - ed  * divifo  per  — —,  farà 

4’ — z*  c * jr-fz/ 

jc’  -J-  2 X z -j-  z’ 


e finalmente 


x’  + y 


— n farà  la  po- 


— fd*' 

refià  m 'della  frazione  — — y.  --f  + ^ 

IX.  Avanti  di  pafTare  alla  fomma , e alla  fottrazio- 
ne  delle  frazioni  fra  di  loro , e con  interi  , bifogna  in 
primo  luogo  dar  la  maniera  di  ridurre  gl’  interi  , e le 
frazioni  a frazioni , che  abbiano  il  medefimo  denomi- 
natore , dopo  che , facililfime  fi  renderanno  le  predette 
operazioni  . Per  ridurre  un’  intero  allo  fteffo  denomi- 
natore d’  una  frazione,  fi  moltiplica  l’ intiero  per  lo  de- 
nominatore della  frazione  , e al  prodotto  , tirata  la  fo- 
lita  lineola  orizzontale  , fi  fottofcrive  lo  fteflb  deno- 
minatore : così  volendo  ridurre  4 ad  una  frazione  del- 
lo ftelTo  denpminatore  di  una  data  , fi  fa  — . Due 

y y , 

Im- 
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<21 


frazioni 


facilmente  fi  riducono  alla  ftefla  de- 
fi moltiplichi  il  numeratore  , ed  il  de- 


4 

T ». 

nominazione  : 
nominatore  della  prima  per  lo  denominatore  della  fe- 
conda , ed  il  numeratore  , e denominatore  della  fecon- 
da per  lo  denominatore  della  prima  , e fi  otterranno 

dello fteflb  denominatore,  e uguali  alle'propofte, 

X.  Se  le  frazioni  da  ridurfi  al  medefimo  denomi- 

r fr  84-f5C'y 

natore  foflero  piu  di  due,  ex.gr.  ^ ^ y — , pri- 

ma fi  riduchino  al  medefimo.  denominatore  due , ve.gr. 
ed  tramutandole  'in^- >■  -,e  - , e poi  fi ri- 

duchino  al  medefimo  denominatore  , ed  — 

- , , , . . <2  b x ^ . 4. — c 


tramutandóle  in 


<1  b y a,  — <2  b y c i6abx-^\ob'xc 


<2  b X a — <2  b X c*  ' o.bxa  — <lbx  c ^ 
al  qual  denominatore  farà  ridotta  antera  là ' frazione 

fè  fi  moltiplichi  il  di  ^ lei  numeratore , e deno- 


ti a jt 


<2  b X * 

minatore  per  a 


avendofi 


34  X — - 2 a X c 


Da 


•2  bax  — a b X c 
ciò  fi  raccoglie  , che  fi  ridurranno  piò  frazioni  al  me- 
defimo  denominatore  j fe  fi  prenderà  .^  per  comune  ; de- 
nominatore il  prodotto  di  .tutti  i denominatori  , e poi 
fi  moltiplicherà  ciafeuno  numeratore  per  lo  prodotto  de’ 
denominatori , efclufo  il  denominatore  di  quella  frazio- 
ne, di -cui  fi  moltiplicai!  numeratore  . Siano  da  ridur- 


c- 


fi  al  medefimo  denominatore'  le  frazioni  ,, , 

x-i-  z . 4 — b 

— — : fi  prenda  il  prodotto  dei  denominatori  'a’a— 

per 
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per  comune  denominatore , e poi  fi  moltiplichi  c per 


a u 


' b u y e fi  faccia  la  frazione  - indi  fi 

moltiplichi  y per  a u + i » ,e  fi  faccia  l’altra  frazio- 
a u b u y*  _ 

~^~u  — b^  iT~  ’ finalmente  fi  moltiplichi  x -f  z per 
b'  y e facciafi  la  frazìnnp  * x z b x 

V , j «’  « — b'  u 

j date  frazioni  faranno  ridotte  a tre  altre 

dello  ueHo  denominatore  , ed  equivalenti  alle  prime  . 

XI.  Con  piu  iemplicità  fi  ridurrebbero  al  medefi- 
mo  denominatore  le  frazioni,  ie  il  denominatore  di 
una  lolle  divifore  del  denominatore  dell’  altra  , come 

fuccede  in  , e in  cui  è h divifore  àxyh\  perchè 

ritiwato  il  quoto  y col  dividere  il  denominatore  y b per 
b , fi  moltiplicherà  il  numeratore  , e denominatore  del- 
la frazione  ~ per  effo  quoto  y , cioè,  fi  farà  . 

by 

XII.  Sapetid^i  ridurre  le  frazioni  al  medefimo  de- 
nominatore , faCil  cofa  è la  lemma  , e fottrazione  lo- 

TO  . Siano  da  fdmmarfi  le  frazioni  ~~  , * d , 

fi  riducano  in . primo  luogo  le  dette  frazioni  al  comu- 
ne denominatore,  facendo  j ^ ^ ^ “ 

, . , bau  — b^  u * ba  u — b’u  * 

a a dai  — 2 è* — 

^ ^ , e poi  fi  fommino  x nume- 

ratori Inondo  l’Algoritmo  delle  quantità  intiere,  e a 

fiunma  fi  Ibttoponga  il  comune  denominatore, 
cioè  fi  faccia . * 


c a u 
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eiu  — eBu-\-  bxu  + zàb+  d a b' — zb^  — db* 


, e que-‘ 


Bau  — b'  u 

fia  farà , come  è chiaro  y la  fomma  delle  propoite  fra- 


fi  ri- 


4- 

b <I  -J-  u 

ducano  quelle  frazioni  al  medelimo  denominatore , e per  * 

ac  uc  bx  -\-bz  • r r- 

e.  poi  il  fottrag- 


zioni . Sia  da  fottrarfi  la  frazione 


ciò  il  faccia 


ba-\-bu  ^ ba->rbu  ' 

ta  il  numeratore  della  prima  dal  numeratore  della  fecon-' 
a , e alla  differenza  il  foctoponga  il  comune  denomina* 

Ac  — ue-^irbx-\-bz 


tprc  : cioè , il  fàccta- 


-,  e farà  fatta- 


• .#•  . — j 

+ÒU 

la  iòttrazioDC ..  Se  il  -abinàna  da. fate  fumine,  e fottrazio- 
ni  con  intieri , e coi  fratti  , baila  conilderare  V intero 
Come  fratto  , tirando  fotto  V intero  lina  lineola  oriz- 
zontale , e ibttofcrivendo  a quella  runità  nella  feguen- 

te  guifa-^,  &CC.  perchè  ciafcun  intero  a &fc.  fi  pud 

tempre  conil^rare  diviib  per  1’  unità  , fenza  che  venga 
ad  alteraril  il  fuo  valore . . 

’Xin.  Avvi  un’  altra  operazione  intorno  alle  frzr 
zioni  di  non  mediocre  importanza  , ed  è di  ridurre  le 
frazioni  alla  più  < femplice  > efpreiBone  poifibile  ; impe- 
rocché accade  alle -volte  , che  ri  numeratore  , ed  il  de- 
nominatore della  frazione , ilair  drviilbili  per  la,  ileflh 
quantità  dunque  divifo  per  quella’ l’uno  ,'e  l’altro, 
farà  la  frazione  ridotta  ad  una  dello  ilelTo  valore  , ed 
efpreila  con  termini  più  fempUci  : per  canon  d’  elfem- 
pio , fe  lì  dividerà  il  numerattire  , ed  il  denominatore 

della  frazione  -yj  per  la  quantità  b , farà  la  frazione 

tramutata  in  un’  altra  più  femplice  , e quanto 

più 
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piu  Tara  complefTo  tal_  divifbre,  tanto  più  femplici  an- 
cora faranno  1 termini  della  iiazione  equivalente  ; on- 
de le  il  divifoie  iara  il  mallìmo  , la  frazione  allora  farà 

ridotta  a jermini  minimi  : così  la  frazione 
percliè  a divifibile  per  n il  numeratore  , ed  il  denomina- 
tore , fi  può  iridurre  alla  frazione  più  feraplice  j 

ma  inoltre  ofibrvo  , che  i termini  di  quefta  frazione 
fono  divilibili  per  b ; onde  ancor  quefta  fi  può  ridur- 
re alla  più  femplice  — — ; la  qual  efpreffione  farebbe 
Rara  da  me.  ritrovata  , fe  dal  'principio  aveffi  divi- 

fo’itermini'  deila  data  frazione  per  lo  maf-, 

Cmo  loro  divifore^  « , e non  per  « foltanto  . Non 
L ^offono  pero  fempre  a prima  occhiata  fcoprire  i maflì- 
mi  divriori  delle  quantità,  ancorché  realmente  vi  fiano , 
conviene  adunque  ricorrere  al  feguente  metodo.-  « 

^ + «4—  cx,■^r  a c'  ■ -S. 

•*'  + ax  yx  + ayx  Q, -L,  + ax 

^ y + a y, Jf  -H  tf  f’  P xy  + ay 

N.yx  a VX  +/  x gy\  . K. x y a y . ' - 


2>.  -f  yV— i-  jr  ‘-f-  a + ay\  , 

, ■ . Quod 

. : ; ■ : : * .1  I 


il  Ì.J  f ; .1 


) 


t ''  y* 


• 

lìi  i.:: 


1-  i 1 
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XIV.  Sia  dunque  da  cercarfl  il  comun  divifore  de* 
le  quantità  Ay  B ^ e iìeno  quelle  quantità  ordirete  lècon- 
do  una  lettera,  ver.gr.  x ; fi  divida  il  primo  termine  di 
, in  cui  è alzata  a poteflà  luperiore , per  lo  primo 
termine  di  B , in  cui  r è a potellà  inferiore  , ed  il  pro- 
dotto M del  quoto  x nel  divifore  B , fottratto  dalla  quan- 
tità A y di  refiduo  C ; e perche  in  C la  quantità  x è 
alzata  alla  medefima  maflima  poteflà  che  n*l  divilore 
B , fi  feguiti  a dividere  il  primo  termine  del  refiduo  C' 
per  lo  primo  termine  del  divifore  S , e fimilmente  fottrat- 
to  il  prodotto  N di  quello  ultimo  quoto  — y nel  divifo- 
re  B , fi  avrà  il  refiduo  D ; e comecché  nel  refiduo  D 
la  quantità  jr  è a minor  poteflà  che  nel  divifore  B , 
però  fi  inverta  1’  ordine  ; cioè  , fatto  il  divifore  B di- 
videndo , ed  il  refiduo  D divifore  , fi  feguiti  fecondo  il 
folito  la  divifione,  e fottratto  Q_  prodotto  fòlito  da  /f , 
fi  avrà  il  refiduo  P : quella  quantità  P,  avendo  x alla 
medefima  poteflà  di  D , fi  divida  per  D , e fottratto  il 
folito  prodotto  A"  da  P,  fi  avrà  finalmente  zero  ; on- 
de P ultimo  refiduo  è il  comune  divifore . Imperocché 
fe  divifo  P per  D il  refiduo  è zero , légno  è che  D pure 
è divifibile  efattamente  per  P ; perchè  chiamato  R il 
quoto  nato  dalla  divifione  di  P per  D , farà  P 
uguale  a D R , e dividendo  tanto  P , quanto  D R per 

R,  farà  uguale  a D , cioè  P X uguale  a D ; dun- 
que 7)  'fi'  può  rifolvere  In  due  fattori,  P , ; il  che  qui 

fignifica , che  D fia  efattamente  divifibile  per  P . Onde 


il  prodotto  di  D in  p , uguale  a Q^,  farà  ancor  e* 

gli  efattamente  divifibile  per  P ; perciò  + P , cioè 
Bf  farà  divifibile  per  P : fimilmente  farà  B moltiplica- 
to per  — _y  , cioè  N , pure  divifibile  per  P j ed  effeij- 

D do 
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do  ancora  D divifibile  per  P , farà  N + D y cioè  T,  di- 
vlfibile  per  F : finiilmente  B moltiplicato  in  jr  , cioè 
M , è divifibile  per  P ; onde  M + C y cioè  y4  , l’ara  an- 
cor egli  divifibile  per  P ; e però  P è il  comun  divi- 
Ibre  delle  due  quantità  A y t B , Sarà  poi  il  maflìmo  , 
perchè  un  maggiore  non  dividerebbe  perfettamente  l’ul- 
timo  refiduo  , cioè  il  P , come  richiede  la  natura  dei 
comuni  divifori . (5) 


Q.  aB^  — yf+ax^  — x^f 
C c a c fò  a x' — x^f  * 


P.  a ^ f+c  a — c f 


Quoti 


5 


D.  A x' ' — X*  j c'  a — c' f 


XV.  Si  cerchi  il  divifore  delle  due  quantità  Q.» 

ordinate  fecondo  la  lettera  b : li  divida  Q per  P » ® 
avremo  il  primo  relìduo  C : quello  refiduo  divifo  pure 
per  Py  fi  ritroverà  il  lècondo  refiduo  X),  il  quale  non 
e pili  divifibile  per  P ordinato  fecondo  la  lettera  b ; 
ma  non  per  quello  fi  dee  conchiudere  , che  le  pre- 
dette quantità  Qi  P,  non  abbiano  mallìrao  comun  di- 
vilòre  ; imperocché  fe  fi  ordineranno  per  la  lettera  a, 
o per  la  lettera  /,  fi  troverà  il  comun  divifore  a — / ; 
e la  ragione  è , che  per  ritrovare  il  maflìmo  comun  di- 
vifore di  due  quantità  , hi  fogna  che  effe  quantità  fie- 
no ordinate  per  una  lettera  del  medefimo  comune  di- 
vifore, come  fi  vede  nell’  efempio  addotto  ; e comecché 
non  fi  sà  che  lettera  contenga  il  comun  divifore  , pe- 
rò prima  di  decidere  del  maflìmo  comun  divifore  di 
due  quantità , bifogna  ordinarle  per  tutte  le  lettere  : le 
poi  fatta  tal  prova  non  fi  riufeirà  nell’  intento  , fegno 
e , che  tali  quantità  non  hanno  alcuno  comun  diyi- 
lòre . ' 

XVI.  Con  tutto  che  una  quantità  c non  poffa  di- 
viderli per  un’  altra  quantità  a + b efattamente  , e 

che 
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che  per  difcgnare  il  quoto  di  quella  dlyifione  fi  amo  ob- 

bligati  a feri  vere  ; però  fi  può  benilTimo  intor- 
no le  predette  quantità  efercitare  l’operazione  folita 
della  divifione.  Divifo.  dunque  c per  4,  avremo  per  quo- 


to fottratto  fecondo  il  folito  dalla  quantità  r il  prodot- 

* c [f 

to  di  quello  quoto  nel  divifore  4 ^ , uguale  a c -1 ■» 

avremo  per  refiduo  — : quello  refiduo  di  nuovo  fi  divi- 
da per  4,  e rifulterà  il  quoto  fi  moltiplichi  que- 
llo quoto  nel  divifore  4 ^ , e farà  il  prodotto 

— c b f 

. — quello  prodotto  fi  fottragga  fecondo 

il  fòlito  dalla  quantità  — c farà  il  nuovo  refiduo 
^ : quello  refiduo  aticora  fi  divida  per  4 , e 

avremo  il  quoto  e cosi  continuando  l’operazio- 
ne , la  divifione  anderà  all’  infinito  , ed  il  quoto  totale, 
uguale  al  valore  della  frazione  , — 7—7,  farà  una  ferie 

(K  "T”  0 

compolla  di  infiniti  termini,  cioè  farà 
c cb  cb'  c b'  . cb* 

4 r 4 + ~ «c* 

» 4 4 4*  4 


XVII.  Se  b fofle  uguale  ad  4 , allora  la  frazio- 
ne diventerà  — , e la  ferie  diventerà  ^4-  — 

24  a A a 

— &(c.  , il  cui  valore  , fommando  termini 

di  numero  pari , è uguale  a zero , fommando  poi  ter- 

D 2 mi- 


I 
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mini  di  numero  difparl,  è uguale  a — ; onde  il  valor 

A 

della  fomma  dei  termini  è Tempre  ugualmente  diftan- 
te  dal  valor  della  frazione , ora  per  eccefTo , ora  per 

difetto , perché  il  valor  della  frazione  — è maggiore 

c ^ ^ c 

del  zero  per  la  quantità  — , è minore  poi  di  — pu- 
re  della  quantità  — , e per  quello  motivo  la  ferie  in 

tal  cafo  fi  dice  pjralltU  . Se  é è maggiore  di  a , allo- 
ra i termini  della  l'erie  continuamente  crefcono , per- 
chè il  termine  fulfeguente  è Tempre  uguale  all’  ante- 
cedente moltiplicato  per  ~ , la  quale  quantità  in  que- 
lla fuppofizione  è maggiore  dell’unità;  dunque  la  fom- 
ma dei  termini,  tanto  pari , che  difpari , lémpre  fi  fco- 
Ita  dal  vero  valore  della  frazione  , la  prima  per  difet- 
to , la  feconda  per  ecceffo , e però  tal  ferie  è detta 
divergente . Se  finalmente  b è minore  di  a y allora  per 
una  ragion  contraria  alla  addotta  di  l'opra , i termini 
della  fèrie  continuamente  fi  diminuiranno  ; onde  la 
lòmma  dei  termini  della  ferie  fi  accollerà  Tempre  più 
al  vero  valore  della  frazione  , e però  fi  arriverà  a ta- 
le accoflamento , die  fi  potranno  fenza  fenfibile  erro- 
re difprezzare  tutti  i fulTeguenti  termini  dèlia  ferie  , e 
prendere  la  fomma  di  un  certo  determinato  numero 
di  termini  per  lo  valore  della  frazione  d’  onde  è nata 
tal  ferie  : per  quello  accoflamento , tal  ferie  viene  det- 
ta convergente . Bifogna  però  avvertire , che  la  pre- 
detta fomma , fe  farà  d’  un  numero  pari  di  termini  , 
farà  altresì  minore  del  vero  valore  della  frazione;  fe 
poi  farà  d’  un  numero  difjiari  di  termini , fupererà  il 
vero  valore  della  frazione . Si  avverta  in  oltre , che 

quan- 
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quanto  più  b è minore  d’  a,  tanto  più  fi  diminuifcono  i 
termini  della  ferie  , e per  confeguenza  tanto  più  pochi 
termini  vi  vorranno  per  ricavare  il  profRmo  valore  del- 
la frazione  . 

XVIII.  Se  b foffe  quantità  negativa,  tutti  i termi- 
ni della  fèrie  faranno  pofitivi  , come  è chiaro  dall’  o- 
perazione  , e la  lèmma  dei  termini  farà  fempre  mino- 
re del  valore  della  frazione . 

XlX.  Quantunque  la  frazione  da  noi  ridotta  in  fe- 
rie abbia  per  numeratore  la  quantità  femplice  c,  e par 
denominatore  il  binomio  a b-,  con  tutto  ciò  la  pre- 
detta operazione  lì  eflende  a qualunque  frazione  , per- 
chè qualunque  quantità  compolia  fi  può  confiderare  co- 
me femplice,  e cotne  un  binomio  : così  -^-4- — « de- 

^ ■ a b -{■ 

nominando  c -)rà — e uguale  ad  «,  ed  a-\-b-\-x  uguale  ad 


fr  tramuterà  in . — , intorno  la  quale  frazicme  fatta  la 

m-\-z  ^ 

folita  operazione  , e finalmente  in  vece  di  n , ed  m fo- 
ftituiti  i loro  valori  rifpettivi,  fi  avrà  una  fomma  equi- 
valente alia  propofta  frazione . (^<5) 


.IL'  JUCuw»— eaa^  jut  ua« 

CAPO  IIL 

Algoritmo  dei  radicali . 

^ /^Ofa  fieno  le  poteftà  delle  quantità,  è flato  efpo- 
V-i  fio  al  Gap.  I.  §.  8.  Prefentemente  fi  dee  notare 
con  riflellìone , che  la  quantità  da  cui  nafce  la  poteftà 
può  eflère  pofitiva  , o negativa  : fe  pofitiva  , tutte  le 
fue  poteftà  faranno  quantità  pofitive  , come  a’ , a’,  a-*, 
a-’  &c. , perchè  ad  ottenere  uli  poteftà,  fi  moltiplica 

fem- 
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Tempre  pofitivo  per  pofitivo  ; fe  poi  la  quantità  d’on- 
de nafce  la  potella  e negativa  , allora  bifogna  diftin- 
guere  le  poceftà  d’  indice  , o di  efponente  pari , da 
quelle  d’ indice  difpari  : la  poteftà  pari  di  quantità 
negativa  è quantità  pofitiva  , perchè  finalmente  fi  mol- 
tiplica negativo , per  negativo  ; la  potefta  difpari  è ne- 
gativa , perchè  1’  ultima  moltiplicazione  è di  pofitivo 
in  negativo  : così  la  poteftà  lèconda  di  — 4 è 4* , 
perchè  nafce  da — 4X  — la  poteftà  terza  è — 4’, 
perchè  nafce  da  4’  X — 4 , la  quarta  è a*  , per- 
chè nafce  da  — 4’  X — • Da  ciò  raccogliefi  , che  la 
poteftà  n pari  d’  una  quantità  4 ^ pofitiva  , pofta 

gualmente  nafeere  da  — 4 — b negativa , e che  però  l’ef- 

prefiioni  44-  by  —a  — b denotino  la  medefima quan- 
tità pofitiva  ; laonde  farà  impoflibile  ritrovar  quantità 
pofitiva  , o negativa  , dalla  cui  moltiplicazione  nafea 
una  potenza  pari , che  fia  quantità  negativa  : così  — • 4* 
non  denoterà  poteftà  di  alcuna  quantità  , ma  il  pro- 
dotto di  — 4 in  + 4 . Le  poteftà  poi  difpari  , fe  fa- 
ranno quantità  negative  , nafeeranno  dalla  moltiplica- 
zione di  quantità  negativa  ; fe  faranno  quantità  pofi- 
tive  , nafeeranno  dalla  moltiplicazione  di  quantità  po- 
fitive  . 

IL  L’efprefiìone  — 4"  è equivoca,  potendo  figni- 
ficare  — 4 alzata  alla  poteftà  n,  ovvero  la  poteflà  n 
d’  4 prefa  negativamente  , le  quali  cofe  fono  diverfif- 
fime  ; per  togliere  adunque  queft’  inconveniente  , quan- 
do fi  iaranno  alzate  quantità  negative  a qualche  po- 
teftà , avanti  la  quantità  negativa  fi  metta  una  lunula , 
ed  i fegni , che  appartengono  alla  poteftà,  fi  ponghino 
avanti  quella  : cosi , dovendo  fommare  la  poteftà  n 
di  — 4,  fi  feriva  -f  ^ — 4" , e fe  fi  dovrà  fottrarre,  fi  feri- 
va— ( — 4";  fimllmente  -1-  (<ì  — b fignifica  doveri! 

ag- 


Diqit!^~'d  by 
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aggiugnere  il  quadrato  di  a — b , — ( — b fignlfìca 
doverìi  fottrarre . 

III.  Nafcendo  le  poteftà  difpari  pofitive  da  quan- 
tità pofitive  , e le  negative  da  negative  , fuccede , che 

per  fottrarre  da  c’  la  poteftà  — a — ^ , la  quale  è ne- 
1 

gativa,  o a b , eh©  è pofitiva  , fi  pofla  Icrivere- 
— 1 

f’4-  A + b , o c'  — a — b ; imperocché  ficcome  fi  mu- 
ta da  pofitiva  in  negativa  , o da  negativa  in  pofitiva 
la  quantità  d’  onde  nafee  la  poteftà  difpari , così  da 
pofitivo  in  negativo,  o da  negativo  in  pofitivo  fi  mu- 
ta il  valore  della  poteftà  . Ma  di  quello  metodo  non 
ci  poflìamo  fervire  per  fottrarre  le  poteftà  di  numero 
pari , perchè  quantunque  fi  mutino  i fegni  alla  quan- 
tità d’  onde  nafee  la  poteftà  pari , la  poteftà  è fem- 

. I • .3 

pre  quantità  pofitiva  ; onde  c*  + a b ^ t c*  *—a — b 
denotano  la  medefima  quantità  ; per  poter  poi  opera- 
re fopra  il  valore  delle  poteftà  pari , fi  dee  ricorrere 
alla  lunula  come  nel  §.  precedente . ' 

IV.  Siccome  ogni  quantità  fi  può  alzare  a qua- 

lun^e  poteftà  col  moltiplicarla  lucceffivamente  per  fe 
ftefla  , come  abbiamo  indicato  nel  Capo  I.  §.  8.;  così 
ogni  quantità  potrà  eflere  qualunque  poteftà  , in  riguar- 
do però  a diverfe  quantità  : così  4*  farà  Ièlla  poteftà 
di  4 , lari  terza  poteftà  di  a* , farà  lèconda  poteftà  di 
4*  ; perchè  a moltiplicata  cinque  volte  per  fe  ftelTa  dà  a* , 
a*  moltiplicata  due  volte  per  fe  ftefla  dà  4*, e 4’  mol- 
tiplicata una  volta  per  fe  fteflTa  pure  dà  4*  : quella 

quantità  , in  riguardo  a cui  un’  altra  fi  chiama  po- 
teftà , viene  detta  ridice  di  lei,  la  quale  fi  dice  qm- 
drata  , o feconda , fe  la  poteftà  farà  quadrata,  o feconda, 
come  4*  in  riguardo  ad  4*  ; fi  chiama  cuba , d terza , 


Uà. 
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fe  la  poteftà  farà  cuba , o terza  , come  a riguardo  a*  j 
e generalmente  la  radice  fi  chiama  « , fe  n farà  1’  in- 
dice della  potedà . 

V.  cade  fubito  l'otto  T occhio , che  il  ritrovare  , 
o ettrarre  le  radici  date  dalle  quantità , fia  una  opera- 
zione totalmente  oppofta  all’  alzare  le  quantità  alle 
poteftà  ; e comecché  le  quantità  fi  alzano  alle  poteftà 
con  moltiplicare  gli  efponenti  delle  quantità  per  1’  ef- 
ponente  della  poteftà,  cap.  i.  §•  9.;  per  eftrarre  la  ra- 
dice data  da  una  quantità , ballerà  dividere  1’  efponente 
di  quella  per  1’  indice  della  radice  : così , per  alzare 
a alla  fella  poteftà  , facendoli  «'  *,  cioè  ; per  eftrar- 

re  da  4®  la  fella  radice , li  farà  4*  , uguale  ad  4 - per 

eftrarre  da  4®  la  terza  poteftà, li  farà  4*  , cioè  a , e 

per  eftrarre  la  feconda,  li  farà  4’  , cioè  4’  : fimilmente 

per  eftrarre  dalla  frazione  -rr  la  radice  feconda  , fi  fa 

uguale  ad  . 
br  ^ 

VI.  In  quanto  poi  ai  fegni  da  premetterli  alle  ra- 
dici , bifogna  olTervare  , che  polla  pofitiva  la  quantità 
da  cui  fi  vuole  eftrarre  la  radice , le  la  radice  farà 
d’  indice  difpari  , farà  pofitivo  ancora  il  valore  della 
radice  ; le  poi  la  radice  farà  d’  indice  pari  , il  va- 
lor della  radice  farà  doppio  , cioè,  farà  positivo  , e 
negativo , perchè  moltiplicando  coi  fegni  alfegnati  le 
radici  fecondo  il  numero  dell’indice,  si  reftituifce  di 
nuovo  la  poteftà  coi  propr]  fegni  : così  la  radice  fecon- 
da ^d’  a farà  doppia , cioè  -f  4 , e — 4 , perchè  tanto 
-f  4 , quanto  — 4 moltiplicata  in  fe  ftelfa  dà  a . 
Quindi  per  efprimere  amendue  le  radici  in  una  volta  ) 

li  ado- 
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fi  adopra  il  fegno  così  la  radice  feconda  di  aa 
farà  + a , col  che  s’indica,  che  doppia  è la  radice  , 
cioè  negativa , e pofitiva  . Pollo  poi , che  la  quantità, 
d’  onde  fi  vuole  eftrarre  la  radice  fia  negativa  , le  la 
radice  à T indice  dilpari , il  fuo  valore  farà  negativo  ; 
ma  fe  la  radice  è d’  indice  pari , allora  il  valor  della 
fteffa  non  potrà  elTere  pofitivo , nè  negati\'o , per- 
chè non  li  potrà  ritrovare  alcuna  quantità  poiitiva  , 
o negativa  , la  quale  moltiplicata  in  le  ftelTa  fecondo 
il  numero  dell’indice  pari , reftituilca  la  poteftà  di  va- 
lor negativo  , liccome  abbiamo  villo  di  fopra  ; onde 
la  radice  in  tal  cafo  li  dice  impoJJ'ibile  ^ o immaginaria: 
tal  farebbe  la  radice  quadrata  di  — a’  , la  quale  non 
può  edere  nè  — a,  nè  -|-  e perciò  dicefi  impolfi- 

Dile . 

VII.  Dalla  maniera  di  cavar  le  radici  delle  quan- 
tità con  la  divilione  degli  elponenti  delle  quantità 
ftelTe  per  l’indice  delle  radici , li  raccoglie,  che  la  ra- 
dice abbia  per  efponentQ  il  quoto  nato  dalla  predetta 

• I • 

< « 

divilione  ; così  la  radice  terza  ài  a b elfendo  j -f  ^ ” 

cioè  a + b , à per  efponente  il  2,  quoto  nato  dalla  di- 
vifipne  di  6 per  3.  SpelììlTìrae  volte  accade,' che  que- 
llo quoto  non  fia  quantità  intiera , come  avviene  fe 

> • ' 

cerchiamo  la  radice  feconda  di  <t  -f-  ^ , nel  qual  calo’ 
tal  radice  - non  li  può  efprimere , che  nella  maniera 

feguente  a--\- b ' ; quindi  fi  intende  cofa  fieno  le  pote- 
rà d’  efponente  fratto , che  fi  chiamano  ancora  imper- 
, ' ^ 
fette,  altro  dunque  effe  non  fono  che  radici:  così 

m 

è la  radice  terza  di  a%  e b-{-  c "è  la  radice  « di^  -j-  c , 
u • ' ■ E e 
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è la  radice 


di  — t 


y_ 
t +? 


f +9' 

Vili.  Vi  è un’  altra  maniera  di  efprimere  le  po- 
teftà  imperfette  coi  feguente  fegno  , detto  radi- 
cale , fotto  di  cui  fi  tiene  , per  così  dire , vincolata  la 
quantità  di  che  fi  vuol  la  radice , e fopra  cui  fi  fcri- 
ve  r indice  della  radice  : così  la  radice  quadrata  di 


3 ^ i « 

a -Ir  b ^ "denota  ancora  per  Va  4-  v farà  lo 

fteffo  di  tf‘  , V ò-{-c  equivalerà  a ^ equefte 

quantità  così  denotate  fi  chiamano  radicali  . Avverta- 
fi  che  al  fegno  radicale  lènza  indice  fi  intende  T in- 
dice 2 , onde  nel  primo  efempio  fi  poteva  quell’  indi- 
ce tralafclare  . Con  quello  legno  u denotano  ancora 
le  radici  immaginarie  y e imponibili  : così  la  radice  a 

immaginaria  di  — a'  li  denota  perv/  — 4’ , e la  radice 
n numero  pari  della  quantità  negativa  — 4"  fi  denota 

per  n7— a- . Se  fi  vogliano  efprimere  le  radici  imma- 
ginarie colli  efponenti  fratti , bilbgna  ufare  artificio  per 

Icanfare  gli  equivoci . Sia  da  ellrarsi  la  radice  qua^- 

» 

drata  da  —4*:  le  si  feriva  — 4*,  rimarrà  il  dubbio  fe 
tal  efprellione  difegni — 4,  ovvero  la  radice  quadrata  di 
— 4’  ; per  togliere  adunque  qualsisia  equivoco  , ci  fer- 


viamo di  due  lunule  nella  fluente  guifa  ( ( <«*  per 
dilègnare  la  radice  feconda  di  — 4’ , e generalmente 

+ C — ^4”  " per  difegnare  qualunque  radica  » pari  del- 
la quantità  negativa  — a”  . 

IX.  Se  una  quantità  lì  alzerà  a potellà  di  eipo- 

nen- 
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nenie  fratto  pofitivo,  in  cui  il  numeratore  fi  a uguale 
al  denominatore,'  effa  quantità,  rimarrà  la  medefima 


coà  X y\  o^x-f.  y%ojr+^''  làrà  uguale  a x + 3», 
perchè  ~ , ~7^fono  uguali  all’  unità,,  ficcome  ab- 
biamo vifto  nell’  algoritmo  dei  fratti  ; « 'comecché 
s • ’ ^ n / ' ‘ / 

+ y fi  può  tramutare  in.  v x -f  y , • così  una  quan- 
tità fi  potrà  convertire  in  radicale  dato  , -lènza  mutar 
valore’,  fe  detta  quantità , prima  alzata  alla  poteftà  de- 
notata dall’  indice  del  radicale  , fi  porrà  fotto  il  radi- 
cale del  dato  indice.'  Inoltre  fapendofi  ridurre  le  fra- 
zioni alr.miedelHnp  denominafore  lènza  mutar  valore  , 
{j.  potranno  ridurre  le  poteftà,  che  anno'  elponente  frat- 
to di  diverlb  denominatore,  a poteftà,  le  quali  abbia- 
no efponenti  fratti  del  medelimo  denominatore  : cosi 

— >.  ‘ ''  -1  - i 

4 •if  h*,  * H-  y fi  ridurranno  ad  i é*,  ’ed  x -h  > *;  ma 

^ . • - . . j I , I.  i 

...  . , 3/-^f  ■ , , V » , ' • 
l'h  p » •*.  + y equivàghono  a.  v>_a  i-  b ^ fi  y x + y ^ 


i» 


ed  4 -f  , X ^ y‘  equivagliono  a 


a:  -Y'b 


^ y ; allindi  fi  ricava,  la  jregola  di  ridurre  i ra 
dicali  di  dlverfo  indice  à radicali  d’  un  indice  mede- 
fimo  , cioè,  il  prodotto  degli  indici  farà  d’  indice  co- 
mune , e la  quantità  fotto  un  radicale  fi  alzerà  alia 
poteftà  ^indicata  dàll’  indice  dell’  altrò'  radicale'^  cosi 

x^,  e ^ y^  fi  ridurranno  al  medefimo  racficàle  facen- 
do i e . Se  le 'poteftà  di  efponente  frat- 

Invi 

ri- 


to  on  radicali  folTero  più  di  due,  allora  balta. pnnvi 
’ E a 
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ridurne  due,  e poi  gli  altri  fucceflìvaniente , liccome  fi 
è operato  nelle  frazioni  al  Capo  o.-.  $.  io. 

X.  Se  poi  r indice  di  un  radicale  divida  perfet- 
tamente r indice  deir  altro  radicale , come  farebbe  in 

V tf4-^’e\X«+y,  ne’ quali  l’indice  2 divide  per- 
fettamente r indice  6 , allora  per  Io  quoto  nato  da  tal 
divifione,  cioè  per  3 , fi  moltiplichi  l’indice  3 , e la 


quantità  a 6 fotto  il  radicale  dell*  indice  a fi  alzi 
alla  poteftà,  che  abbia  per,  efponente  il  quoto  3 , e fa- 

6 / » 

rà  fatta  la  riduzione , cioè  farà  v a ->[-  : la  ragio- 


ne è,  perchè  quei  radicali  equivagliono  ad’a  + , 


a + y*  j le  quali,  con  la, regola  già  data  nei  fratti  di 

p li. 

tal  condizione,  fi  riducono  ad  , a + y*  • 

XI.  Per  fora  mare  le  quantità  radicali  balla  fcri- 
verle  una  dietro  1’  altra  coi  propr]  legni  , e per  fot- 
trarle  fi  mutino  i fegni , che  precedono  il  fegno  ra- 
dicale, a quelle  che' fi  ^vogliono  fottrarfe,  ricordando- 
fi  fempre  di  ridurre  ad  un  termine  i termini  fimili . 
eccone  gli  efempi  • - . • . ' 


• ; Ptr  ix  Somma  " ' 

^ a b^-c  , ■ zVab  a b c 

2 V'  X b ^ a b c — 4 V-  ab  -}*  2 y a b c 


. 1 


c . 
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a -H  è*  +c* 

% * 

a + h* P 


Q .•  <1  4* 

Per  la  /attrazione 


c 

+ y 


4\/.f  — 5 \/  a e è 

c + 5 V a.c  b 


y/xy  ^ e — X -—y  1 %/ A i — 6 s/ a c h 


' * /■ 

-- 7(.*h-> 


» . 

+ 2 


— C -«f  +>' 


3 i 

T" 


3 


1 


( -«f  + / + -^3  , ' S 

♦**  3 4 * *"  j 

Xn.  Per  moltiplicare  le  poteltà  d’efponente  frat- 
to fi  farà  la  congiunzione  delle  lettere  fecondo  il  foli- 

1 1 i*'  ± ii 

to;  così  4*  in  ^'faxàa*  A’',  4~in4‘  farà  4*  4*,edjr"iny" 
i.  i . 

farà  x'  \ ma  comecché  dalla  dottrina  delle  proporzioni 

fi  sàjche  effendo  i ad  4,come  ^ ad  4 è ancor  i ad  4", come 
3"  ad  'ai/'t  dunque  a.  F prodotto  dei  mediL  farà  uguale  per 
laftelTa  dottrina  ad  d7"  prodotto  tiegli  eurenai,  e perciò 
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equivalerà  ad  j ^ a'  a’  equivalerà  ad  uguale  ad  «, 

I _t  X I 

ed  jf"  y"  equivalerà  a jr  j»'*';'' ma  x*  è Io  fteflb  che 

X ^ td  y"  che  \/ y,  edAry”  che  xy  \ quin- 
di fi  raccoglie , che  per  moltiplicare  i radicali  del  me- 
defimo  indice  , bafti  moltiplicare  le  quantità  efiftenti 
lotto  il  légno  radicale  . Se  i radicali  avTunno  coef- 
lìcienti  , o quantità  , che  li  fieno  congiunte  fuori 
del  légno  radicale  , Q moltiplicheranno  ancora  que- 

fte  fra  di  loro  : cosi  il  prodotto  di  a \/'  x in  ^ y , 

farà  A \/  ’x  y , ed  a \/  y in  b \/  x,  farà  ‘a  b \/  y Xy 

5 v/.ii  in,4\/^  farà  i o \/  a come  è chiaro  dalla 
moltiplicazione  .delle  poteilà  di  elponente  fratto  ^._Si 

avverta  però , che  il  prodotto  di  j+\X  b in  ^ » 

è ±s/Tb  , cioè  ~^by  perctò  i fegni  dei  radicali 
predetti  fono  doppi,  coine  tante  volte  fi  è detto;  il 
che  richiede  ’particolar  attenzione  quando  fi  tratta  di 
radicali.  Se  i radicali' no|i  anno  il  medefimo  indice,  fi 
riducano  a .tali  per  le  cofe  dette-  — «/  — 

XI li.  Efiendy  il  prodotto  di  v x in  v x ugua- 

le  a v/  x'  s/  x'  in  \/  X efléndb- 


■ì  I' 


il  rac- 


coglie , che  per  alzare  vXr  a una.  data  poteflà  /n,  bi- 
'lògjierà  alzare  alla  poteflà  fn  la  quantità  .*•  éfiftente  fot- 

to  il  fegno  radicale,  con  farev'  x"  ^ .la  quale' efpref&o- 

nt  * j ^ , 

ne  equivalendo  ad  .però  ad  alzare  x^  alla  -poteflà  m, 
' Sfoglierà  moltiplicare  T efponcnte  per  m . 

XIV.  Se  i radicali  avefièro  fuori  ^lel  fegno  quan. 

ti- 
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tkà  , ancora  auefte  fi  alzeranno  alla  potedà  /n,  come 
fi  raccoglie  dalla  moltiplicazione  di  tali  radicali  ; on-' 

de  X alzata  alla  poteftà  m,farà  ^ \/  Jf” , e ^er 
confeguenza  a x"  alzata  alla  potedà  m , farà  a"  x"  , 

m 

1 

il  che  fi  indica  ancora  in  quella  maniera  a x"  . 

XV.  Per  alzare  una  quantità  radicale  a una  pote- 
ftà , che  abbia  per  efponente  l’ indice  del  radicale , ba- 

fterà  togliere  il  vincolo  radicale  : così  \/  x alzato 
alla  poteftà  n , farà  x,  come  è chiaro  ; bilògna  però  a- 
ver  V occhio  ai  légni  podi  avanti  il  lé-gno  radicale  - 
quando  fi  toglie  tal  fegno  : per  sfuggire  ogni  errore  fi 
avverta  y che  il  radicale  , come  qualunque  altra  quan- 
tità , è moltiplicata  per  l’ unità  con  quel  fegno  , che 

è pollo  avanti  al  radicale , così  y/ « ^ è i Ys/a^by 

e — s/  ^ è — - I X <y  a + h \ onde  moltiplicare 

s/  a b in  — \/  A by  è lo  fteffo  che  moltiplicare  i X 

v/  (I  -f  i In  — 1 X s/TV  b y ì\  cui  prodouo  è — i X 

n + b y cioè  — « — i . 

XVI,  Dovendoli  colla  divifione  disfare  ciò  , che 
li  è compollo  Colla  moltiplicazione  , perciò  a dividere 
le  quantità  radicali  del  medeftmo  indice,  li  dividono 
le  quantità  efiftenti  fotto  il  fegno  , e le  quantità  efi- 

llenti  fuori  del  legno  fra  di  loro  : così  a b \/  x y di- 

vifo  per  — A \/  x,  dà  il  quoto  — b 

divifo  per  «*  \/  f g,  da  per  quoto  e divjfo- 

1 fs. 


Digitized  by  Google 


40 


libro  I. 


X \/  A per  y \/~b , fi  à per  quoto  —\/ ed  xy/  a 

^ / m X r* 

divlfo  per’  y s/  d , ne  darà  il  quoto — - e per  confe  - 

^ 2 L 

guenza  ancora  a b .x  y*  divifo  per  — a . x",farà — h.y". 

Se  le  quantità  radicali  non  aveflero  il  medefimo  indi- 
ce , fi  riducano  a tali , ovvero  fi  noti  la  divifione  a guifa 

— A b 

di  frazione  : così  Ay/  b divifo  per  xy/  b^  farà 

xy  I 


XVII.  Comeccbèv^ x”  b -\-  x’  t equivale  2.  y b c 
moltiplicata  \n\/  jr“ , cioè  moltiplicata  in  x , ovvero 

ad  b c \ {i  raccoglie  , che  fè  tutta  la  quantità 
efìftente  fotto  il  fegno  farà  moltiplicata  per  una  pote- 
flà  j che  abbia  per  efponente  T indice  della  radice  ^ fi 
poffa  dividere  tutto  il  prodotto  efiftente  fotto  il  legno 
radicale  per  detta  poteflà  , lafciare  il  quoto  fotto  il 
fegno  radicale  , e porre  fuori  del  fegno  la  radice  di 
detta  poteftà  , fenza  che  l’intera  quantità  radicale 
muti  valore  , come  fi  è vifto  nell’  addotto  efehìpio  ; 
e viceverfa , per  porre  una  quantità  esiliente  fuori  del 
legno  radicale  fotto  il  legno  radicale  , bifc^na  alzare 
la  quantità  fuori  del  fegno  alla  potedà  dell’  indice 
del  fegno  , e per  queda  potedà  moltiplicare  la  quan- 
tità fotto  il  fegno;  cosi  x\/ a + c equivale  a 

"J 

a X + ex  . 

XVIII.  Per  edrarre  la  radice  dai  radicali  vi  bifo- 
gna  il  contrario  di  ciò  , che  si  è fatto  per  alzare  i ra- 
dicali alle  potedà  I cioè  bifogna  edrarre  la  radice  dal- 
la 
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la  quantità  esiliente  fotte  il  fegno  radicale  ; onde  la 
radice  quadrata  di  \/  a*  farà  \/  a’  , e la  radice  m di 
y/  x”'  farà  y/"  X , e la  radice  ter?a  dì  \/  a farà^/  a ’ : 


in  vece  però  di  \/  ai  fi  fcrive.  ancora  Vv  **  > 
signitìca  appunto  radice  terza  di  radice  feconda  di  a , 
e quelli  si  chiamano  radicali  di  radicali , i quali  si  trat- 
tano come  gli  altri  radicali. 

XIX.  Se  le  quantità  radicali , dalle  quali  deesi  eftrar- 
re  la  radice , folfero  efprefle  cogli  efponenti  fratti  , si 
dovrà  dividere  1’  efponente  per  l’ indice  della  radice  : 

I 

cosi  la  radice  feconda  di  j -f-  ^ ‘ farà  a -f-  , e radice 


m 


di  X — y”  farà  X — j/*"  . Dalle  cofe  fin  qui  dette  fi 
vede  y che  per  moltiplicare  , dividere  , alzare  a pote- 
ftà  , ed  eftrarre  le  radici  da  poteftà  di  efponente  frat- 
to, si  debba  operare  nella  medesima  maniera  , che  fopra 
le  poteflà'^di  efponente  intero  ; il  che  ha  aggevolato 
moltiflìmo  il  calcolo  dei  radicali  . Di  quella  invenzio- 
ne siamo  obbligati  a Newton , e a Leibnitz . 

XX  La  moltiplicazione  delle  quantità  compolle 
radicali  si  fa  col  moltiplicare  cialcun  termine  di  un 
fattore  per  l’altro  fattore  , come  nelle  quantità  intere  : 
eccone  gli  elempj . 

Fat-  3 a è <2  s/~ 

tori  — o s/ 


a b 2 
a b 1 \/ 


a c 


d 


a c 


g a b 6 'a  y/  b c l 2 d a b 

+ 6 a \/  b c 4 a c — S d \/  a c 


Prodotto  — gab+^ac-ì-iQ-dy/ ab 
■ F 


i d \/  a c 

Far- 
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Fat-  3X'*^’+2X<*c’  — 4 ^ 

1 t 

tori  — 3Xa^’+2X‘«c’ 


— g y(,  a h — óaX  eh'  + * 'ì  d')^  a b' 
4"6<iX  e b * ^ ac  8 X 


a e 


Prodotto — 9 <1^  + 4 <ff+  1 2 d y,  a b‘  — 8 <7  X ^ e' 
XXI.  La  divisione  dei  radicali  compodi  si  fa  con 
le  delle  regole  , che  la  divisione  delie  altre  quantità 
compode  . 

Dividendo 

— g a b '-^  c i 2 d >/  a.  b — S d ^ a c 
g a b — 6 a b c 

Refi,  o — 6 4 >y  hc-\‘j^*e-^i2d\/  a b — 8 d \/  a c 
+ 6 a \/  b c — 4<ic 


Ref  II. 


O I 2 d \/  a b — 8 d y/  a e 
— ‘ i 2 d ab+  9 d \/ a c 


Divifore 

-3  %/  4 ^ + 2 


d c 


Quoto' 

+ 3\/  a b 

+ 2 \/  a e 
— 4 d I 


XXII.  Se  la  quantità  esidente  fotto  il  legno  radi- 
cale farà  negativa , e l’ efponente  della  radice  farà  nu- 
mero pari  , abbiamo  detto , che  il  valore  di  tale  ra- 
dice 
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dice  sia  impoflìbile  , ed  immaginarlo  , come  appunto  fa- 
rebbe s/  — 4*;  nientedimeno  tali  immaginarii  fi  fom- 
mano  , si  fottraggono  , si  moltiplicano  , e si  dividono 
dagli  Analifti  nella  flefla  maniera',  che  gli  altri  radi- 
cali : così  la  fomma  di  \/  — 4’ , e — 3 — -a*  farà 

— a \/ — j’,  e — \/  — jr’ -f  \/  — y farà  la  fomma 
di  — v/  — x’con\/  — y , e la  fomma  di  i -f-\/ — a’ 
con  b — >/  — 4'  h <3,  b •.  così  fottratto  \/  — a*  da 

— 3 v/  — 4* , il  rcfiduo  è — 4 \/  — 4’,  e fottratro 
b yj  — jr*^  da  c -h  — jr’,  il  refiduo  è c — b . 

XXIII.  Per  moltiplicare  s/  — b xxis/  — c fi  dee 
operare  come  ne^li  altri  radicali  ; si  avverta  però  che 
facilmente  si  può  sbagliare  nei  fegni  da  premettersi  al 
fegno  radicale  del  prodotto  ; per  togliere  dunque  ogni 
occasione  di  errare , i predetti  fattori  si  fciolgano  nel- 
la feguente  maniera  \/ — i X b in  \/ — iX  y/  , e 
poi  fatta  la  moltiplicazione  fecondo  il  folito  , trovere- 
mo per  prodotto  — 1 X v/77  , cioè — "s/ b c . St  non  fi 
avene  avuta  l' indicata  avvertenza , si  farebbe  ottenu- 
to Il  prodotto  \/  ^ f , • il‘  quale  si  potrebbe  agevolmente 
riguardare  'come  positivo  , mentre  in  realtà  è negativo  . 
La  ragione  di-  tutto  quello  è , che  ver.gr.,  in 

y/  — 4 dee  dare  — 4 , e non  -f  4 , perché  liccome  — j 

nafce  ponendo  il  fegno  radicale  alla  quantità  — 4 , co- 
■sì  — 4 si  reflituira  levando  il  predetto  fegno  radica- 
le : ciò -quando  le  quantità  fotto  il  légno  radicale  fo- 
no identiche  si  vede  manifellamente  ; onde  non  ef- 
lèndo  identiche  tali  quantità  , come  nella  molti - 

F 2 pli- 
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plicazlone  di  v/ — à in  \/~^b  ^ ft  ricorre  aU’.’efpofto  ar- 
tificio. L’ facile  vedere  non  eflervi  miftero  alcuno  che 
due  immaginari!  moltiplicati  insieme  diano  un  reale  , 
perche  nal’cendo  l’ immaginarlo  coll’  edrarre  la  radi- 
ce feconda  da  — i , per  cagion  d’  efempio  , è necefl'a- 
rio  , che  alzando  a potelià  lèconda  quetto  radicale  im- 
maginario, si  reftituiica  la  quantità  reale  — i , il 
ben  intefo  fvanifce  ogni  paradofTo  . Per  dividere  — bc 

per  — c j pure  fi  faccia  i X v/^>divifoper\/  — i 

. ^ ^ \/ — I 

X v/  f , e’I  quoto  farà  lY^y/  b ^ cioe\/^,  perchèjT^^^^è 

uguale  all’  unità  ; nè  dee  far  maraviglia , che  un’imma- 
ginario divifo  per  un  immaginario  diami  reale,  perchè  il 
rapporto  di  continenza  fra  due  immaginarli  può  eflere 
reale  (7),  E ciò  bafti'intorno  agli  immaginari!,  e i radicali: 
alcune  altre  operazioni  particolari , che  da  alcuni  si  fo- 
gliono  qui  aggiungere,  si  troveranno  con  più  profitto  dif- 
perlè  in  quelto Compendio,  dove  il  bilbgno  il  richiegga. 

XXIV.  Prima  di  dar  fine  a queftonoftro  compendio- 
fo  Algoritmo,  filmiamo  opportuno,  anzi  neceffario  d’infè- 
gnare  la  maniera  con  cui  si  eftraggono  foltanto  le  radi- 
ci quadrate,  e cube  dalle  quantità  compofte,  riferban- 
doci  in  altro  luogo  di  dare  un  metodo  generale  per  1’ 
eflrazione  di  qualunque  radice . Il  metodo  di  eflrarre  la 
radice  quadrata  dalle  quantità  compofte  si  deduce  dal 
metodo  di  alzarle  a quadrato  . Si  alzi  dunque  a qua- 
drato il  binomio  jr-f  a , ovvero — x — e farà  il  pro- 
dotto , cioè  il  quadrato,  in  ambedue  i cafi  or*  e j jr  -f- 
dal  che  si  ricava  , che  il  quadrato  di  un  binomio  è u- 
guale  ai  quadrati  dei  membri  delle  radici  , più  al  dop-' 
pio  prodotto  dei  predetti  membri  . Potendosi  inoltre 
qualunque  quantità  compoRa  h — ■ c d ?cc.  conside- 
rare come  binomio  , il  cui  primo  membro  fia  b — c 

hz. 
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5cc.  fino  alla  penultima  , e T altro  membro  fia  l’ ulti- 
ma ; quindi  fi  ricava  la  regola  univerlale  per  alzare  a 
quadrato  qualunque  polimonio  b — c + d &fc.,  cioè,  pri- 
ma fi  alzerà  a quadrato  il  binomio  b — c , che  farà 
b^  — '1  b c -f-  c’  , a cui  fi  aggiungerà  il  quadrato  del  dy 
cioè  d\  ed  a quefti  fi  aggiungerà  il  prodotto 
2 d , ed  in  tal  guifa  continuando , b*  — i b c c*  + 
n d b — <2,  d c + d^  &c.  farà  il  quadrato  del  dato  polino- 
mio (8).  Ciò  premeffb,  fia  da  eftrarfi  la  radice  quadrata 
dalla  quantità  a ^ a x + x"  \ fi  confideri  quella  co- 
me quadrato  di  qualche  binomio , e fi  eftragga  in  pri- 
mo luogo  la  radice  da  a , la  quale  è + •*  > che  fi  deve 
tenere  come  primo  termine  del  binomio  : fi  Ibttrag- 
ga  il  quadrato  a dalla  propofia  quantità  , ed  il  refiduo 
2 4 jr  -f  dee  uguagliare  il  quadrato  dell’  altro  ter- 
mine della  radice  più  il  prodotto  di  quello  in  2 4 , co- 
me fi  è detto  qui  Ibpra  per  trovare  tal  termine  fi  di- 
vida per  +24  quel  termine  del  refiduo  , che  fi  può  ; 
nel  prefente  cafo  il  quoziente  è + jt  , il  quadrato  di 
cui  x’  , col  prodotto  di  + 2 4 X + Jf,  lottratto  dal 
refiduo  2 4 x + jr’,  niente  lafciando  , è fegno  , che  il  bi- 
nomio 4 + jf  , ovvero-—* — jr  è la  radice  quadrata, 
della  quantità  propoila . :■ 

lÒiy.  Sia  1 da  cavarfi  la  radice  quadrata  dalla 
quantità  b^  — 2 ^ c +•  c’  + 2 — <2  d c + ii*  : fi  ordi- 

ni quella  quantità  fecondo  una  lettera  , ver.gr.  c , cioè 
fi  faccia  c’  — 2 b c + 2 d b b*  + d‘  : fi  cavi  la  ra- 
— 2 d c 

dice  quadrata  dal  primo  termine  r’,  la  quale  farà  + f 
e quello  farà  un  termine  della  radice  quadrata  totale  : 
per  + 2 c fi  divida  il  fecondo  termine  della  quantità  ordi- 
nata, e fi  avrà  per  quoto  b^d  j i quali  làranno  gli  al- 
tri termini  della  radice  ricercata  ; ed  in  fatti  il  qua- 
drato di  b -{■  d — • e , ovvero  di  — b — d + c è la  quan- 
tità propolla , XX VL 
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XXVI.  Se  poi  intorno  alla  quantità  data  , da  cui  il 
vuol  eftrarre  la  radice  quadrata  , non  rlufcinfe  bene 
tale  operazione  , come  làrebbe  iè  fi  voleffe  la  radice 
quadrata^  di  x'  -{■  a y ov\^ero  la  radice  quadrata  di 
x'  + zax  + y delle  quali  mentre  inveftighiamo  le  ra- 
dici , nafcono  continuamente  nuovi  termini  fenza  mai 
venire  al  refiduo  uguale  a zero  y allora  fegno  è , che 
da  tali  quantità  non  fi  può  eftrarre  attualme.ite  la  ra- 
dice quadrata  ; onde  per  denotare  la  radice  quadrata 
delle  quantità  x'  -f-  , e jr’  2 a x + b'  birog.ierà 

fervirfi  del  fegno  radicale , e fcrivere  + y/  x*  -f  a’ , e 

+ x’  -h  a a X + b\  Si  avverta,  che  il  fegno  radicale 
quadrato  ha  fempre  due  valori,  cioè  pofitivo,  e negativo  . 

XXVII.  Similmente  prima  di  eftrarre  la  radice  cu- 
ba dalle  quantità  compofte  bifogna  notare  , che  il  cu- 
bo del  binomio  x s è ih  3 x'  <*  + 3 jr  4’  -f  <*’ , cioè, 
è uguale  ai  cubi,x’  + a'  dei  termini  della  radice,  più 
al  triplo  del  quadrato  jf*  moltiplicato  in  a , più  al  tri- 
plo del  quadrato  a'  moltiplicato  in  x . Qualfivoglia 
polinomio  X + a + b &c.  fwtendofi  confiderare  co- 
me un  binomio  , fi  ricava  facilmente  la  regola  genera- 
le di  alzare  qualuntjue  polinomio  a cubo , come  appun- 
to fi  è ricavata  di  Ibpra'  la  regola  generale  di  alzare 
qualunque  polinomio  a quadrato  ; onde  il  cubo  di 
X -f-  2 A + b &c.  fata  x’  -f  6 jr’  4 -h  la  4’  x -h  8 4’ 
•i-  X 2 a X3  b + 3^’Xx-f24  + ^’.  (9) 

XXVIII.  AbbiaC  dunque  da  eftrarre  la  radice  cu- 
ba dalla  quantità  x’  -f  3 x’  4 -f-  3 4’ x -h  4’ , la  quale 
£a  ordinata  per  una  lettera,  Ver.gr.  x:  fi  cavi  la  radice 
cuba  dal  primo  termine  x’ , la  quale  é x , e qiiefta  fa- 
rà un  membro  della  radice  cuba  totale  ; per  trovare  gli 
altri  membri  fi  divida  per  lo  triplo  del  quadrato  xx , cioè 

. - • . .per 
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per  3 jr*  il  fecondo  termine  della  quantità  ordinata  per 
jf , ed  il  quoto  a farà  1’  altro  termine  della  radice  cu- 
ba totale  ; ed  in  fatti  il  cubo  di  x + è la  quantità 
propoda . 

XXIX.  Sia  da  edrarfì  la  radice  cuba  dalla  quan- 
tità x'  -t  6 a x‘  -t  12  a*  X 4-  S a’  4-  12  a’  i 4~  6 ò' a 4-  y 

■+-3  ix’-4-i2aAx 
-i-  3 X 

la  quale' fia  ordinata  per  la  lettera  x : fi  cavi  la  radi- 
ce cuba  dal  primo  termine  x’  , la  quale  è x : quella 
farà  il  primo  membro  della  radice  cuba  totale  ; per 
trovare  gli  altri  termini  della  radice  cuba  fi  prenda  il 
triplo  del  quadrato  di  x y cioè  3 x’ , e per  quello  li  di- 
vida il  fecondo  termine  della  quantità  in  cui  è x’,  ed  il 
quoto  2 a 4-  unito  alla  radice  ritrovata  x,farà  la  radice  cu- 
ba totale  di  tutta  la  propolla  quantità  ; ed  in  fatti  2 a 4- 
é 4-  * alzato'  a cubo  rellituilce  la  quantità  propella. 

XXX  Quando  intorno  alla  quantità  propofta  non 
li  pofefle  fare  tale  operazione  , come  farebbe  fe  fi  volef- 
fe  la  radice  cuba  di  x'  -t-  , ovvero  la  radice  cuba 

di  X*  -b  3 X*  4 •+•  3 4*  X 4-  , fegno  è , che  da  dette 

quantità  non  fi  può  eftrarre  la  radice  cuba  ; onde  per 

. ^ ^ . y 

denotare  la  radice  cuba  di  x’  -b  4 ’ fi. farà  v x*-b4*, 
e per  denotare  la  radice  cuba  di  x’  -b  3 Jr’  « + 3 

+ A’  fi  farà  x’  -b  3 x’  4 -b  3 4’  x -b  . 

XXXI.  Quantimque  dalla  quantità  x*  + 4*  non 
polTa  ellrarfi  la  radice  quadrata  perfetta  , però  fi  può 
avere  una  radice  quadrata  tale  , la  quale  ditferifea  dal 
vero  valore  per  una  differenza  minore'  di  qualunque 
data  ; il  che  fi  otterrà  , fe  continuando  V operazio- 
ne deir  effrazione  della' radice  quadrata,  venga  quella 
radice  quadrata  efprelfa  da  una  ferie  di  infiniti  termi- 
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ni,  la  quale  fia  convergente;  perchè  in  tal  cafo,  quan- 
tunque non  fi  poffa  avere  la  Ibmma  di  tutta  la  ferie 
infinita  , però  li  può  lòmmare  un  numero  di  termini 
tale  , che  in  riguardo  alla  Ibmma  di  quelli  termini,  Ita 
difprezzabile  la  fomma  degli  altri  termini  fino  ali’in- 
. finito  . 

XXXII.  Acciocché  quello  più  bene  fi  comprenda,  fia 
jr’  + , da  cui  debba  ellrarfi  la  radice  feconda  . Fin- 

go che  quella  fia  un  binomio  , ed  ellraggo  dal  primo 
termine  x'  la  radice  + x , che  confiderò  come  pri- 
mo termine  del  binomio  ricercato  Ibt traggo  il  Tuo 

quadrato  da  x'  + , e dipoi  per  ti  ar  divido  il  refiduo. 


cd  il  quoto  farà  1’  altro  termine  del  binomio  , e 


della  ferie  : fottratto  dal  refiduo  a’  il  prodotto  di  que- 
llo quoto  in  a ji-  , e il  fuo  quadrato  , farà  il  refi- 


duo 


* , qual  refiduo  fa  , che  il  binomio  x ^ 


4 X'  ' ' ' a X 

non  fia  la  perfetta  radice  della  nollra  quantità , Tingia- 

mo  ora  , che  + jf  , il  quadrato  di  cui  è flato  già 

fottratto  dalla  quantità  propofla  , fia  il  primo  termine  del- 
la radice , e continuando  T operazione  fi  cerchi  il  fecon- 

do  . Divido  adunque  il  refiduo per  2 jr , ed  il  quo- 

— a*  - 4 Jf 

to 


farà  il  terzo  termine  della  ferie  : fottraggo 

il  luo  prodotto  nel  doppio  del  ptimo  termine  del  bi- 

, . 4*  • ‘I 

nomio , cioè  in  <2  x -\ , ed  afileme  il  fuo  quadrato,  ed 


ottengo  il  refiduo  terzo  7 — - 


lu  grazia  di  que- 


b X*  6 4 Af*  ' 

Ilo  refiduo  confiderò  ora  come  primo  termine  del  bi- 

no- 
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nomlo  i tre  termini  della  ferie  x + ■ — , e di 

2 Jf  8 Jir  ’ 

nuovo  divido  il  primo  termine  del  reliduo  per  2 , e l 

il  quoto  quarto  termine  della  ferie,  moltiplica- 

to nel  doppio  del  primo  termine  del  Hnto  binomio , 
o fia  dei  tre  antecedenti  termini  della  lerie  , col  fuo 
quadrato  , fe  levifi  dal  refiduo  fi  otterrà,  un  nuovo  re- 
liduo  , il  primo  termine  di  cui  divifo  per  2 x,  darà  il 
quinto  termine  della  ferie;  e così  operando  lènza  li- 
mite fi  determineranno  fempre  nuovi  termini  della  lè- 
4’  a*  4* 

rie  X ^ — r — r H Acciocché  quella  ferie 

2JC  bx  1 ox  * 

fia  convergente , il  termine  x*  dee  elTere  maggiore  di 
4’  , e quanto  maggiore  farà  T eccelfo , tanto  la  ferie 
làrà  convergente  . Sapendo  ridurre  in  ferie  la  radice 
quadrata  d’  un  binomio  , fi  .sa  ancora  ridurre  in  fèrie 
la  radice  quadrata  di  qualunque  polinomio  , '^potendofi 
quello,  ficcome  altre  volte  abbiamo  detto,  confitlerare  co- 
me un  binomio . 

XXXIII.  Nella  ftelTa  guilà , benché  non  fi  polla  ' 
ellrarre  perfettamente  la  radice  cubica  da  x*  -}-  a\  , li 
può  ciò  non  ollante  ottenerla  prolTìmamente  , me- 
■ diante  una  ferie  convergente  , • che  nafee  continuando 
r operazione  dell’  ellrazione  della  radice  terza  Si  e- 
llragga  la' radice  cubica  del  primo  termine  , cioè  x j e 
fottratto  il  fuo  cubo  , fi  divida  il  refiduo  4*  per  3 x\ 
cioè  per  lo  triplo  del  quadrato  del  primo  termine  del- 
la ferie  ; il  quoto-;^farà  il  fecondo  termine  ; il  prò- 
_ 3 

dotto  fuo  in  3 X* , adlemc  col  triplo  fuo  quadrato 
moltiplicato  in  x , e col  fuo  cubo  fi  fottragga  dal  re- 
fiduo  4*;  fatta  la  fottrazione  fi  ottiene  il  fecondo  re-' 

G lìduo 
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fidilo 


•» 


Ora  fi  dee  Ungere  , che  la  quanti-: 


tà  X -f  • — fia  il  primo  termine  del  binomio  della  radi- 

ce  , il  cubo  di  cui  è flato  già  fottratto  dalla  quantità 
x'  + a'  ; fi  tiri  adunque  avanti  1’  operazione  , e per. 
3 jc’  fi  divida  il  primo  termine  del  refiduo  , ed  il  quo- 

to r-  farà  il  terzo  ternìlne  della  ferie  : fi  molti- 

gx' 

plichi  quello  per  lo  triplo  del  quadrato  del  primo  ter- 
mine del  fìnto  binomio  , cioè  per  3 . ^ ir  H -p- 

-1 . 

poi  fi  moltiplichi  il  triplo  del  fuo  quadrato  per  x -f 


fi  prenda  il  fuo  cubo  , ed  il  tutto  fottrauo  dal  fecon-» 
do  refiduo  , fi  .otterrà  il  refiduo  terzo  , il;primo  ter- 
mine di  Cui,  divifo  fimilmente  per  3 x\  darà  il  quarto 
termine  della  fèrie  : e cosà  continuanao  !’•  operazione* 

indèfinitamente,  nafcerà  la  ferie  infinita  x -( j 

. , . 3^  9*’- 

&c. , la  quale  acciocché  fla  convergente  ,'dee.eflère  x* 

maggiore  di  a’  ; e comecché  i polinomi  fi  riducono  a 
binomi  , collo  fteffo  metodo  fi. otterranno  le  radici  cu- 
be di  quelli  (10).  A fuo  luogo  fi  darà  un  metodo  genera-, 
le  per  eftrarre*  qualunque. radice  da  qualunque  quanti- 
tà , con  cui  fi  .otterranno  ancora  con  maggior,  facilità 
le  radici  quadrate,  e cube.. 


CA- 
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Rìfoluzìone  d€ll'  Equazioni  del  priiho  grado  . 

1.  TT' Quazione  non  è,  che  il  rapporto  d’uguaglianza 
ira  due  quantità  diverlàmente  denominate  , che 
«Modica  col  legno  detto  di  ugualità  , che  tra  quelle 
)>ondi-,  come  a x + è x ~ cc  ^ che  denota  la  quantità 
^ X + é 'X  uguale  alla  quantità  c e ; la  quantità  avanti 
■il  fogno  ) come  a x ò x , chiamafl  primo  membro  dell' 
equdzionè quella  dopo , come  c c , chiamafi /<rco«:^o  mem- 
iro  , ovvero  omogeneo  di  comparizione  . Le  lettere  pri- 
•■nie  dell’  alf abete. i'ogliono  ordinariamente  denotare  le 
quantità  cognite  , le  ptofterrori  le  incognite  : cosi  a x 
■i-  bx  z=z  ce  fignifica  , che  il  quadrato  cognito  ce  è 
uguale  al  prodotto  della  quantità  cognita  « + ^ in  una 
incognita,  che  fi  chiama 

. IL  Se  la  quantità  ak  + bx  non  fofle  uguale  a c c , 
ma  maggiore , fi  indicherebbe  così qa  x + b x’>  c c , le 
TOÌnoie,xosi ,•  tf  x + i re  . La  lègufenre  efprelfio- 
ue  a : i : : jr  : _y  fignifìca  , che  la  ragione  di  4 a ^ , é 
uguale  alla  ragione  di  jt  ad  . Le  ragioni  poi  di  a 
a^,edijradyfi  indicano  con  la  interpòfizióne  di 
due  punti  ^ come  fi  indica  là  divifione  , perchè , come 
fi  è vifto  nell', Algoritmo  dei  fratti  , la  .agione  di  « a 
d',  e ^i  X ad.  y non  differifee  da  a divifo  per  , e da 
X divifo  per  y . Se  la  ragione  di  4 a ^ forte  maggio- 
re della  ragione  di  r ad  y ,fi  fcriverebbe  à:  b'^  x : 
e'  fe  minore , ai  b <x  :y  ^ Se  tre  quantità  à , jr , y fo- 
no . in  propùriione  continua,  fi  efprimdrto  cosi,  a : : x v:  y, 
« da  alcimi  4.-x:y, che  fignifìca  , 'che  d ftà  ad  jr , 
come  X ad  y . Nella  ftelfa  maniera,  che  fi  elprlìne  la 
proporzionalità  Geometrica  , fi  efpriind  ancora  1’  Arit- 

G 2 me- 
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metica  , e 1’  Armonica  , ma  fi  awifa  che  di  quefte 
trattafi . 

III.  Dalla  dottrina  delle  proporzioni  Geometri- 

ca , Aritmetica  , ed  Armonica  fi  ricava  , che  quan- 
do fi  abbiano  tali  proporzionalità  , fi  abbiano  ancora 
equazioni  ; perchè  nella  proporzionalità  geometrica  il 
prodotto  degli  eftremi  è uguale  al  prodotto  dei  ter- 
mini intermedi!  , ;o  al  quadrato  del  termine  interme- 
dio le  la  proporzionalità  è continua:  cosi,  ft  .a  : 6 : t 
jr:  y f farà  j y ~ ^ x , e fe  a : : x : : y j farà  a y x* . 
Kella  proporzionalità  Aritmetica  la  Ibmma  -degli  eftre- 
mi è uguale  alla  lomma  dei  termini  intermedi!  , o al 
doppio  del  termine  intermedio  fe  la  proporzionalità 
è continua  : così , fe  faranno  aritmeticamente  a : è ::  x.: 
y , làrà  a y x y e ik  iàrà.  a : : x : : y y farà 

4 + y ~ 1 X . proporzione  armonica  riducefi  al- 
la geometrica;  imperciocché  allora  tre -quantità  diconfi 
in  proporzione  armonica,  quando  la  prima  all’ ultima, 
fia  come  la  differenza  tra  la  prima,  e.  la  feconda  , al- 
la differenza  tra  la  feconda  , e la.terZa:  così,  fe  fia 
armonicamente  : x : : yy  làrà  geometricamente  a :y  t'. 
a — X : X — y y o fia  a : y x — a : y — x,  e perciò 
li  avrà  a y — a x ~ y x — y a.  ' ' . . 

IV.  h’  equazioni , che  hanno  una  fola  incognita  fi 
chiamano  equazioni  deptrmirute  tale  iarebbe  a x b x 
~ c c \ r equazioni-  , che  contengono-  più  incognite  fi 
chiamano  indeterminate  , come  2 x y r\r  y e —Z  4 ^ f -f-  a* . 

V.  L’ equazione  determinata  fi  dice  del  primo  gra- 
do y Jemplice  y e lineare  quando  l’ incognita  non  palfa 
la  prima  dimenfioue  , come  farebbe'  x c cm  «1 , a‘  x 
+ ò'  zp  f’i  il  dice  del  fecondo  .gradtr.y  quadrata  y c'  piar 
ha  quando  1’  incognita  alcendaia  due  dlmenfioni  , cor 
me  XX  -r  b X ~ c c ; fi  dice  del.  teihò  'grado  , cuba  , e 
Jolid a quando  1’  incognita  afcende  ,a  tre  dimcnfioni , 

co- 
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come  r’  + x’  ;)  + jr  /)’  =:r  c ’ ; e generalmeiKe  fi  chia- 
ma del  grado  n,  le  il  maflirao  elponente  dell’ incogni- 
ta fia  n . 

VI.  Il  fine  primario  per  cui  all’  equazioni  fi  fa 
ricorfo  è per  ritrovare  il  valore  della  incognita  ; poi- 
ché operando  intorno  ai  membri  della  equazione  , or 
quefti  trasformando,  or  trafportando,  ed  in  altra  guilà 
alterando,  si  fattamente  però  , che  1’ egualità  tra  quel- 
li non  turbifi  , fe  potrafn  ' fare  thè  '■'da  una  parte  del 
fegno  di  uguaglianza  vi  refti  la' fola  incognita , e' dall’ 
altra  un  membro,  che  fòle  cognite ' contengà  ; avremo 
ritrovato  il  valore  della  ' incognita il  che  fi  dice  aver 
/dolio  l\  equa;:iwie\  il  - Valore  poi  dèlia  incognita  così 
ritrovato,  fi. chiama  radice  dell'  equazione' y che  farà  fe- 
condo le  circoftanze i iCf  pofirivo,  or  negativo,  ed  or 
immaginario . Non  è però  sì  facil  colà  f^ere  che  ope- 
razioni a tal  fine  debbanfi  fare,  è la  difficoltà,  come 
vedremo  , crefce  a difmifura-  quando- 1- 'equazione  a 
^rado  maggioré  fi  innalza  ‘r  é ciò  thè  è peggio',' pochi 
fono  i cau,  in  cui  la ifi  fappiaifuperare . ' • ■ / • 

( , V;!!.  Qualunque  operazione  poi  T' equazione  non 

turba  fe  ciò  che  fi  fa  al  primo  membro , all’altro  an- 
wr  fi , faccia  : così  avverrà  f«  ad  ambo  i-  membri  dell’ 
eqwaadone  «ix  +.  c x ~ i Ir-  fi  “aggiunga  ,'"0 ’fpttraggà  la 
'qa^nptài//,iCÌoc,fefi  faccia/ /+  a x H- + //> 
ovvero  ax' -fi'cx.— .//:rr  ò r//:  fe  aìfibo  i*  membri 
•tf  X -f  C(  X , e k ò ù moltiplicheranno  , o 'divideranno 
per  la  medefima  quantità  /,  cioè,  fè  fi  'farà  f a x *f*  / cbr 

z=zfb.  ovvero  -- — 

^ . . y>  : ) 1 t.;'  » \f 

cora  fi  alzifio  alla' 

fii^  fi  eftragga  qualunque  radice  « , ckiè  , .fe  ifi  faccia 

é X -i-c  X = ovvero  «x+c;r==:^:  1’  equazione 

non 


ex  b tri  ' t - , - i 

?-:  fe  ambo  i. membri  an- 

médèfima  poteflà'  yi  ' ó fé'  da  que- 
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non  fi  altera  pure  nel  cafo,  che  .fi  foftitullca  in  vece 
.d’  una  quantità  un, altra  che.leifia  uguale  ; così  , fe 

n'  X 

■fia  ,a  jf  + f jf  — ^ ^ , e ctr  cn , .foftituito  nella  pri- 

. ( ìl^X 

ma  equazione  in  vece  di  c x il  fuo  uguale , refterà 

rt*‘X  * ^ 

a X + — r,-  ^ ^ , e fe  tfia  x t\-  ò j ’C  i zzi  c d ^ 

■ ■ ■ ì . . ' ^ • 

[foftituito  nella  prima  equazione  in  vece 'di  h la  quan- 
-tità  c + farà  x zzz  a e quella  è una  ope^a^- 

zione  di  cui  gli  Analilli  fanno  uio  continuo  . 

Vili.  Sì  fatte,  operazioni  generaliaente  parlando 
ci  conducono  a fciogliere  f equazdotu  . Jjs.  didìcoltà 
jnalftnv^  copfifte  nello. foiegliere  opportunamente  l’ ope- 
razione rx-naceiraria  , cioè  ia  quantità  da  aggiurrgetifì  , 
o 4a  fottrarfi , la  foftituzione  da  farfi  Scc.  per  Tinten' 
to,.  (^uel  che  gli  Analifti  intorao  a ciò  integnano , an- 
•derò  con  gradazione  divifando,  . 

, 1^  Cominciamo  dalle  equazioni  del  primo  grado, 
valeva  dire  da  quelle,  in  cui  r'.iacognita  non  oltrepaf- 
4à.  la  .prima  d^ieplìóne.  Per  ritrovare  il  valore  dell* 
incognita  nelle  equaziooi  di  piinao  grado  bifogna'  fare 
da  im^iera  , che.  tutti  li  terniim^  che  contraigemo  1*  ‘in- 
fPognita  reftmo  da  una  parte . del  iègno  id^' uguaglianza', 
,e  gli  alt;ri  dall’  altra';  il  che  faciiraente  ft  otrknef'tra- 
dportandp  quei  termini  y hilogna  ,*  daH*''  altra  par- 
te d4  légno  di  ugualità , onttandoli  i legni  rifpettivi 
j>er  quella  non  turbare,  come  non  è malagevole  a com- 
prendere . Fatto  ciò  , le  l’ jncoguim  farà  ropltiplicaia 
per  qualche  ^nantità,- li  divida  per  quefta  1’  equazione  , 
v^Ie  a dire  anijxj  i luci  mcastÌB-i^ife  poi -4? ‘ incognita  è 
/divifa  pqr  qualche  quandtà,  per  quella  l’^ ■equazione  li 
moltiplichi , che  coti  reiteri  indubitatamente  1’  inco- 
gnita lòia  una  . del  ftgoo  d^  ugualità,  e dall’ 

altra 
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altra  remeranno  tutti  i termini  di  quantità  note;  otide 
refterà  nota  ancora  1’  incognita  : veniamo  agli  efempi  . 

X.  Sia; da  fcioglierfi  l’equazione  x — -J  + crzia. 
Per  avere  il  valore  della  incognita  bifogoa  togliere  dal' 
primo,  membro 'la  quantità — h +c;  ciò  che  l'acilmeiv 
te  fi  ottiene^  fe.  fi  fbttrarrà ‘ dallo*  fteflb  membro  la 
quantità  — h + c \ ma  queftù  quantità  non  fi  può  fot- 
trarre  dal  primo  membro,  le  non  li  fottfagga  ancora  dal 
fecondo  , altrimenti  farebbe*  tolta  l'eguaglianza  ; dini- 
aue  per  fare  reftare  l’ incognita  x da  una  parte  della  no- 
itra  equazione  fenza  alterare  l’egualità,  converrà  fot-trarre 
dall’  uno  , e dall’' altro  membro  la  quantità — ^ + r,  cioè 

fare_x ^^4- r ^ ZZ:'-a  +•  b-^c'y  cioè',  b — <r, 

vale  a dire,  converrà  tralportare  la  quantità — b + e 
nell’ altro,  membro  focto '-iègno  contrario: 

XI.  Sia  l’equazione  lèmplice  + bc~mxr^n  a: 
fc.trafpord  laì^antità.*rajr  nel  primo  membro,, e la 
bc  nei  fecondo  fotto  fegno. contrario  , cioè,  fi  faccia 


a'x  • — ;n  jr,  o fia  a — m Xjr  = n4' — b c ^ e così'  faran- 
no tutti  i termini,  che  contengono  la  x da  una  par- 
te, e gji  altri- dall’  altra:  fi  dividano  inoltre ‘ambo  i 

membri  dell’equazione  a — m X x~n  a — b c per  la-quah- 
tità  « — m , che  moltiplica  1’  incognita  x , e farà 


4 — m.x  na — -bcf 


m 


m 


y Cioè, 


farà  x = 


jia—Bc' 
4 — m 


Sia-da^ 


X d a 

fcioglierfi  l’equazione  femplice-r — :fifaccia^ 

Ir  in  c 

~ — — h trafportando  iLtermine  poi  fi  ’ mol-' 

tiplichino  ambo  ì membri  di  queftà  equazione  per  la 
quantità  b , che  divide  l’ incognita  x , e farà  ~ , cioè  x 
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XII . Sia  eia  fcioglierfi  1’  equazione  femplice 


c 


d y , m n , . • r • 

■ ^ — -r  H , m CUI  y e 1 incognita 

/ g 


Si  traf- 
J 


portino  i termini  lecondo  -il  folito,  facendo ^ o 

r-  /•  J s ^ , Wl  n , , • r !•_ 'j ; 


fia  (4---)Xy  rr 


, , , , -jf-  ^ : poi  fi  dividano  i mem- 

i J ' p r 

\ <l  d , 

bri  di  q^uefta  equazione  per  la  quantità  j-  j-  che 

moltiplica  r incognita  y,  e farà  y =:  (— 

^ ‘ a m c 

XIII.  Sia  da  fcioglierfi  r equazione 


n 


fi  moltiplichi  tutta  T equazione  per  ar,  e farà  a. 


T' 
m X 


n 


re:  ™ : fi  trafporti — ■ ^ dall’  altra  parte  y e farà  a — 

• I 

, cioè  a~~ — h— . x:  divifa  finalmente  l’e- 
b n ^ b n 

• i*  ffi  f*  \ c wi  • < 

quazione  per -7-  H , lara  ar  “ <i  4*- — y cioè 

bna.  ^ " 

ar  ce:: —7 — CiO*- 

XIV.  Quefta  è la  maniera  con  cui  fi  opera  per 
ritrovare  il  valore  dell’  incognita  in  una  equazione  fem- 
plice , in  cui  non  vi  è che  una  incognita  y chiamata 
per  ciò  Solitària  ; ma  fe  1’  equazione  conteneffe  più  d’ 
una  incognita  , allora  purché  fi  abbiano  tante  equazio- 
ni , quante  Ibno  l’ incognite  , col  feguente  metodo  fi 
potranno  ridurre  ad  una  equazione  , che  contenga  una 
fola  incognita  . 

XV. 
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XV.  Il  metodo  confifte  in  fìgurarfi  tutte  le  inco- 
gnite delle  equazioni  propolte  come  cognite , eccettua- 
tane una , di  cui  per  le  regole  date  fi  trova  il  valo- 
re , che  farà  dato  per  le  cognite , e 1’  altre  incogni- 
te : quello  valore  ritrovato  fi  foftituifca  in  luogo  del- 
la fua  incognita  nell’  altre  equazioni , e farà  diminui- 
to dell’  unità  il  numero  delle  incognite  , e delle  equa- 
zioni; e cod  ripetuta  1’  operazione  fino  che  farà  bi- 
Ibgno , fi  verrà  finalmente  ad  una  incognita , e ad  una 
equazione . 

XVI.  Siano  due  equazioni  a x -f  b yz=.  a , 
— ~b  — ^ : dico  , che  facilmente  li  potranno  de- 
terminare i valori  delle  incognite  jr , ed  y.  Nella  pri- 
ma equazione  fi  tratti  y come  cognita , e fi  trovi  il 

Valore  di  x per  le  regole  date  , cioè  x ziz  — 

A 

poi  fi  foflituifca  nella  feconda  equazione  in  vece  di  x 
il  fuo  valore  ritrovato  , cioè  — , e farà-^=r  b 


zd.t=±y=i 


—fA^-hfby 


A A 


, equazione  in  cui  vi 


è la  fola  incognita y alla  prima  diraenfione,  della  quale  fi 
fa  per  le  regole  date  determinare  il  valore  , che  è 

y — 7/—  « e così  farà  nota  T y : quello  valo- 

tf’ — fbc  J 

re  d’y  foftituito  nella  equazione  x ~ — 


ce  d’  y 
dotti  i 


V b*CA-\-bfcA 

avrà  X — A 


in  ve- 


ovvero,  ri- 


4’ — fbc 

due  termini  alla  ftefla  denonìlnazione  , 


H 


can- 
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— b*  e a 


cancellati  quei,  che  diflruggonfi,  x ~ — ; ecco 

dunque  determinati  i valori  di  jr , ed  y . Siccome  nelU 
prima  equazione  trattando  y come  cognita  ho  ritrova- 
to la  jr , così  trattando  la  x come  cognita  avrei  ritro- 
vato 1’  y , ed  il  fuo  valore  foftituito  nella  feconda 
equazione  in  luogo  di  y , A farebbe  ottenuta  una  equa- 
zione , in  cui  vi  farebbe  la  fola  incognita  x ad  una  di- 
menfione,  e per  confegueuza  folubile  per  le  regole  da- 
te ; anzi  Accome  ho  principiato  l’operazione  dalla  pri- 
ma equazione  , potevo  egualmente  principiare  dalla  fe- 
conda , e fare  le  foftituzioni  nella  prima , ciò  che  ba- 
fterà  avere  una  volta  awifato. 

XVII.  Se  1’  equazioni  foflero  tre  , e tre  le  in- 
cognite , per  mezzo  d’  una  equazione  A ritrovi  il 
valore  d’  una  incognita  , dato  per  le  cognite  mif- 
chiate  con  1’  altre  due  incognite  : quefto  valore  A 
Ibftituifca  in  vece  della  fua  incognita  nell’  altre  due, 
e così  avremo  due  equazioni  , e due  incognite  , le 
quali  già  A fanno  determinare . Siano  le  tre  equazioni 
x + y— b-\-z,y-\-z=d^x-¥z~c  \ per  la  prima 
equazione  A ha  z—x-\-y — b:  A foftituifca  in  vece 
di  2 il  fuo  valore  nelle  altre  due  equazioni , e A avrà 
2y  -}-  X — bzzzd  ^ e a jr  -f-  y — b ~ c . 

XVI li.  Se  foffero  quattro  equazioni , e quattro 
incognite , con  lo  iteffo  artificio  A riducono  a tre  eaua- 
zioni , e tre  incognite  ; onde  A l'copre  1’  univerfalità 
del  metodo  (12) . 

XIX.  Stimiamo  opportuno  efporre  un  altro  meto- 
do, il  quale  benché  a prima  faccia  non  lémbri  univerfa- 
le,pure  in  realtà  è tale,  e di  molto  ufo.  Quefto  A ado- 
pra  in  primo  luogo  con  vantaggio  in  due  equazioni  di 
due  incognite , delle  quali  le  medefime  Aano  moltipli- 
cate per  la  raedefima  quantità , ed  i termini  identici 

con- 
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contenenti  una  incognita  abbiano  il  meJefimo  fegno  , 
e i termini  identici  contenenti  1’  altra  incognita  le- 
gni dilferenti  ; quando  ciò  fia  , con  la  fomma  di  dette 
equazioni  A determina  un*  incognita , e con  la  fottra- 
zione  A determina  1*  altra. 

XX.  L’  equazioni  dx+by  — c'^  a x — byz=.n 
hanno  le  predette  condizioni , cioè  i termini  identici 
ax  hanno  il  medeAmo  fegno,  e gli  identici  by  hanno 
fegno  differente . Sommate  quelle  due  equazioni , farà 

t I 1 X c n *•  ' y*  V • 

+ «»  edjfrr  — ~ — y Cioè , larà  x cogni- 
ta : fottratta  poi  la  feconda  dalla  prima , farà  b yz=. 
e’  — n f ed  y — — , cioè  , farà  1’  y determinata . 

Da  quefto  metodo  a guifa  di  corollario  raccoIgaA , che 
quando  fia  nota  la  fomma,  e la  differenza  di  due  quan- 
tità , A rendono  note  le  medeAme  quantità  ; la  qual  co- 
fa  particolarmente  avvertiamo , perchè  grandilAmo  è 
V ufo , che  A fa  d’  un  tal  teorema . 

XXI.  Se  r incognite  jr,  ed  y non  folTero  moltipli- 
cate per  la  medeAma  quantità  in  ambe  1’  equazioni  , 
cioè,  & i termini  di  dette  equazioni  non  foffero  iden- 
tici ; con  tutto  ciò  A ridurranno  tali  , parlo  dei 
termini  di  una  fola  incognita , fe  vicendevolmente  una 
equazione  A moliplicherà  per  la  quantità  moltiplicante 
la  llelfa  incognita  nell’  altra  equazione  ; e ciò  potendo- 
fi  fare  , feparatamente  però  , in  riguardo  a tutte  due 
r incognite  ; quindi  con  una  fomma  , e una  fbttrazio- 
ne  A làpranno  determinare  1’  j»,  e 1’  y ancora  in  que- 
fto  cafo.  Siano  dunque  1’  equazioni  a x + b 

nx — my  z=zn*^  le  quali  non  hanno  identicità  di  ter- 
mirù  : A moltiplichi  la  prima  per  m , e la  feconda  per 
^ , ed  avremo  max  + m b y :rr  me*,  e b n jr— — b m y 

H a =bn‘ 
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f>  «*,  equazioni,  che  hanno  i termini  della  incognita  y 
identici;  onde  l'ommando  quelle  equazioni,faràm4  4r  + 

bn  x~m  c'  + 3 n* , ' ed  jr  “ ^ Ì~.  . In  oltre  (1 

ma  bn  > 

moltiplichi  la  prima  equazione  per  n,e  la  feconda  per 
4 ; larà  n a x n b y ~ n > ed  4 n a-  — a my  a n*, 
equazioni , che  hanno  i termini  della  incognita  x iden- 
tici ; onde  Ibttraendo  la  feconda  dalla  prima,  farà 

n b y a m y c — an  . ed  y — — ; * 

n b a m 

XXII.  Quello  metodo  lì  ellende  a qualunque,  nu- 
mero d’  incognite,  e di  altrettante  equazioni,  come  col- 
la pratica  apprenderà , chi  vorrà  intorno  a ciò  elèr- 
citarfi.  (13). 


CAPO  V. 

Rìfoluzìone  dell*  Equazioni  del  fecondo  grado  . 

I.  T*  ^ Operazioni  con  cui  abbiamo  ottenuta  la  rifolu- 
JLy  zione  deir  equazioni  del  primo  grado  non  fo- 
no ballevoli  a darci  la  rifoluzione  di  quelle  del  fecon- 
do. Fa  d’uopo  adunque  ricorrere  ad  altri  metodi. 

II.  In  feguito  proporremo  1*  equazioni  paragona- 
te al  zero , cioè , con  tutti  i termini  da  una  parte  del 
fegno  d’  uguaglianza  , in  maniera  che  dall’  altra  ri- 
manga il  folo  zero.  Inoltre  il  termine  , che  contiene 
r incognita  alla  mafftma  potellà  , non  larà  moltiplica- 
to , nè  divilb  per  alcuna  quantità  , il  che  fempre  fi  ot- 
terrà col  dividere  o moltiplicare  tutta  1’  equazione 
per  quella  quantità  , che  moltiplicalTe  , o dividefle  la 
maflima  potellà  dell’  incognita.  Quella  maffima  pote- 
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ftà  deir  incogtùta  Tempre  fi  coflrituifce  come  primo  ter- 
mine dell’  equazione  ; tutti  i termini , in  cui  1’  inco- 
gnita è alla  poteftà  proflìmamente  minore  , coftituifco- 
no  il  fecondo  termine  di  quelb,  e così  fucceflìvamen- 
te  fino  all’  ultimo  termine  , che  farà  coftituito  dalla 
fomma  di  tutti  i termini  noti  ; il  che^  fi  chiama  ordi- 
nare r equazione  per  la  lettera,  che ’efprirae  1’  inco- 
gnita . 

HI.  Conviene  ancora  diftinguere  1’  equazioni  /?a- 
re^o  fiano  incomplete  , dalle  affetterò  fiano  complete:  le 
prime  contengono  la  fola  poteftà  feconda,  dell’  inco- 
gnita , come  a 6 x'  — a o\  1’  altre  , oltre  la 
feconda  poteftà  ' contengono  ancora  la  prima  , come 

x'  -i-  a X — 6 b 0 . j 

IV.  Sia  ora  1’  equazione  pura  ed  incompleta 
X*  — aA—Oy  in  cui  li'  è ii  quadrato  dell’  incognita, 
a è una  qualunque  quantità  poutiva , A poi  può  eftere 
pofitiva  , o negativa  fecondo  ' le  circoftanze  . Se  fi  traf- 
porti  il  termine dall’  altra  parte  del  fegno  d’u- 
guaglianza , facendo  jr*  aAy  e fé  fi  eftragga  la  ra- 
dice quadrata  da  amendue  i membri , onde  Ca  r ~ Ay 
farà  rifoluta  T equazione . Richiamando  alla  memoria 
ciò  che  fi  è detto  nell’  Algoritmo  dei  radicali  al  §.  6. 
cioè  , che  il  valore , del  raaicale  quadratico  fia  doppio, 
vale  a dire  pofitivo  , e negativo  ; rie  inferiremo  eftere 
doppia  ancora  la  radice  della  propofta  equazione , cioè, 

eftère  x = + %Aa  A , ir  =:  • — \Aa  A , le  quali  fono  rear 
li  fe  A efprima  una  quantità  pofitiva  come  ^ -H  r , fo- 
no poi  immaginaaie , fe  efprima  una  quantità  negativa 
come— -i-r-c.  i ^ * 

V.  Ad  operare  con  tutta  efattezza , mentre  eftiaem- 
mo  la  radice  feconda  dall’  equazione  , fi  doveva  fa- 
re + x — + \/'g~Àf  donde  nafcono  quattro  combina- 

zio- 


Digìtized  by  Google 


«a  L I B R O I. 


zioni,’f  — a A i — a A y*  — — %/  nAy 

— X—  + x/^lTA;  ma  comecché  le  prime  due  non 
fono  diverte  , perchè  V una  diventa  1’  altra  colla  mu- 
tazione dei  légni,  ficcome  accade  ancora  all’ altre  due; 
quindi  due  foltanto  fono  propriamente  le  diverte  com- 
binazioni, cioè,  X — — \/  a A y ovve- 

i 

ro  X — + • 

VI.  Se  i valori  dell’  incognita  ti  trafportino  dalla 
parte  in  cui  ella  etitle,  nafcono  due  equazioni  uguali 

a zero  x — \/~~A — o , -f  \/~I~A — o,  le  quali  fi  chia- 
mano fattori  dell’  equazione  propotla  del  fecondo  gra- 
do, perchè  appunto  la  reftituifcono  fatta  la  moltipli- 
cazione di  loro  ; ed  in  fatti  dalla  moltiplicazione  lo- 


ro nafce  il  prodotto  x*  + x/lTÀ . x.-—  y/  a A - ^ — * A 
— 0 , cioè  X*  — A A — 0 . 

VII.  Con  quello  metodo  fi  riducono  1’  equazioni 
di  grado  fuperiore  a grado  inferiore,  purché  fiano  pu- 
re , e coir  efponente  dell’  incognita  divilibile  per  o. 
Sia  r equazione  di  fèllo  grado  x*  — a*  A — o,  farà 
a*  A f ed  eftratta  la  radice  feconda  y farà  x^  — + 
x/l^'Ay  equazione  di  terzo  grado.  Sia  x*  — a*A—o, 
farà  x*~^^Ay  ed  eftratta  la  radice  quadrata  farà 
x' A y ed  eftratta  di  nuovo  la  radice'  qua- 
drata, farà  X rr  + i À , equazione  di  primo 
grado  . Quattro  fono  i valori  dell’  incognita  x , cioè 
le  radici  'della  propofta  equazione  y che  nafcono  dalle 


quattro  combinazioni  dei  fegni  + V^.-h  v/a’  A , + 

\/ —y/iP'À , -r-  4-  x/.TTÀ  i — ; onde 

quattro  faranno  ancora  i fattori  di  quella  equazione  , 

cioè 
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Cioè  X 


\/  -4  , X — \/ — y/  a'Az=o  f 


X + \/  + s/" t' A — 0 y X \/ — k/1^ A — 0 » i quali 

moltiplicati  infleme  reftituifcono  1’  equazione  aata  jr* — - 
“ 0 . Or  di  quelle  radici , e di  quelli  fattori  due  fono 
fempre  immaginarli  a motivo  della  quantiti  negativa 

A ; fono  poi  tutti  immaginarii  quando  A è quan- 
tità negativa  , a fupponendoli  ìempre  politiva  , il  che 
fi  può  fare  falva  T univerfalità  della  formula,  mai  in- 
durrà immaginarii . 

Vili.  Palliamo  ora  all’ equazioni  complete  del  fe- 
condo grado  , le  quali  tutte  lì  contengono  in  quella 
formula  generale  x*  + A x-j-a  B—o  , in  cui  B de- 
notano quantità  politiva  , o negativa  fecondo  le  circo- 
llanze . Ora  effendo  jr*  il  quadrato  d’jr,ed  Ax  il  dop- 
pio del  prodotto  . x,  egli,  è cofa  manifella,  ch« 

X H farebbe  la  radice  quadrata  di  x'  A x-^- a B 

fe  4 B fofle  il  quadrato  di ; ma  ciò  non  eflendo,  lì 

^ ^ A \ ^ ^ • 

ponga  X z,  onde  ìiz  x A jr-| — z . 

a ' A A 4 ' 

ed  X*  A X — 2*  — ; ma  h x'  A x — 4 S , 

per  r equazione  propolla  ; , dunque  farà  ancora  z*  — 
4 J5 , e 2*—  z:zo  i la  quale  equa- 

zione effendo  incompleta  li  fa  già  fciogliere  ; trovere- 

/ A A ^ 

mo  adunque  z — + v — — aB  . Ritrovato  il  va- 
lore di  z , fi  trova  ancora  il  valore  d’  z , il  quale  è 
A A ^ 

uguale  a 2 — , effendofi  pollo  ^ ~ z ; onde  fa- 

ri 
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rà  = + s/  — aB  y i quali  valori  della  x 

potranno  eflère  o tutti  e due  pofìtivi , o negativi , o 
uno  politivo  , e T altro  negativo  , fecondo  il  valore 
ài  A y Q R]  faranno  poi  reali,  fe  porta  pofitiva  B ya  B 

Ha  minore  di  immaginar),  fe  maggiore  ; alle 

quali  cole  è neceflario  che  i principianti  attentamente 
riflettino  1(14). 

IX.  11  metodo  però  più  comune  di  rifolvere  le 
fterte  equazioni  è il  ftguente . A ciafcun  membro  dell’ 
equazione  x^  + Ax  — — aB  ù aggiunga  il  quadrato 
della  metà  della  quantità,  che  moltiplica  1’  jr  , o fia 

• • . ^ A M 

del  coefficiente  d’  jr , il  quale  quadrato  è , con  che 

il  primo  membro  dell’  equazione  diviene  un  quadrato 

perfetto  , cioè  x'  Ax+  — a B . Ellrat- 

ta  adunque  la  radice  quadrata , abbiamo  x H ~ 

( ^ 


±'/ 


A A 


a B , ed  jf  ~ 


+ 


AA 


aB  y CO- 


o 4 6—4 

me  lopra . _ . 

X.  Sia  per  ,efempIo  da  fcioglierfi  l’ equazione  com^ 
pietà  'del  • fecondo  grado  ' x*  — n x + n zzi  farà 


c X 


' — nx  — -r  n* , ed  aggiunto  il  quadrato  della  metà 

— ex  » 


del  ■ coefficiente  — n — c , farà  ■ 


*“  n*  4" 


n 


X*  •—  n X 4- 

— cx  . 


«4-  c 


) ed  ertratta  la  radice  quadrata  ^ farà 
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^5 


a -h  f l_ 

o — 


/■ 


n*  -f- 


n 4- 


I f 


ed 


71  + f 


— n*  + 


n + f 


(‘5) 


rale  — 


XI.  Ritornando  alle  radici  dell*  equazione  gene- 
A 


+ 


y 


AA 


aB, 


a 4 . ' 3 4 

fe  quefte  II  trafporteranno  dalla  parte , dell’  incognita , 
acciò  fi  abbiano  i fattori  'dell*  equazione,  cioè  - Jc  + — 

/AA  „ x'  ; . À , . A ^ 

= “i — f ® = 0» 

di  ^eitì  fi  farà,  il  prodotto  , facilmente  ci  accor- 
geremo', che  là  fomma  .dei  termini  cogniti , cioè  del- 
ie radici,  fia  uguale  alla  quantità  A coeificiente  del  lè- 
t:ondo  termine  dell’  «equazione , e che  il  prodotto  lo- 
ro « B uguagli  r ultimo  termine  della  fielTa . Condu- 
cendo queita  proprietà  ad  una  cognizione  più  perfetta 
delia  natura  dell’  equazioni , ftimo  giovevole  iare  in- 
torno la  ilefia  le  feguenti  rifleflioni . 

' XII.  Moltiplicati  i fattori  ijr  -fa,  x + ò s’otterrà 
il  prodotto  • jr’ -f  ^ jr  + < ^ , che.  ordino  in  riguar- 
+ <1 

do  alla  lettera  . Subito  ci  avvedremo , che  il  coefli- 
ciente  del  fecondo  termine  di  quello  prodotto  altro  non 
fia  , .fe  non  fe  la  fomma  degli,  ultimi  termini  dei  due. 
fattori , e che  l’ ultimo,  termine  a b altro  non  fia , fe  non 
fe..il  prodotto  degli  fielli  ultimi  termini  dei  fattori;  per 
la  qual  cola  fe  avremo  due  quantità , le  quali  fomma- 
te  infieme  dieno  il  coefficiente  del  fecondo  termine 
d’  una  formula  ordinata  per  qualche  lettera , la  quale 

• I ' ' fia 
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Ila  nel  primo  termine  elevati  à lèconda  poteftà , e li- 
bera 'da  coefficiente;  le  fe  l’ ultimo  termine  delia  for- 
mula altro  non  fia  , che  il  prodotto  delle  due  propo- 
ne quantità;  immediatamente  otterremo  i due  fattori 
della  formula,  aggiungendo  alle  due  quantità  la  lettera 
per  cui  la  formula  è Hata  ordinata  . . ' ' 

,Sq5poi_^i(^no_  dei  due  fattori  ^ ^ jc  -f  A 

fta  uguale  a zero , ovvero  *tuttl  e due , il  che  non  può 
accadere^  ft  norL_  cl^  * ^fiìt  uguale  a ^ il 

prodotto  ancora  farà  uguale  a’  zero , perchè  uria'  quan- 
tità ovvero  'il  zero u moltiplicato,  per  . zero  dà  zero  { 
ondq  tal  prodotto  ^prenderà  » T afpetto  d’equazione  del 
letondo  grado*  ,-cioè  di  x*  -i-  "ax  + ih  cui  fi 

verificano  ancora  le  cofe  fin  qui  dette  . Adunque  riécèf- 
fariamente  acciò ‘fi  abbia  equazione,  uno  dei  fattori  al<- 
meno  dee  effere  eguale  a>  zero  ; non  fi"  può  per  alpro 
determinare  qual  fià  perchè  ad  ottenere  l’i  equazipne, 
è indifferente  che  il'  fia  piò  tofto  1’  uno  , che  l’  al- 
tro ; fi>l;  tanto  fi  può  conchiudere  con  fipurezza  , che 
quando  uni  fattore  è ugnale  a zero  , l’ altro  non  pofla 
efferlo  . altrimenti  la  fteffa  numero  quantità  jr,  per  ca- 
gione ai  efempio , farebbe  uguale  alle  due  quantità 
— j,— '^,>il  clte  è afiòrdo,  eccettuato . il  calo  in  cui 
a f e ò fieno-  uguali . Da  ciò  s’  intenderà  come  la  for- 


/ 


y4^ 


a B fignifichì 


mula  generale  x — — , — + ,, 

non  |[ià  che  contemporanea rrtente ifia  uguale.  a di» 
valori  difugitali , il  che  farebbe  afi"prdo , ma  foltanto 
che  jr  debba  ad  Uno  dei  due  valoi-ii'efière  uguale  acciò 
fuflìfta  l’equazione  r*  + x ^ ’aR=  a.  Sefi  dom^ida 
come  fi  abbia  poi  da  rilevare  quale  dei  fattori  in  real- 
tà fia  uguale  a zero  , rifpondiamo , che  dalla  natura 

^ dell' 
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dell’ equazione  mai  ciò  fìvpbtrà  decidere  , pefcbè,'  co- 
inè ho  detto,  è per  efla  indifferente,  che  il  fia  piu  to 
fto  r imo  , che.r  altro  ; ma'  fe,  1’  equazione  fi  ado- 
pra  per  rifolvere  qualche  ’ problema ‘particolare  ,'  allora 
dalle  circoftanze  del  problema  fi  può  ottenere  ciocche 
fi  è .domandato,  come  vedremo  a fuo  luogo  . Per  ora 
^bl  tanto  fi'  rifletta  , che  -'quella  quantità  , pér  cagion 
d’ eiempio  — « , _ farà  una  delle  radid  dell’  equazione 
+ — 0,  la  quale  pofta  in  quefta  in  vece 

^ ^ ‘ ' ' ' '.r  - ti’  . 

dell’  inanità  , fa  fparìre  tutti  i termini  perchè  ciò 
non  .piiò  avvenire,  ,le  l’ inc^gniu  dimeno  quefta  quan- 
tità non  fia  un  fattore  dell’ equazione  ,, e ùel.cafo  pre- 
fente,-lc  ari-t.  4 aion  lìa  un  jfutpre  dell’  equazione 
x'  ~h  a perché  in  quefta'  /appofizione  ap- 

< , -h.£x 

'punto  fiicCede  , che  il  prodotto  fvauifea  pofta  — a iu 
■vece 'd’  , eflendp.  Io  Iteflb  i.  che.  aver  fatta  la  molti- 

■pHcàiiòne  per  — a -b  i';'  fe  {dunque  * + « dee ''effe- 
aeceflTafi^ertte^  un.  fattore  , dell,^  equazione  , accioo- 
chè  quefta  .mnifea  pollavi  1’  a in  vece  d’ jr  , ne  viene 
.m  confeguenza  , che  — a fia  un  valore  dell’  Jt , cioè 

una  radice  dell’equazione.  (i6) , -, 

XtV".  Quelli  metodi  , che  fervono  all’  equazioni 
,di  f^ndo  -grado,,  fervono  ancorala  fciogliere  1’ equa- 
zioni di  grado  fuperiore',  ovvero  a ridurle  a grado  iiv- 
feriore , purché  1,*  incognita  fi  ritrovi  fòl  tanto  in  due 
{ermini  , e fia  1’  efponente'  maflìmo  di  lei  doppio  del 
minimo Abbiafi  ,;r*  4 4’ o , equazione,  di 

-quarto^  grado,  in., cui  vi  fono-  le  acceimace, condizioni': 
£ trafportl  il  termine  poto^  dall’  .alt^q  par^e,/e  fi  ag- 
pun|a  ad  ambe'Je,  parti,  il  quadrato  del,la.nictà  del 
-«Oelhcienre  .del  - fecondo  termine,  e farà'  -j-  4 A x‘ 
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dJ 


H — — a B , ed  eftratta  .la  radice 

4 . 4.  » 

,.a.AA-  ' .!  , 
■aB-\ , ed  ** 


y“* 

feconda  farà  •*’  rf-  rz;  + v ^ 


— — + <».  s/ ' — aB~t-^^-^  \ e di  nuovo  eflrratta  la 


radice  • feconda  farà 

i . j f! 


a jrizz  + I — • ~vav  - — aB-\^-^> 

- * f*  - J 0 ~ ^ ' 


XV.  Qui  cade  in  acconcio  moftrare  , come  date 
due  equazioni  , - ed  una  incognita*,  poifa  (juefta  farfi 
fvanire  fenza  effrazione  di  «dice t benché  elevata  a 
quadrato . Sieno.  due  equazioni  del  fecohdo  grado  y y '+■ 
^ y + B rr  o , yy yi+  D ±r'®  b fottragga  una 
equazione  dall’ -altra- j!  per  efempio  la- prima  dalla  fe- 


JJ  JJ 

conda  , onde  fia  C-^A . y + D — - B—o^  ed  y + - j_  ^ 
=z  0 , e porta  ^ Via' y : Verta  rt  mol- 


tiplichi per  y , e farà  y y + S y z=  o , ' la  quale  fottratta 

dalla  prima,  nafce  A — È . v + B — ó , ed  v H- - ^ * 
B z ^ 


A~E 


mÌ 

—Oy  e porta  •- — - — -F  j avremo  y + F z=:  ® » 1®  quefta 
A — A . 


fi  fottragga  da  y + E —Oy  avremo  finalmente  E — F— o, 
equazione  in' cui  non  havvi  l’y.  ‘ . * ' 

XVI.  Sieno  le  due  equazioni  yy  + a jry  -h 

— b bz^  o , y V "h  v — y “h  by  + 

bx  — ^^^o^in  Cui  vi  fono  due.  incognite, efi  voglia 
fwne  fpariré  una,  cioè,  fi  voglia  giungere'  ad  Una  equa- 
zione , in -Cui  vì-fia  una  fola  incognita  ,’  e -ciò 'fenza 
eftrazione  di  radice.  ' Si  fottragga  dàlia  prima  la'fè- 
conda  , onde  fiz  a a x -{■  a y — a a ~Oy  e fatta  la  di- 
vifione  per  fl , fia  y + 2 x — 4 = 0 : fi  moltiplichi  que- 
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ila  equazione  per.  y y ed, avremo  y y 4-  2 jc y — <iy~o: 
queda  d fottragga  dalla  feconda  delle  date  equazioni , 
onde  fia  b y + b x — bb  zz::  0 , cioè  y + ■*  — b :rr  0 , la 
quale  fottratta  dall’  equazione  già  trovata  y -t-  2 x — 
a — 0 f avremo  finalmente  x — a ~h  b zz:  0 , in  cui 
manca,  l’y  ^come  fi  defiderava  . (17) 

I ::  1 XVII.  Egli  è cbiairo,  che  per  ottener  T intento 
non  fi  richiegga  di  dover  fottrarre  la  prima  equazio- 
ne dalla  feconda  più  rodo , che  queda  da  quella  , ne 
ancora  di  dover  fare  1’  altre  fottrazioni  più  todo  da 
una  f che  dall’  altra  equazione  ; giova  per  altro  Ice- 
gliere  più  todo  una  fottrazione , che  1’  altra  per  giun- 
gere in  'una  maniera  più  fpedita , e più  lèmplice  all’ 
equazion  finale  della  quale  fcelta  non  fi  può  dare 
regola  alcuna  , dipendendo  in  tutto  dall’  eferCizio  , e 
dall’indudria . 

XVIlf.  Quedo  artifìcio  non  ferve  fol  tanto  in  ri- 
guardo all’  equazioni  del  fecondo  grado  ,,  ma  ancora 
in  .riguardo  a quelle  di  grado  fuperiore  purché  l’ in- 
cognita chfe  fi  vuole  togliere  di  mezzo,  fia  elevata 
in  tutte  r equazioni  alla  defifa  madima  potedà , il  che 
fi  può  fempre  ottenere , moltiplicando  1’  équazione  j 
in  cui  l’incognita  è a minor  potedà  , per,  1’  incogni*- 
ta  elevata  a 'potedà  , che  fia  la  differenza  delle  due 
potedà . ■ • ' ' 

XIX  Se  fodero  più  di  due  equazioni , per  efèm- 
pio  tre',  e'  tre  incognite,  prima  faremo  fparire  una 
incognita  adoprando  due  equazioni,  Mr  efèmpio  la  pri- 
ma , e'  la  feconda  : dipoi  faremo  fparire  la  deda  inr 
cognita  adoprando'  un  altra,  combinazione  , per  efem- 
pio  la  prima  colla  terza e in  queda  guifa  s’  avran- 
no 'due  equazioni  ì in  cui  mancherà  una  delle  tre  in- 
cognite : col  mezzo  di  quelle  due  facendo  fvanire  un’ 
altra  incognita,  fi  arrivek  finalmente  ad  una  equazio- 
ne, 
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ne,  in  cui  fi  rittoverà  una  incognita Quindi  apparifce 
r univerfalità  del  metodo  propolto . 

XX.  Collo  fteflb  metodo  fi  efpellono  alle  Tolte 
dall'  equazioni  le  quantità  radicali  . Si  denominino 
effe  colle  lettere  Xy  y 8cc.,  e le  lì  abbiano  tante  esazio- 
ni , quanti  radicali  ditlerenti  vi  fono  , con  qùelto  me- 
todo fi  giungerà  ad  una  equazione,  in  cui  iàravvi  un 
folo  radicale  . 


CAPO  VI. 


Rì/oluzionc  de  Problemi  Aritmetici  determinati  y che  non 
oltrepaJJ'ano  il  fecondo  grado  . 

I.  |jR.oblema  altro  non  è,  che  una  propofizione,  in 
JL  cui  coir  aiuto  di  alcune  quantità  cognite,  fi  vo- 
gliono fapere  altre  , che  fono  pur  anco  incognite  : ^ co- 
si per.,elèmpio , fe  dati  due  numeri  quali  che  fianfi , le 
ne  dimandaffe  lafomma,'o  la  differenza,  o il  prodot- 
to , fi  proporrebbe  un  problema  , il  quale  allora  fi  di- 
ce fciolto,  quando  fi  c feoperto  il  valore  delle  inco- 
gnite. 

II.  1 problemi  fono  di  quattro  forti , cioè,  deter- 

minati y Indeterminati  ,'  feinideterminati  , e piuchedeter- 
minati . , 

III.  Problema  è quello , in  cui  fi  poffono 

ottenere  tante  equazioni , qùante  fono  l’ incognite . Ec- 
cone fubito  un  efèmpio  : trovare  due  numeri , la  cui 
fomma  fia  6,  la  differenza  a.  Si  confiderino , quéfti  due 
numeri  come  fe  foffero  noti  j e li  èfprimano  con  due 
dell’  ultime,  lettere  dèlP 'Alfa^to:;  per  tempio  x , ’y  : 
la  prima  condizione  del  ’ probi ettia  *cÌ  darà  l’ equazio- 
ne x -h  , e là  lèconda  x — y s:  Ibmmando  que- 
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ile  due  equazioni  avremo  2 jt  — 3 , e perciò  x — 4: 

Ibtcraendo  la  feconda  dalla  prima  farà  iy  :zz  6 — a , 
e perciò  y — “ ” 2 ; dunque  4 , e 2 faranno  i nu- 
meri cercati , eflTendo  4-1-2  — 6,4  — 2rr  2 ,.In-«j;ue- 
,flo  problema,  come  fi  vede  chiaramente,  quante  fono 
r incognite,  tante  fono  pure  l’ equazioni , e perciò  li  ri- 
pone nella  clafle  de*  problemi  determinati . 

IV.  Che  le  il  numero  dell’  equazioni  forte  mino- 
re del  numero,  delle  incognite,  un  tal  problema  appar- 
terrebbe alla:  claffe  degli  inJatermìnati . Per  ottenere 
lo  Icioglimsnto  di  quelli  conviene  ad  arbitrio  deter- 
minare una , o più  delle  quantità  incognite  , per  arri- 
vare cosi  ad  una  equazione  , in  cui  unica  fia  l’ inco- 
gnita .'  Voglio  per  elèmpio  due  numeri  la  cui  fomma 
ila  eguale  a <5  : chiamati  quelli  due  numeri  x , y , per 
quanta  indullria  f^  adoperi , mai  altra  equazione  otter- 
remo , che  quella  x ^y~  6 . Si  determini  dunque  il 
valore  di x' uguagliandolo  ad  annumero  qualunque , per 
efempio  a 5',  e farà  5-t-y— 6 , e perciò  222  6 — 
5 — I , onde  farà  fciolto  il  problema , il  quale  chiara 
cola  è poterfi  fciog^Iiexe  in  tante  maniere,  quanti  fono 
ì numeri,  che  polmno  ibllituirli  ad  x , che  fono  infi- 
niti . Che.fe  i numeri  richiedi  fi  volelTero  politivi,  ed 
interi,  queda  condizione  del  problema  ridurrebbe  il  nu- 
mero delle  foluzioni  a cinque  foltanto , ed  un  tal  pro> 
blema  chiamerebbefi  Jemidetermìnato . 

V.  Quando  poi  le  quantità  incognite  fieno  in  mi- 
nor numero  dell’  equazioni , il  problema  chiamali  piu- 
chtdtterminato  , e d’  ordinario  n’  è imponìbile  lo'lcio- 
glimento . Abbiamo  veduto  di  fopra  , che  due  numeri, 
la  cui  fomma  fia  6 , e la  di&renza  2,  ci  portano  a que- 
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fte  due  equazioni  x+y~6f  x — y zr  * ; ora  le  per 
terza  condizion'  del  problema  fi  volefle  , che  il  loro 
prodotto  folTe  15,  Ja  terza  equazione  ^y~  >5  ne  rea- 
derebbe  imponibile  la  Ibluzione , poiché  elTendo  x — 4, 
y — 2,  fara  xy—  8 , e non  già  — «5.  Ma  poniamo  che 
la  terza  condizione  del  problema  fia  appunto  quella  , 
che  .Ita  il  prodotto  x y — 8 : certo  è che  allora  ne  è 
pofiìbile  la  Ibluzione,  ma  per  un  mero  cafo,  giacché 
vi  fi  pone  una  condizion  luperflua,  la  quale  diicende 
neceflariamente  dalle  due  precedenti . Si  fatte  condi- 
zioni lùpertlue  fi  ravvifano  tacilmence  dai  termini  iden- 
tici , che  fi  trovano  in  amendue  i membri  dell’  e- 
quazione,  come  avviene  nel  cafo  noftro  , poiché  aven- 
dofi  quelle  tre  equazioni  x 2=4,  yziza,  xy~3^ 
foftituendo  i due  valori  di  x,  e d’y  nella  terza,  abbia- 
mo 8 “ S.  La  ragione  è chiara  , perchè  come  da  di- 
verlè  condizioni  nafeono  diverte  efpreflìoni , così  quan- 
do le  condizioni  fono  identiche , identiche  faranno  pu- 
re le  efprellìonl , e fe  havvi  diverfità,  confifte  tutta  nell’ 
apparenza  . 

VI.  Quindi  fi  diftinguono  i problemi  dai  teoremi; 
imperciocché  le  dopo  di  avere  efprefie  -le  condizioni 
tutte  dell’  apparente  problema,  fi  arriva  ad  una  equa- 
zione identica,  è indicio  ficuro,.-  che  tutte) le  quanti- 
tà di  quel  genere  di  cui  fi  tratta  hanno  naturalmente 
quella  proprietà , che  ci  eravamo  prefifiì  ,di  ritrovare 
in  alcune . Cosi  fe  nella  ferie  de’  numeri  naturali  i , 
o , 3 ec.  fi  cerchino  quattro  numeri  fuccefiìvi , e tali , 
che  la  fomma  degli  eilremi  Ila  eguale  alla.fomma  dei 
medi  ; chiamando  quelli  numeri  x , y , z , u,  la  natura 
della  ferie  ci  darà  quelle,  tre.  equazioni. x -f-n  — y , 
y-l-  1—2,  2-|-  I — «,ela  condizione  poi' del  proble- 
ma quell’  altra  x,-f  « — y + z * In  vigore  delle  due 
prime  equazioni  abbiamo  da  quella,  e dalla 
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terza  fe  ne  forma  queft’  altra  jr  + 3 nr  « ; foftituen- 
do  dunque  il  valore  di  y , di  2 , e di  « , 1’  equazione 
u — y+  z fi  riduce  a quella  equazione  identica 
/ + 3 = 2 jr  + 3 . Per  lo  che  è manifefto  che  la  con- 
dizione aprila  era  fuperflua,  eflendo  proprio  di  tutti 
i numeri  di  detta  ferie  naturale,  purché  fieno  fucceflì- 
vi,  che  la  fomma  degli  eftremi  fia  eguale  alla  fomma 
de’  medi  ; onde  non  era  quello  un  problema , ma  fib- 
bene  un  teorema , o fropòfiziunt , che  ejpone  proprietà . 

VII.  Alle  volte  quelle  equazioni  identiche  ci  fan- 
no comparire  determinati  quei  problemi,  che  in  real- 
tà non  fono.  Si  cerchino  per  efempio  quattro  numeri 
jf , y , z , a , tali , che  la  fomma  degli  eftremi  fia  ugua- 
le alla  fomma  dei  medj , e quella  fia  uguale  a 7 , ed 
il  prodotto  inoltre  dei  due  primi  fia  uguale  a 12  . La 
prima  condizione  dà  jf-f«=v+z,Ia  feconda  y -f  2 
7 > 1^  prima  con  la  feconda  z -f-  a — 7 , la  terz  a 
X y—i  2 ; onde  fembra  averli  tante  equazioni , quante 
incognite  , è perciò  elTere  il  problema  determinato  ; 
ma  le  nella  prima  equazione  in  vece  di  z -b  a , y + z, 
foftituiremo  i valori  loro  dati  per  la  feconda  , e per 
la  terza , urteremo  nell’  equazione  identica  7 — 7 , la 
quale  ci  farà  fubito  accorgere,  elTerci  noi  ferviti  d’  u- 
na  condizione  fupttflua  , inetta  a determinare  il  pro- 
blema . Ed  in  realtà  la  terza  equazione  z -b  a — 7 non 
è egli  affatto  inutile,  includendoli  necelTariamente'  nell’ 
'altre  due  z 4-  a — v -b  2 , y -b  z — 7 ^ Non  potendo- 
li poi  per  quanta  diligenza  fi  ufi  trovare  altra  equa- 
zione indipendente  dalle  accennate,  il  problema  fi  dee 
annoverare  fra  gli  indeterminati  (19),  Tutte  le  quali  cofe 
ci  ammonifcono  della  diligenza  con  cui  dobbiamo  ri- 
cercare le  condizioni  indipendenti  una  dall’  altra  per 
ottenere  1’  equazioni  utili  alla  determinazione  del  pro- 
blema . Di  ciò  non  elTendovi  regola  generale,  conviene 
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ricorrere  ali’  efercizio,  ed  alla  rifleflìone , in  grazia  di 
che  ci  accingiamo  allo  fcioglimenco  dei  problemi. 

Vili.  Problema  primo  . Gajo  interrogato  che  ora 
fofle  , ril'pofe , che  le  ore  fcorlè  dalla  mezza  notte , 
alle  ore  , che  rimanevano  fino  al  merlalo  , erano  co- 
me <2  : 3 : fi  vuol  fapere  qual  ora  folle  accennata  da 
Cajo . Le  ore  fcorfe  dalla  mezza  notte  fino  a quel 
punto  fi  chiamino  x ; dunque  quelle  , che  rimangono 
al  meriggio  fono  i i—x:  ma  per  la  rifpolla  di  Gajo 
dee  efiere  a:3::x:  la  — jr,e  perciò  3 jc  rr  a 4— • 

2jr,  o fia  5Jf  — 24;  farà  dunque  x zzi  — ^ , cioè  ore 
4:48.  dopo  la  mezza  notte.  5 

IX.  Problema  fecondo  . Un  Gane  fi  dà  ad  infe- 
guire  una  Lepre  in  diftanza  di  palli  numero  , e la 
velocità  del  Gane  è alla  velocità  della  Lepre  come 
m:  n:  fi  cerca  dopo  quanti  palli  il  Gane  giugnerà  la 
Lepre . Ghiamili  x lo  f >azio  , che  ha  precorfo  la  Lepre 
prima  di  elTere  prefa  nal  Gane , da  che  il  Gane  inco- 
minciò ad  infeguirla;  dunque  lo  fpazio  fcorfo  dal  Ca- 
ne allorché  la  giunge  farà  a + x:  ed  efiendo  gli  fpa- 
z]  percorfi  nello  fteflb  tempo  come  le  velocità  , avre- 
mo la  proporzione  a + jr:  Jt:  : m : n,  e dividendo  , < ; 

x:  : rn  — n:  n ; onde  farà  x — - * ” - . Se  fuppongafi 

« — loo , /n  — 3 , n — 2,  farà  x zz  zir  a o o , ed 

« -1-  xzz"oo.  ; dunque  dopo  palli  noo.  il  Cane  rapgiutv> 
gerà  la  Leone  . Si  polTono  foftituìre  ad  arbitrio  altri 
numeri  , purché  m fia  femore  maggiore  di  n , poiché 
fe  li  folle  eguale  , o minore,  il  Cane  farebbe  fempre  o 
egualmente,  o pivi  lontano  dalla  Lepre. 

X.  Problema  terzo.  Sempronio  volendo  diftribui- 
re  certi  denari  a certi  poveri  olferva  , che  iè  ne  dà 
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tre  a ciafcuno  ne  mancano  otto’,  fe  ne  dà  due  ne 
avanzano  tre  : fi  vuol  fapere  il  numero  de’  poveri , e 
de’  denari.  Pongali  il  numero  de’  poveri— jt:  giacché 
dando  a ciafcuno  d’  efli  tre  denari  ne  mancano  otto , 
farà  il  numero  de’  denari  —sx  — 8 ; e per  la  fecon- 
da condizione  del  problema  avanzandone  tre  col  dar- 
ne due  , farà  il  numero  de’  medefimi  a * -f  3 ; è dun- 

3ue  3 jf  — • 8 — aof-f3,  o Ila  x~  i i;  or  foftituen- 
o ad  X il  fuo  valore  in  3 — 8 , o inajr-j-s, 
che  efprimono  il  numero  de  denari  , faranno  que- 
fti=C5. 

XI.  Problema  quarto . Rifpofe  Tizio  ad  un , che 
domandavagli  quanti  anni  avefle  : fe  il  numero  de’miei 
anni  fi  moltiplichi  per  4 , ed  al  prodotto  fi  aggiunga 
15  , fi  ha  un  numero,  che  di  tanto  eccede  il  150  , 
quanto  il  numero  100  eccede  il  numero  de’  miei  an- 
ni : fi  cerca  il  numero  degli  anni  di  Tizio  . Quello 
numero  pongafi  z=x:  1’  cipolla  condizione  ci  dà  la 
proporzione  Aritmetica  ^x+  15:  150::  ioo:jr;  dunque 
agguagliando  la  fomma  degli  ellremi , e de’  med],  larà 


5 -f-  15  = 150  -f  100  — 25G  , e perciò  x~ 


CÌ50— 15 
5 


— 47 , che  è il  numero  degli  anni , che  fi  voleva  fa- 
pere  . 


XII.  Problema  quinto.  Caio  per  mantenimento 
della  fua  famiglia  fpende  il  primo  anno  Icudi  380  , 
il  rimanente  dell’  entrata  lo  mette  a traffico  , ed  il 
frutto  , che  ne  trae  è un  quarto  della  fomma  melTa  a 
traffico  ; il  fecondo  anno  fpefi  i foliti  3 So  feudi  pone 
il  rimanente  a guadagno  , e ne  ricava  pure  un  quar- 
to; nel  terzo  anno  fi  accorge  , che  la  fua  entrata 
è crefeiuta  di  un  fello  : fi  vuol  fapere  quanta  folle 
nel  primo  anno  1’  entrata  di  Gajo . Pongafi  l’entrata 
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del  primo  anno  — r,  e gli  feudi  38orr:«  : farà  il  re~ 
fiduo  del  primo  anno  r — a,  ed  i frutti  ricavati  dai 

traffico  — ; dunque  T entrata  del  fecondo  anno 

4 • 


farà  rz:  X + 


- , ed  il  refiduo  + * 


o fia  ridotti  gl'  interi  alla  fteffa  frazione 


4 

5^  — 5'* 


, il 


cui  provento  nel  fecondo  anno  —5^  5_f 

I ^ X — ^ 

r entrata  del  terzo  anno  afeenda  ad  r 4-  — - — + 
^ * , la  quale  per  1’  efpofla  condizion  del  pro- 
blema farà  ; dunque  ridotte  le  frazioni  al 

comune  denominatore  farà  4^  + 5^ — 5fi 


16 


cioè 


— g a 7x  r n 1 54* 

e , o fia  38X— 54  * , ed  x=-^ 


274  lo^d'o  ~ 

=:  7^  ~ — — — 540  • Dunque  1 entrata  del  pri- 

mo anno  era  di  feudi  540  , del  fecondo  anno  540  + 

160  eoo 

— ~ 580  , e nel  terzo  anno  5S0  + — — 030  ^ 
4 4 

il  qual  numero  è appunto  540  , l’entrata  cioè 

del  primo  anno  accrefeiuta  di  un  fedo  . 

XIII.  Problema  fèdo.  5>i  fa  una  cena,  che  im- 
porta 12  feudi:  due  de’  commenfali  non  pagano;  gli 
altri  sborfano  uno  feudo  di  più  di  quello , che  avreb- 
bono  dato  , fe  la  fpefa  fi  fofle  egualmente  ripartita  in 
tutù  i commenfali  ; ciò  fuppollo , fi  vuol  fapere  quan- 
ti 
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ti  efli  fono.  Pongafi  il  numero  loro  z=zx\  farà  dun- 
que il  numero  di  quelli , che  hanno  contribuito  x — -2, 

* j 12 

ed  il  valore  della  contribuzione  per  cadauno : 

* 12 

le  tutti  però  aveflèro  contribuito  farebbe  — ; dun- 
que dovendo  eflere  il  primo  valore  maggiore  d’  uno 
feudo  del  fecondo  , farà  ^ — - — > — zr:  1 , o fia 

f V I gjf  -f  ^4  — I ^ c però  jr*  — a jf  = 24,  ed  ag- 

X*-— ojr  ' 

giunta  r unità  all’  uno  , e all’  altro  membro , or’  — ix 
-4-1  — <2^  \ dunque  x-—  i:=+5,edifzz:  6,  x— — 4. 
La  radice  negativa  non  può  aver  luogo  .nel  cafo  pre- 
lènte ; dunque  i commenfali  furono  6 . Si  vuol  notare 
però  , che  la  radice  negativa  ha  tutte  le  condizioni 

analitiche  della  politiva'  eflèndo — — — — . ziz:  i , 

— 4 — ® — 4 

XIV.  Se  il  problema  fofle  ftato  propofto  in  tal 
maniera,  che  ameadue,le  radici  foflero  riufeite  pofitì- 
ve , vi  farebbe  qualche  cofa  di  indeterminato . Ponga- 
li per  efempio,  che  la  cena  coftafle  feudi  75.  che  u- 
no  dei  commenfali  ne  sborfaflè  19  , che  il  retto  eflen- 
dofi  divifo  egualmente  fra  gli  altri,  ciafeuno  deflè  uno 
feudo  meno  di  quello,  che  avrebbe  dato- fe  tutta  la  f^- 
fa  fi  fotte  egualmente  ripartita  in  tutti  i commenfali . 
Il  numero  di  quelli  pongafi  = a:  fe  uno  non  avefle 
sl^rfato  19.  feudi,  la  contribuzione  di  ciafeuno  fareb- 
be (lata  rr  — , ma  nel  cafo  prefentc  farà  =:  • - 

■ : or  quella  import»  uno  feudo  di  meno  ; dun- 
que 
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+ 


que  per  eguagliarla  alla  prima  conviene  fare 

A A 

I = , e tolte  le  frazioni,  — x—75x — 75,  o fia 

Af’ — 20X  — — 75;  dunque  aggiungendo  100  all' uno, 


e all’  altro  membro,  x*  — 20  x -f  100  ~ 25 


fia 


I o — + 5 , e prendendo  la  radice  5 pofitiva , * rr  1 5 , 
prendendo  la  negativa , 0^=5 . Dunque  il  problema  non 
è affatto  determinato , potendo  eflere  il  numero  de’ 
commenfali  015,  o 5 ; e a chi  avefle  fatto  fimil  queli- 
to , altro  rifpondere  non  li  potrebbe , che  il  numero  dei 
commenfali  farà  o 5 , ovvero  15  , non  vi  elTendo  con- 
traflegno  alcuno  per  Icegliere  più  tofto  l’un,  che  l’altro. 

XV.  Problema  fettimo . Una  libra  di  oro  è del  va- 
lore “ a , uha  libra  di  argento  del  valore  = A ; di 
quelli  due  metalli  fe  ne  vuol  fare  un  compofto,  il  va- 
lore di  cui  per  ogni  libra  lia  c ; che  porzione  d* 
oro , e che  porzione  di  argento  li  dee  prendere  ? La 
porzione  dell’  oro  pongali  = Jr , la  porzion  dell’  ar- 
gènto ==  y . La  regola  del  tre  c’  infegna , che  fe  una 
libra  d’  oro  è del  valore  = 4 , una  porzione  di  oro  r 
farà  del  .valore  = ax,  elTendo  i : a:  : jr  : a x ; ed  ef- 
ièndo  per  la  AelTa  ragione  1 i b : : y \ h y , la  porzione 
dell’  argento  farà . del ■ valore  z=zb  y : e poiché  quelle 
due  porzioni  di  oro , e di  argento  x , y hanno  da  fare 
una  libra,  farà  y i , ed  elTendo  il  valore  di  quella 
libra  c,  farà  a x + b y z:z  c . Or  moltiplicando  la  pri- 
ma equazione  per  e poi  fottraendola  dalla  feconda, 

C ò • • 

farà ax  — bx  ~c  — b -,  dunque  x 7 : moltipli- 

— Q 

cando  poi  la  prima  per  « , e da  quella  fottraendo  la 
feconda,  farà  ay  — by=.a  — c\  che  però  y ^ 

Dun- 
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Dunque  farà  x : y::  c — 6 : a — c ; onde  dividendofi  in 

auella  ragione  la  libra  il  avrà  la  quantità  d’  oro  , e 
i argento , che  è neceifaria  per  formare  il  detto  com^ 
pofto . Per  efempio  ila  a farà 

e — 4 , 4 — e ZZI  6 . Dividali  dunque  la  libra  in  par- 

ti , che  abbiano  la  ragione  4 : 6 , o ila  2 : 3 : queile  fo- 

no  — » ~ : dunque  — di  una  libra  d’oro  , e di 

una  libra  ai  argento  fanno  una  libra  di  un  metallo  com- 
poilo  del  valore  zzz  . 

XVI.  Problema  ottavo . Vi  fono  due  botti , in  cui 
il  vino  è mefcolato  coll’  acqua  : in  una  botte  il  vino  è 
all’  acqua  come  4 : òy  nell’  altra  come  c : / ; cercali  che 
quantità  di  liquore  eftrar  il  debba  dalla  prima  botte  , 
che  quantità  dalla  feconda , per  empirne  una  terza  bot- 
te , in  cui  il  vino  ila  all*  acqua  come  m:  n.  L*  acqua, 
ed  il  vino  efprimanil  colle  lettere  Ay  U;  dunque  il  liquo- 
re contenuto  nella  prima  botte  farà  a U -i-  ò A y e nel- 
la feconda  c U + f A : il  liquore  , che  dee  eilrarit 
dalla  prima  botte  pongali  = x , quello  che  dee  eftrar- 
fi  dalla  feconda  ~ y ; farà  dunque  axlf  6xA  + cy  U 
+ f y A zzz  m U + n A:  ma  nella  terza  botte  dee  ef- 
lère  axU  e y U zzz  m Uy  t è x A + f y A zzz  n A\  dun- 
que 4jr-f  cy~  m y t b f y zzzn-,  che  però  x ~ 

fm—cn  , a.n~-mb  - - , 

ed  y = . Se  pongali  a-zz.7  o z=3» 


—cn 

Tf^rb 


4/ — c b 


czzz^y  f-rz  6,  OT  — /i  z:=  d,  fi  troverà  elTere  x zzz , 

5 


^ ±_ 


(20) 


:j^vii.  Quello  metodo  li  può  rendere  generale  nel- 
la maniera  che  fegue . Se  da  più  compoflì,  in  cui  le  quan- 
tità componenti  Ay  By  C fono  nella  ragione  indicata  dal- 
le formole  feguenti  a A b B + cC  , «A  +/5-f- 
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gC\  h A + i B + kCf  fi  prendano  le  quantità  jr , y , z , 
coGcchè  nel  nuovo  compolto  , A,B  fC  fieno  nella  ra> 
gioiie  m,  n,  py 
avremo  axA-\-bxB  + c]tC 

ey  A f y B g y C zzz  m A + n B p C. 

hz  A + i2  B kzC 

Quindi  ne  nal'cono  tre  equazioni  colle  quali  fi  fcioglle 
il  problema  , cioè  y a x A -i-  e y A + h z A — mA  yè  x 3 
-\-fyB  + izBzzznBy  exC-^gyC~i-kx€c=zpC. 
Da  quede  tre  equazioni  fi  cava  facilmente  il  valore 
delle  tre  incognite  x , y , 2 ; e con  qiielto  metodo  fi 
viene  alla  foluzione  di  qualunque  problema  di  fimil  fat- 
ta, per  grande  che  fia  il  numero  delle  quantità  compo- 
nenti un  qualche  mifto  . 1 


CAPO  VII. 

Ri/oluzione  dei  Problemi  /emideterminati  . 

1.  T Problemi  fèmideterminati  propriamente  apparten- 
X gono  alla  clalfe  degl’  indeterminati , non  poten- 
doli in  quelli  avere  tante  equazioni , quante  fono  le  in- 
cognite; nondimeno  col  mettervi  alcune  condizioni  ri- 
cevono un  determinato  numero  di  foluzioni , e qual- 
che volta  ne  anco  quello  . Diciamone  alcuna  colà  , 
perchè  non  giungano  affatto  nuovi  agli  ftudiofi  dell* Al- 
gebra . Fra  le  condizioni , che  vi  fi  polfono  apporre,  con- 
fideriamone  foltanto  di  due  fpezie  : la  prima,  che  i nume- 
ri fiano  interi , e pofitivi  ; la  feconda  , che  fiano  qua- 
drati . Quanto  alla  prima , ridotte  ■ 1’  equazioni  tutte 
ad  una’  lòia , in  cui  fupponiamo  due  elfere  1’  incogni- 
te , conviene  in  mmo  luogo  determinare  i limiti , che 
oltrepalBti  elTenao , una , o più  quantità  diverrebbuno 

ne- 
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negative  ; poi  fi  afiegnino  fucceflìvamente  diverfi  vaia- 
ti ad  una  delle  due  incognite , tali  però  , che  1’  altra 
incògnita  non_debba  eflere  una  frazione  ; e così  fi  avran- 
no tutte  le  fóluzioni  pofiibili.  Spieghiamo  la  cófa  con 
alcuni  efempi  . 

IL  Problema  primo  Si  vogliono  due  numeri  x , y 

tali’,  che  fia  s x — 5y~o»  e perciò  yn:’ — Per 

. ' ' ' . ' 5 . 

evitare  il  numero  negativo  dovrà  eflere  3 jr  > i;  , .cioè 

jir>3,e  per  evitare  le  frazioni  converrà  che  3 9 

pofla  dividerli  perfettamente  per  5 . Or  quei  foli  nu- 
meri poflono  dividerli  perfettamente  per  5 , che  fini- 
fcono  in  zero  , o in  5 : ma  3 x — 9 non  può  termina- 
re in  zero  fe  3 ;t  non  termina  in  p',  ne  3 x — 9 può 
terminare  in  • 5 fe  3 x non  termina  in  4 ; dunque 
quei  foli  numeri  ci  danno  ‘ il  valore  di  x , che  molti- 
plicati éflfendo  per.  3 finifcono  in  9 , ovvero  in  4.  Il  mi- 
nimo di  tutti  quelli  farà  l’S,  dopo  il  1 3,poi  i8  &cc.;  e quin- 
di fi  ricava  il  valore  diyz=3, 6,p  8fc.  come  vedefi  nel- 
la tavoletta  ;~  Notifi  che  i due  va- 
lori di  X,  ed  y formano  due  (ferie 
aritmetiche  crefcenti  : la  differen- 
za della  prima  lèrie  è 5,  della  fe- 
conda 3 ; dal  che  fi  vede , che  po- 
tendo quelle  due  ferie  andare  in  in- 
finito, e tutti  i numeri  che  crefco- 

f 

no  nelle  dette  differenze  Ibddisfacendo  v al  problema 
quello  ha  infinite  lòluzioni.  / . . < 

III.  Problema  fecondo . Si  vogliono  due  numeri 

X , y tali , che  fia  3 x + 2 y ao,  ovvero  x = . 

E’  chiaro  che  eflfere  dee  y < lo , litri  memi  x fareb- 
be un  numero  negativo;  e peschè  y non  fia  negativo, 

E do- 
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dovrà  eflere  x < 7 : e poiché  — non  è una  pura  fra- 

• I * * ^ y 

zione  , così  efporremo  1’  equazione  , x z:;:  6 q-  


= 6 + a 


I — y 


Volendofi  che  dalla  frazione  ne  na- 


fca  un  intero  , e pollo  che  fia  y < io,  facilmente  fi  fco- 
pre  che  y può  avere  quelli  tre  IblI  valori  7,4,1,  a 
cui  corrifpondono  i valori  x :zr  2,4, 
é , i primi  in  ferie  aritmetica  clecre- 
fcente,  la  cui  diiferenza  è 3,  i fe- 


condi in  una  ferie  crefoente  , la  cui 
diiferenza  è 2 , e fono  i foli  numeri , 
che  fckdgono  il  problema,  (zi). . 

' IV.  Problema  terzo  . Le*' coturnici  collano  foldi 
c , i tordi  I , i palferi  ^ ; non  fi  hanno  le  non  che  70 
foUi  , e fi  vorrebl^o  ^comprare  loo  capi  di  quefti 
augelli:  fi  cerca  qu^ti  fe  ne  debbono  comprare  di  ogni 
fpecle  . Pongafi  il  nume- 


ro  delle  coturnici  — x , 
de’  tordi  y,  de’  palTeri, 

•n  z,  e fi  avranno  quelle  due 
equazioni  x + y + zrzioo, 

SJr  + y + T 2 = 70^  : dal- 
la feconda  moltiplicata 
per  2 fi  fottragga  la  pri- 
irta , fiffà  3 X -H  y = 4o , d’' 
onde  fi  deduce  ^ che  dovrà  ) 
elfere  x < 14,  ed  y < 40  . . 

Ciò  fiippóilo,  fi  confuierl 
Iz  forinola  y — 40  — . 

le  pongali  x — 13  farò  ' 
yzz:  j ^ axzi8i6:'fe  ponga- V 
lì  i-t  ,•  farà  ly  ip?  4^  X rz:  84  , 


I 3 y 

= X. 

z=;8d 

«1  I ^ 

' ‘4. 

••  84 

. Il 

/ 

8* 

IO 

. IO 

80 

( 

r -.9 

i3 

78 

.-8 

f 

fJD  C 7^ 

7:n  ' 

t '9 

74 

6 

• 1 

22 

72 

‘ .6 

«5 

70 

4 

*28- 

6Q 

giUl- 

3» 

• 66 

2 q- 


ri' 

1 


'i34--Ir 

.37 


il 

e cosi  diicorrcndo  « 
come 
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come  pnò  oflervarfi  nella  tavola  annertà  . Il  problema 
dunque  può  fcioglierfi  in  13  maniere,  nè  più  , nè  me- 
no , ftoichè  ufcendo  fuori  dei  limici  prefcritii,  i nume- 
ri verranno  ad  eflere  negativi . Si  oflervi , che  i valori 
delle  tre  incognite  formano  tre  Ièri*  aritmetiche  : la 
prima  è decreiceme  colla  differenza  di  i , la  fecon- 
da crd'cente  colla  differenza  di  3 , la  terza  decrelcen- 
te  colla  differenza  2 . 

V.  Problema  quarto.  Trenta,  parte  uomini , parte 

donne  , e parte  ragazzi  pranzarono  inlieme  ; la  Ipefa 
montò  a 7:5  paoli , ma  gli  uomini  ne  pagarono  5 , le 
donne  3 , i ragazzi  a,:  fi  cerca  qual  folfe  il 'numero 
degli  uomini  , delle  donne  , e de’  ragazzi . Pongali  il 
numero  degli  uomini  x , quello  delle  dònne  y , 
quello  de’  ragazzi  z . iiarà  dunque  5jf-|-3y  + 2* 
=r  75 , jr  -H  y -f  2 = so  : fi  moltiplichi  la  feconda  e- 
quazione  per  2 , e fi  fottragga  dalla  prima , e farà  3 r -f- 
y Z12  r 5 t dunque  x < 5 y y < iS  - “ moltiplichi  ora  la 
feconda  equazione  per  3 , e dal  prodotto  ibetraggafi  la 
prima  ; farà  — 2 jr  -f-  a = 15 , e perciò  2 1 5 -t-  a jr  : 

ma'2jr<  io;  dunque  z <'25  . Ora  elTendo  i limiti  di 
X i ptù  riflretti , fi  facciano 
qnefte  due  equazioni  yrr  15 
— 3 X ,•  z = i5  + 2x  . Si 
ponga  X =r  4 , làfà  y 3 , 

2 rz  23 . Quattro  fono  le  io- 
luzioni  che  ammette  il  pro- 
blema , che  formano  tre  prò-  ' 
grellìoni  aritmetiche . (22). 

VI.  Or  diciamo  alcuna  cofa  di  que*  problemi  fol- 
fanto  , ne  quali  fi  chiede  per  condizione  che  i numeri 
fieno  quadrati,  altro  non  permettendo  il  prefente  riftretto . 
Quelli  non  elcludono  i numeri  fratti , ma  fibbene  gl’  ir- 
razionali ; onde  tutta  l’ arte  confile  in  nominare  per  sì 

La  fat- 


x=T4  y=3  r=23 

3 6 21 

® 9 19 

* la  . I7 
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fatto  modo  le  quantità  incognite  , che  fi  tengati  lon- 
tane le  quantità  lorde  . 

VII.  Problema  quinto  . Trovare  due  numeri,  i cui 
quadrati  lòmmati  infienie  diano  un  numero  • anch’  efib 
quadrato  . Ecco  lo  fcioglimento  con  un  metodo  fem- 
plicillìmo  . Se  al  quadrato  m*  — 3 m’  n -r  n*  aggiungali 
l’altro  quadrato  4 in'  n* , farà  la  fomma  m*  4-  3 m’  n’ 
4-  n*  , che  è un  numero  quadrato  ; dunque  i numeri 
cercati  fono  m'  — $ e m n , i cui  quadrati  fommati 

S 

infieme  fono  :::::  m'  4-  • In  fatti  ponendoli  m ^ 

n i,{[  avranno  i due  numeri  quadrati  9 4-  tó  z::  35  . 

Vili.  Colla  ftefla  arte  Iciogliefi  queft’  altro  pro- 
blema. Trovare  due  numeri  tali,  che  dal  quadrato  dell’ 
uno  l'ottraendo  il  quadrato  dell’  altro  , la  differenza 
fia  un  numero  quadrato  . Quelli  faranno  m'  4-  n , w* 
— n , elTendo  la  differenza  de’  loro  quadrati  4 tu'  ^ 
numero  parimente  quadrato  , la  cui  radice  è '2  m n . I 
numeri  cercati  poflbno  eflere  ancora  m'  -j-  n'  f 2 m n f 
che  elevati  elTendo  a quadrato  , hanno  per  differenza 
m*  — 3 m’  n*  4- 11* , la  cui  radice  è m'  — n . 

IX.  Problema  fello.  Trovare  tre  .numeri  tali,  che 
tanto  la  fomma  di  tutti,  quanto  la  fomma  di  due  di 
elfi  quali  che  fianfi  dia  | un  numero  quadrato  . Sieno  Ì 
tre  numeri  , / — 4 !>r , 3 jr  4-  i ; la  fomma  di  tut- 
ti farà  jr’  4-  3 jr  4-  I , la  fomma  del  primo,  e del  fe- 
condo x'  ^ e Ì3.  fomma  del  lècondp  , e del  terzo  x'  — 
c jf  4-  I , che  fono  tutti,  numeri  quadrati  . Dunque  per 
Iciogliere  il -problema  conviene-  dare  ad  x un  tal  va- 
lore , che  ó 4-  I ,’che  è la  fomma  del  primo  , e del 
terzo,  fia  un  numero  quadrato  . Pongafi  6x4-  i — m'  ; 

dunqtie  x ~ — e perciò  i tre  numeri  fono” — 

• -i  . ■ • '.i  -j  it  ,f  > 

• ‘ ».  /i  m* — 
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Si 


m* — ^ 6 m’ + 2 5 + 2 

^6  ’ l"'*’  - ^ '•  ■ ••  ■ 

X.  Problema  fettimo . Sempronio  «ompra  del  vi- 
no di  due  forra  ; il  vino  di  una  vale  8 paoli  la  mi- 
furà , deir  altra  vale  5,  e la  fo m ma  della M'pefa  è'un 
numero  quadrato  , cui  fe  aggiungafi  60, fi  Ha  un  altro 

Quadrato,' la  cui  radice  ' da  il  numero  delle’  mifure 
eir  uno  , e dell’  altro  vino  comprato  da  Sempronio  : 
fi  cerca  quale  fia  il  numero  delle  mifure  ; Pongali  que- 
llo ~jr;  dunque  per  la  condizion  del  problem?,  x' — óo 
farà  il  numéro' de  "paoli  cor’  quali 'fi  è' fatto  la  com- 
pra di  tutto  il  vino,  e qucfto  numero,  come  fi  è det- 
to, ha  da*  eflere  quadrato . Pet  averlo  tale  convien  de- 
finire i limiti  di  ;r . Se  per  comprare  quella  fotta  dj 
vino  che  vale  meno,  cioè  5,  Sempronio  avelTe  sbor- 
fato  il  danaro  x'  — 60,  il*  numero  delle  mifure  fareb- 

fie-r-,  il  quale  dee  elTere  maggior  di  x,  perchè  collo 
- 5 , * 

ilefib  danaro  fi  ha  maggior  numero  di  mifure  del  vi- 
no che  colla  meno , che  del  vino  , porzione  . di  cui 
xofli  più  ; dunque  x’ — '6«>'5x.  Per  confimile  ragio- 
ne farà  ixì  — do  < 8 x ; ' dunque  , abbiamo  x’  — r 5 x 
> 60  , x’  -r-  8x  < 60  , ed  aggiungendo  i quadrati  del- 
la metà  del  coefficiente , farà  x’  — *5  x -f  — > 

4 4 

x’  — 8 X -|-  té  < 76  . Supponiamo  ora  per  trovare  le 
radici  , che  il  primo  quadrato  Ila  maggiore  di-^^  ed 
il  fecondo  quadrato  fia  minore  di  64 , i quali  qua- 
drati perfetti  fono  i più  proffimi  ai  numeri  -^^,e  76, 


che  ‘non  fono  quadrati 


ed 

Ut  I 


avremo  * 


::C 


4 

> 
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> , x’  — 8 X + i6  < 64  , ed  eftratte  le  radici  , 

4 

farà  ^ >i^,x — 4<8,ofia-»>  — =11  , 

i<z  a * 


x<  12.  Travati  duru^ue  i limiti  di  x.  convien  pro- 
curare che  x’  — 60  fia  un  nùmero  quadrato . Si  fup- 

% 

ponga x*^ — 60  “ X — yz:rx* — cixy-f-y*,  farà  xr= 

: ma  x dee  eiTere  maggiore  di  1 1 , e minore 
2y 

4 

di  12  i 

Per  la  prima  di  quelle  condizioni  y — n > 121  — 69 

=r6i(23'};fuppongafi  y — 11  > 64  , far^  y — 1 1 > 8, 
ed  y > rp  . EflTendo  poi  la  feconda  condizione 

y — 1 144 — 60  — 84,  fe  fuppongafi  y — 1 2 <8r, 

iàrà-y — i2  < 9 , ed  y < 21  . Ora  poiché  y è mag- 
giore di  ip  , e minore  di  21  , vediamo  fe  ponendolo  nz  20 
fi  fciolga  il  problema.  Dovrà  dunque  eflère  x’ — 60 

* , , r 460 I 

=ZX  — 4-J  —7  40  X +-^400,0  ha-»— I . 

Convien  dunque  dire,  che  il  numero  delle  milùre  Ha  n 

il  cui  quadrato  è"--,  da  cui  In  fatti  fottraendo 
2-72*  ^ > . 4 


dunque  il  valore  di  ^ ^ fta  fra  1’  1 1 , el  1 2, 
^ ^ 2y 


cui  radice  è 


il  refiduo  , numero  quadrato  , la 

— ; '•  dunque  ' il  sumero'  de  paoli  è 


j * t • Il  I 

XI.  Refta  ora  da  trovare  il  numero  delle  mifure  di 
ciafcuna forte . U numero  di, quelle  che  coftan  5 
ftrà  il  loro  valore  5 z ; il  numero  delle  altre  farà  necel- 

fa- 
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lariamente  ii  — z , ed  il  valore  corrifpondente 

' ^ 

^ 5 2 , e perciò  il  prezzo  di  tutte  infieme  93  3 z : 

ma  quello  efler"  dee  «dunque  p3 — ^3  z 

e però  3 z = 19—  , e z r=  numero'delle 

mifure  di  cui  ciafcuna  c del  valore  di  5 ..  Se  quello 

numero  Ibttraggafi  da  1 1 refiduo  farà  4— , che 

è il  numero"  delle  altre  . Di  quelli  problemi , i quali  co- 
me ognuno  vede  richiedono  non  piccola  ii^ullria  , ol- 
tre DioCintiO , ed  >i  Commentatori  di  lui  Xilandro  ^ Ba- 
chet  , ,e  Fermar  , ne  hanno  con  ingegno  trattato  Pre- 
fteto  , Ozanana  , e,  Sonderfon . 

./  i'  ■ ' 


. . f.  , f.' 

Cofiruti^nt 


, G . At  P , O Vili. 

dti  ■ Problemi  geometrici  determinati  del 
l'\  r •'  « Jecond»  grado. 


primoy 


Ji  /Quando  abbiafi  in  animo  applicare  1’  operazioni 
aùebraiche  alla  foluzione  de’  problemi  geo- 
metriu  i fa  d*^  nopo  • efpriinere  le  quantità  di  que- 
lli per  le  lettere  ' dell’*  Alfabeto'  , indi,  far  palTaggio 
all’ equazióni  colP  aiuto  delle  condizioni  del  proble- 
ma  . Quelle  a tal  fine  fi  dovranno  attentamente  conft- 
jderaxe  y imperciocché  quantunque  non  (ia  cofa  difficile 
qualche  fiati  ottenere  1’  equazioni  che  li  defiderano , 
ÓKm  di  rado,  tutta  volta  accade , , che  a ciò  fi  ric^g- 
ga  rifleffione  , ed  artificio  , come  condurre  papallele  , 
alzare  perpendicolari  , formare  angoli  , delineare  cir- 

coll, 
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coli  ; conviene  ancora  rivolgerfi  a’ triangoli  fimlU  , agli 
angoli  coftanti  , al  celebre  teorema  pittagorico  , cioè 
alla  prop.  47  -del  Kb.' 'f.  di  Euclide  &cc.  iNe  havvi  re- 
goli .generale.  che  pqflai,&rfci, la. fcqrta  , , onde  tutte  le 
Iperanze  fono  nell'erercizi'o  4 e nell’ Ihduflria  . " ‘ * 

. Se  r e(jùazioni  ritrovate  non  paflano  il  grado 

lecondo  , ^ fanno  già  feiorre  [ cioè  fi  sà  determinare  il 
valore  deir  incogfirti  ’éfpreffb  con  Iole  rjuantità  cogni- 
te ; non  per-  tanto;,  tratpndofi  ,di^  problemi  geometrici 
r operazione  è ^compita  , bifogna  inoltre' éfpnmere  con 
quantità  geometriche  il  valore  algebralco  dell’ incogni- 
ta , il  che  non  effendo  lènza  dillicoltà'J^  perciò  daremo 
alcune  regole  / che  vengono ‘lotto  Kb  nome  di  cofitm- 
ziuììi , 0 ìnoghì  gtdmetrWt^  de’  quali'  a quelto  capo  appar- 
tengono fo!  quelli  del  primo|  e fecondo  grado.  . ’-K 

III.  Come  nelle  equazioni  di  primo  grado  il  va- 
lore analitico  dell’incognita  s’ ottiene,  colla  fomma  , 
colla  fottrazione , moltiplicazione  , e divilìone  , cosi  il 
valor  geometrico  s’ottiene  colla  fomma  e fottrazio- 
ne delle  linee  , o al  piò  col  ritrovare  la  terza  , o la 
quarta  proporzionale.  Sia  r z±:  « — - e : dalla' ibm- 

ma  delie  due  rette  ^ -f  c fottratta  il  refiduo  farà  1’ 


incognita  x . Sia  — : colle  operazioni  geometri- 


J 


che  volgari  dopo  Ip  re^te-c,  a , i li  rij^rovi  la  quarta 
proporzionale  , e qtìelja,iàr^*  li  jr  ; pégcKè  dovendo  ellère 
il  rettangolo  di  c in  quella,  quarta  proporzionale,  ugua- 
le al  rettangolo  di  a in  , farà  quella  quarta  propor- 
zionale ine  — aèf  e perciò  farà  èfla  m *—  jr  . Sia 

li-..  1 f i j 


(C- 


hb. 


d.:.  ; 


!il  ha meratóre  di 'quella 'frazione  fi  può 


rifolvere  in  due  fattori  c~^i  y c + b y 'onde  fia  x :z: 

"7+T’ 
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t:  fi  ritrovi  la  quarta  proporzionale  dopo 

c — d' 

Ig  jpg  rette  c ^ ^ i i c -J-  c quella  lara  1 x . Sia 

^ — : fi  trovi  la  quarta  proporzionale  dopo 

c « 


le  tre  rette  c , <r,  A , che  chiamo  /,  dipoi  fi  determi- 
ni r altra  dopo  le  tre  rette  n , ^ , d,  che  chiamo  e 
farà  x-=.f-\-gi  cioè  uguale  alla  ' fbmraa  delle  due 

rette /+^.  r • 

iv.  Quando  il  numeratore  della  trazione  non  può 

rifolverfi  in  due  fattori  lineari , allora  vi  è bifogno  di 


ouakhe  artifìcio . Sìa  x = : fi  prenda  una  ret- 

ta  d’  uno  dei  due  termini  del  numeratore , per  efempio 
« , e fi  trovi  la  quarta  proporzionale* dòpo  guefta,e  le 
dUe  rette  e , (t  dell’  altro  termine^  che  chiamo  /;  ia- 

ri  a f c et  , e quindi  ' jf  ~ ^ » dopo  /n-fn, 

^ + /,<r,  trovata  la  quarta-  proporzionale  , avremo  la 

X.  Sia  x=z-^/’^-  ; quella  frazione  fi  può  confiderare 
ab  m * 


come  il  prodotto  delle  due  frazioni  ■^l'  ^^divifo  per 
m '.  fi  trovino  le  due  quarte  prbporziónali' ^ l*j 


m 


prima  delle  quali  chiamo  p , l’ altra  g , e farà  x 
trovata  poi  dopo  le  tre  rette  m , p , y la'  quatta  propor- 
zionale', farà  quella  la  jt  , Sia  jt  zz:  j ; avremo  » 


— — + ~ : fi  trovino  le'  due  terze  coittinue  propor- 

M ZIO' 


B B 
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zioiiali  dopo  c , tf  , e dopo  c , la  fomma  loro  farà  la 
a he — def 


Sia  X ~ 


fi  faccia  e f ~ a m , g k ~ a n. 


gh  + ki 

, . • I > /■  1 , • ^h  c — a,  d m 

k i — A Pf  acciocché  lia  1 equazione  x — , 

an  a p 

he  — d m j. 

cioè  X ~ ~~T~  ■'  nuovo  d m~b  q ^ 


n +/>•. 


acciocché  fia  x 


_2_  h d — h q • 


, e fi  troverà  finalmente  la  x 


quarta  proporzionale  dopo  le  rette  n + /; , c — q , Le 
rette  m ^ n , p\  q fi' determinano  col  ritrovare  le  quarte 

proporzionali  ; così  per  efempio  farà  m ~ quarta 

' ^ 

proporzionale  dopo  le  rette  a , r ,/,  e lo  ftefifo  fi  intende 
tacilmente  deU’  altre  ‘ ^ 

V.  Si  ofTervi,  che  in  tutti  gli  addotti  efempi 
diméiafioni  nel  termini  del  numeratore  lòno  d’  un  gra- 
do fuperiore  alle  dimenfioni  del  denominatore  ; ma 
lèmpre  ciò|^  non'  fi  verifica  , perchè  avviene  che  alle 
Volte  nei  tcrmlnlfdcl  numeratore  fiavi  ugual  numero 
di  letteré,  alle- volte  - minore che ' nel  denominatore  , 

dome'  farebbe  in  -4-  « — ^ nel  qual  cafo  a non  fmar- 
b n n 

r^fi  è da_  fapere^  òhe  ciò  luccede  quando  tra  le  rette 
appartenenti al’  problema  ' o ve  n’  è una  arbitraria, 
che  'fi ’ confiderà,,  unità,  o ve  m’  è nna  denomi- 

nata doli*  unità  i’  ónde  quante  dimenzioni  mancano  al 
bilógno , altrettante , d^'bboao  efière  rimeffe  dall’  unità  : 
* « ‘ à'  ì-  ^ . a a.  I 

co^  per  .trovare  < r^tta,^-y  li^  laccia  , per 

ttcJvape  ^ - la-  Tetta fi  i ponga!  ^er  là 

nn  ro  n ,i 

retta i, fi  fcri^i- 

. 9 

•} 


I ri  ■+  f7  ;j  . .1  - . . 

— *y  e per  ì s m- 
y y q-  r r ^ 

ten- 
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tende  una  retta  arbitraria  , ovvero  .qviella  deoominata 
i,come  fi  rileverà  dal  problema,  e poi  fi  operi  al  fb- 
lito  : lo  ftefib  milita  fé  le  dimenfioni  necelTarie  man- 
cano nel  denominatore  . Con  quelli  metodi  fenza  dub- 
bio verremo  al  pofleflb  di  tutti  i valori  geometrici 
corrilpondenti  ai  valori  analitici  nelle  equazioni  del 
primo  grado  . 

VI.  Rivolgendoci  ora  alle  equazioni  del  fecondo 
grado  , comecché  quelle  fi  fciolgono  colla  ellrazione 
delle  radici  quadrate,  contenendo  perciò  il  valore  dell’ 
incognita  quantità  radicali  del  lècondo  grado  , fa  di 
meftxere  infegnare  come  quelle  geometricamente  fi  ef- 

primano  . Sia  x \Z^Tb'-  fi  alzi  a quadrato,  e làrà  xx  ~ 

a b ; dufique  farà  a:  x:\  xib  perciò  or , o fia  \/V~b  farà 
inedia  proporzionale  fra  , e b\  la  quale  fi  ritrovi  coi 

foliti  metodi  geometrici . 

^ \ 

VII.  Sia  X ~ \/a  a 

tano_,  ad  angolo  retto  le  due  linee, rette  ABy  SC,  e 
fia  A B — a,  B C — b\  e fi  conduca  A C.  Per  la  pro- 
pofizione  47  del  libro  primo  di  Euclide  farà  il  qua- 
drato A C*  z^A  B* B C'  , fi  quindi  ! farà  • .4  C’ zr:  « « 

+ b b^  e la  A C’ , cioè  A C p uguale  a V”  aa-{-  b b ; 
farà  dunque  x uguafe  "ad/.^  C , cioè  uguale  all’  ipor 
tenufa  del  triangolo  rettangolo,  i cateti  di  cui  fono  le 

rette  a,e  b . _ 

VIIL  .Sia  X — s/  cc — aa , Si  delcriva  il  femicir- 
colo  ACB  Tjv.I.  ) col  diametro  AB  ugual? 

alla  retta  c , e fatto  centro  in  B , coll’  intervallo\B  C 
uguale  alla  retta  à fi  delinei  un'  arco, .che  leghi  il 
femicircolo  in  T,  e ft^tiri  la  C A.  Per  la  prop.  31  del 
lib.  3.  di  Euclide  l’angolo  ACB  è retto;  dunque  per 
la  47  del  lib.  i . fari  AB'=:  A + cioè  A 

Ma  = 
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“ A f’;  dunque  c e — a azz:  A C*  y ed  in  confeguen- 

za  xzzz\/ A C'~AC.  Altro  adunque  non  è v/cc — m 
fe  non  fe  il  lato  del  triangolo  rettangolo , 1’  ipotenu- 
fa  di  cui  è uguale  a c , ed  un  cateto  uguale  ad  a . Le 
tre  formule  fin  qui  coftruite  fono  generali , ed  a que- 
lle fi  riducono  con  picciola  indultria  tutte  le  radici 

quadratiche  . / ~i 

IX-  Sia  X ~y  -g-  c d \ quella  fi  può  ridurre 

alla  prima  formula  nella  maniera  che  legne  . Si  faccia 

col  ritrovare  la  terza  continua  proporziona- 

le  dopo  ^ , ed  4 e colla  foftituzione  fi  otterrà  x =z 
\/Tf-fTd  : fi  ponga f d~fgy  determinando  la  retta  g 
col  trovare  la  quarta  proporzionale  dopo  / , c , d , e fat- 
ta^ di  nuovo  la  follituzione , farà  x — = 

//•  * S ì ^ quindi  x farà  media  proporzionale  tra 
le  due  rette  /,ed  a.+  g:.  Si  rifletta, che  fi  poteva  co- 
ftruire  la  formula  dopo  che  fi  ottenne  colla  prima  fo- 

llituzione  x = ^/ITf  -k^cdy  col  trovare  due  medie  pro- 
porzionali tra  4 , /,  e tra  c,  d,  e con  mettere  quel- 
le ad  angolo,  retto  ; imperciocché  condotta  T ipoteau- 

\ » - f ’ • 

fa , farebbe  quella  uguale  a d . 

X.  Sia  xzzv^ua-i-Bc',  polla  bc~nn,  farà  x^zz. 
4 4 -H  nn . Sia  X zz:  \/  a a bh  — cc  — nn  : fi  fàccia 


4 a-Y  b bzzffyC  e + nnz=  g gy  e {in.  x =z  y/ff—g  gy  1% 
quale' fornuila  è ]a  terza  generale.  Sia  x'zz^ 

\/  A a c*’  b^  fi  faccia  bb  zzlc  fy  farà  b"~  c c ffy 

t ~ c*  P c*  zzz  e y'  f f -f'cc  per  lo  §.  17- 

del 
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del  Gap.  3 : di  nuovo  fi  faccia  ~g , fari 

— c g \ dunque  x z^z^/UlT+Tg  , la  quale  fi 
sà  cofiruire. 

XI.  Avvertali  , che  le  dimenfioni  delle  quamiii 
efifienti  fiotto  il  legno  radicale  quadratico  debbono  el- 
fiere  due  , perchè  così  leftratte  le  radici  fi  trova  una 
q^uantità  lineare  uguale  ad  x ; e fie  qualche  termine  fol- 
le el'prelTo  con  frazione  , allora  la  dimenfione  del  nu- 
meratore meno  quella  del  denominatore  dee  elfe- 
re  fimilmente  del  lècondo  grado  . Tal  condizione  non 
può  mancare  , purché  nel  problema  non  fiavi  qualche 
retta  arbitraria^o  qualcuna  denominata  1 , nel  qual  ca- 
fio  fi  fupplificano  le  dimenfioni  necelTarie  , come  fi  è 
fatto  trattando  della  collruzione  delle  equazioni  del 
primo  grado. 

XIL  Quantunque  le  cofie  fin  qui  dette  fiaao  ba- 
lìévoli  alla  collruzione  geometrica  di  qualunque  valo- 
re analitico  o lineare  , o radicale  del  grado  lècondo; 
ciò  non  ofiante  fipefib  fi  urta  in  cofiruzioni  lunghe  , e 
poco  eleganti,  le  quali  per  altro  fi  polTono  evitare  col 
ben  confiderare  le  circoltanze  del  problema  , col  lo  fice- 
gliere  certe  linee  , certe  pofizioni  di  rette  , certi  an- 
goli , che  fanno  più  al  propofito  ; al  che  il  fiolo  elèr- 
cizio  , t la  fola  induliria  può  fiervire  di  guida  . 

XIII.  A rendere  manifefto  quanto  vaglia  fi  indù* 
Uria  in  quefte  materie  , efiponiamo  un  altro  metodo  di 
cofiruire  l’ equazioni  del  iècondo  grado  , di  cui  n’  c 
1’  Autore  il  dottifiìmo  Rabuelio  . Si  ha  dalla  Geome- 
tria, ( FIg.3.  Tév.I.  ) che  fie  la  linea  G H leghi  i due 
circoli  concentrici  ABC  ^ G //  jP,  la  porzione  G A com- 

frefia  tra  i due  perimetri  da  una  parte  . fiia  uguale  al- 
a porzione  B H comprefia  tra  i medenmi  dall’  altra  . 
Ciò  pofto,  per  coftruire  i’ equazione  z z — a z— 

tira- 
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tirate  a capriccio  le  due  rette  E F , G H y che  fi  fe- 
ghino  nel  punto  A , e prel'a  in  una  \z  A B — ì e nell 
altra  \z  A F b , cJ  F C ~ e , per  i tre  punti  Ay  fl,  C 
li  delinei  un  circolo  , il  cui  centro  fia  D : poi  coll  in- 
tervallo D F fi  deferiva  un  altro  circolo  concentri^ 
al  primo  , il  quale  legherà  A B nei  punti  G y H y ed 
A C in  E : dico , che  A H farà  la  radice  pofitiva  , ed 
A G la  negativa  della  propella  equazione.  Imperocché  ab- 
biamo A E — F C ~ c ; dunque  il  rettangolo  E A F 
b c : inoltre  chiamata  A H nc  r , farà  G A — BH  — 
3 — , ed  il  rettangolo  G A H m z z — 4 z I onde  la- 

ri zz  — a z ~ b c per  la  35  prop.  di  Euclide  del  ^‘^-  3 » 
che  è appunto  la  propella  equazione  : e fe  fi  chia- 
mi AGz=z  — 3 , {zr^AH  — a — z , ed  il  rettangolo 
G A H zn  zz  — a zz=ib  c y come  lòpra  ; adunque  A Hy 
td  A G fono  le  due  radici  r,  e — z della  propofta  e- 

quazione  . Se  fi  abbia  da  collruire  z z a z zz:  b c ,la 

collru zinne  è la  llelTa  con  quella  fola  ditferenza  y che 

A G è \z  radice  polltiva  y A H ìz  negativa.  

XIV.  Sia  da  collruirfi  l’equazione  zz  — « z 
— ^ ).  Condotte  a qualunque  angolo  le 

rette  A B y A Cy  nella  prima  ft  prenda  A È zz  a y nella 
lèconda  AFzzbytdFCzzcy  e per  i tre  punti 
C fi  deferiva  un  cerchio,  il  centro  di  cui  fra  D : coll 
intervallo  D F fi  delinei  un  altro  cerchio-,  che  leghe- 
rà la  retta  A B nei  punti  (?,//,  e la  retta  A C in  E : 

dico  , che  le  due  A H y e^d  A G fono  le  due  radici  po- 

litive  della  noflra  equazione  , il  che  fi  dimollra  come 
fopra  . La  llefla  collru zinne  ferve  per  1’  equazioi^ 
3 3 4-  a zzz  - — b Cy  col  divario  , che  \t  A H y ed  AG 

, ~ aa. 

faranno  radici  negative  . In  quella  avviene  che  le 
<.  b c y il  circolo  deferitto  col  raggio  D F non  feghi 

la 
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la  retta  ^^5(24);  il  che  indica  eflere  immaginarie  le 
radici  della  propolia  equazione  , e per  ciò  elFere  im- 
polJibile  la  lòluzione  del  problema  . 


Si  /dolgono  alcuni  Problemi  geometrici  determinati 

; di  prima  , e di  fecondo  grado  . 

« *»  * ' . 

T jR.oblema  primo  . Eflendo  data  la  retta  A B 
JL  [Fig.^Sav.i.'^  divila  in  C comunque  fiali,  con- 
viene allungarla  verlo  E per  tal  modo , che  il  rettangolo 
A EB  fia  eguale  al  quadrato  C E . Pongafi  A B ~ a , 
C B :zz  b , e l’incognita  B E zzz  x . Dovendo  eflere  A E. 

•E  B rr:  C E^ , larà  a -|-  jr  . ^ rz:  ^ x , cioè  a x -{■  x x 
“ E + 1 b X + x^  ^ oflaaAT  — 1 b x b b , onde 

X zzz  ^ ; è dunque  a — ib  : b : b : x ^ la  quale 

analogia  dimoftra  , che  l’ incognita  B E~  x è la  ter- 
■zz  proporzionale  ad  a c b,tc  b . Quindi  ne  nafee  que- 
lla coftruzione  . 

IL  Si  prenda  C D ~ b^  affinchè  fia  AD  — a — 
9,b  ; dai  punti  C ^ B ii  alzino  due  parallele  C L ^ B //, 
la  prima  delle  <juali  fia  — A D , V altra  rz:  C , ed  i 
punti  LyB  fi  congiungano  colla  retta  LB  : % quella  li 
tiri  una  parallela  H E ^ che  concorra  colla  retta  A B 
prodotta  nel  punto  E ; quella  determinerà  l’ incogni- 
ta B E che  a cercava  . Poiché  eflendo  limili  i tri- 
angoli LCB^HBEy  farà  C L — a — ib:C  B~b:: 

B IJ—b:  B E~-^-  — 

‘ . . ' 4 — e p • , . .1  , 

/ III.  :Si  dimoftra  anche  / col  metodo  .flntetico . Per 
la  xollruzione  t AD  —C  L :D  C ~ C B C B ~ B H: 

BEi 


/ 
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li  E ; dunque  componendo 
A C : C B : : CE.:  B E ^ ed  alternando 

A C : C E : : C B : B B f e componendo 

A E : CE::  CE:  B E;  dunque  CE  è media  propor- 
zionale fra  A E ytB  E \ dunque  E . B E — CE'  , il 

che  doveafì  di  moli  rare  . 

IV.  Qui  fi  vogliono  fare  alcune  oflèrvazioni . Ef- 

fcndo  ò < — > il  punto  D lempre  caclerà  tra/?,  e C,  ed 

allora  ha  fempre  luogo  la  noftra  coftruzione  ; ma  fe 

folfe  6 — il  punto  D caderà  in  Aj  e farày?  Dzzzot 

e perciò  anche  CL  — o ^ ed  il  punto  L caderà  in  C , 
e la  retta  L R giacerà  fu  la  retta  C B ; dunque  H E 
parallela  zd  L B non  li  incontrerà  mai  colla  rtttz  A B . 

Finalmente  efiendo  ^ , il  punto  D caderà  oltre 

il  punto  , e la  linei  A D , comecché  fotto  il  zero , 
farà  negativa  , e perciò  la  CZ,  dovrà  dal  punto  C con- 
durli nella  parte  oppofia  alla  CL  polltiva  , cioè  lotto 
AB  , dal  che  ne  verrà  , che  HE  parallela  ad  LB 
taglierà  la  linea  AB  nella  parte  oppofta  , cioè  dalla 
parte  del  punto  A. 

V.  Problema  fecondo . Dati  due  circoli,  i cui  cen- 
tri fono  A y B ^ { Fig.  6.  Tav.  /.  ) tirare  una  linea 
che  gli  tocchi  amendue  . Sia  CD  la  tangente  bra- 
mata , che  fi  incontri  colla  linea  A B nel  punto  -E:  fi  ti- 
rino ai  punti  del  contatto  le  perpendicolari  ACy  BD^e 

pongafi  AB  — ayACr=zRy  BD=  r,  B E~x:  ef- 
fendo  retti  gli  angoli  T,  D,  i raggi  A Cy  B D faranno  pa- 
ralleli; dunque  fono  fimili  ì triangoli  E ^ C,  E B £> , e 
farà  K : r : : 4 -|- X : JT , e dividendo  R — r:r:  : a:  x .Tiì 
qui  fi  ha  una  facililEma  coflruzione  . Si  tirino  comun- 
que 
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que  due  raggi  A L ^ BM,  purché  fieno  paralleli  , ed 
i punti  i , M fi  congiungano  colla  retta  LM , che  con- 
tinuata dalla  parte  M taglierà  la  retta  AB  in  £ , e 
quello  farà  il  punto  d’  onde  la  tangente  tirata  ad  un 
circolo,  farà  tangente  ancora  dell’  altro,  e fcioglierà 
il  problema  ; poiché  elTendo  fimili  i triangoli  E A L ^ 
EBMf  farà  LA:  MB::  AE:BE)  dunque  dividen- 
do L A~M  B:MB::AB:BEyO  fia  R — r;  r::a:BE 

X. 

VI.  E'  chiaro  che  dal  punto  E potrà  tirarli  un* 
altra  tangente  E d , che  farà  tangente  dell’  altro  cir- 
colo nel  punto  c.  E’  chiaro  ancora  che  quella  folu- 
zione  é buona  per  tutti  i circoli , che  hanno  i diame- 
tri difuguali , nel  qual  cafo  la  tangente  comune  con- 
corre colla  linea , che  congiunge  i due  centri  dalla 
parte  del  circolo  minore  : che  fe  i circoli  folfero  ugua- 
li, divenendo  allora  la  tangente  parallela  alla  linea  A 5, 
il  punto  E farà  infinitamente  dillante  ; ma  in  quella 
ÌTOteli  li  rende  più  facile  la  foluzione  ; poiché  allora 
il  raggio  perpendicolare  alla  linea  AB  in  A,  dove  ta- 
glia la  circonferenza , ivi  determina  il  punto  da  cui 
Il  dee  tirare  la  tangente  comune  . 

VII.  Sebbene  dal  punto  E non  polTano  tirarli  piu 
di  due  tangenti , non  fi  creda  però  che  due  foltanto 
fieno  le  l’oluzioni  del  problema  ; perciocché  due  al- 
tre tangenti  polTono  tirarli  da  un  punto  F pollo  frali, 
ed  A : nel  qual  cafo  ponendo  B F x ^ facilmente  fi 
vedrà  elTere  R:r::a  — x:  x ^ e componendo  R + r: 
r ::  a : X , Ora  producendo  il  raggio  MB  in  IV , e con- 
giungendo i due  punti  L , N colla  linea  Z,  IV , il  pun- 
to F in  cui  quella  taglia  A B farà  quello , da  cui  ti- 
rando le  tangenti  ad  un  de  circoli , laran  tangenti  an- 
cor deir  altro,  e le  due  nuove  tangenti  faranno  K fi . 
k H.  Dal  che  fi  vede,  che  quello  problema  benché  fi 

N ef- 
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efpriina  con  una  equazione  di  primo  grado  , pure  ù 
ritrova  avere  quattro  diverfe  foluzioni  : le  due  che 
da  il  punto  F lono  immaginarie  le  i circoli  li  tagli- 
no ; le  poi  un  cerchio  cada  dentro  T altro  fono  im- 
maginarie tutte  quante  . 

Vili,  Problema  terzo  . Dato  il  cerchio  A E F , 
{Fig.  7.  T dv.l.')  e fuori  di  elTo  il  punto  B congiunto  col 
centro  dalla  retta  C B y a cui  è perpendicolare  B D , 
fi  cerca  in  quella  un  punto  D tale  , che  tirando  dal  cen- 
tro la  linea  CD,  fia  hD  E = DB  . Pongafi  il  raggio 
C A— VyBA~ayDB~DE~x;  farà  C B—r-^-ay 
C D zz:  r + X . EflTendo  retto  1’  angolo  B , è C D'zzz 

’ t ) 

C B*  D B*  y o fia  r -h  Jr  n:  r a -i-  x x y o fia  rr 
+ 2 r X -r  X X — r r + 1 r a + a a -{■  X X , O fia  arx 
~ira  + a a j donde  fi  ha  quella  proporzione  2 r:  2 r 
~h  a : : a : X . 

IX.  Quelli  termini  analitici  ci  portano  ad  un» 
elegante  collruzione  . Producendo  il  raggio  A C fino 
al  punto  F della  circonferenza  , farà  F A zzz  2 r y F B 
~2r+a-,  alzando  dunque  fulla  retta  AB  la  perpen- 
dicolare AG~AB—ay  e congiunti  i punti  FyG  col- 
la retta  F G , quella  linea  prodotta  che  fia  , taglierà 
la  retta  B D nel  punto  D , che  fi  cercava  . Poiché  per 
la  fomiglianza  de’  triangoli  farà  FA  — 2r:FB~2  r 
-i-  a : : A G ~ a : B D — x ; dunque  tirata  la  linea  CDy 
farà  la  D£  , comprefa  fra  il  punto  D ed  il  cerchio  , 
uguale  ?i  DB  . 

X.  Il  Problema  potrebbe  proporfi  più  generalmen- 
te così  . Stante  le  dette  condizioni,  trovare  un  punto  Dy 
a cui  tirata  la  linea  CD,  fia  D B:  D E::a:  n.  Allora 

ponendo  DBzzz  x,  l'arà  D E , e CD  = r + -^; 

e per- 
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e perciò  effendo  retto  l’ angolo  B , farà  r + — 

r + <1  + jr’,  dalla  quale  equazione,  ufando  de’  foliti  me- 
todi, fi  trarrebbe  il  valore  di  jr , che  farebbe  jr  — + 

( n*a*  + 2n*ti^r  — a*  — 3 a*  r -f- n’ a’ r’  )-  — ngr  ^ 

' ri 

n — a 

può  quindi  ricavare  la  coftruzione  , ma  faria  poco  fem- 
plice,  onde  volendo  aver  riguardo  alla  eleganza,  rivol- 
giamo l’animo  ad  un  altro  genere  di  analifi. 

XI.  Suppongali  che  la  linea  C E D [Fig.i.Tav.I.) 
ci  dia  la  foluzione  del  problema.  Si  tiri  il  raggio  CO 
parallelo  alla  retta  B D ^ i cui  per  lo  punto  E fi  tiri 
la  perpendicolare  FEG,  e la  parallela  S/f.  Chiami- 
li CB—FG— Ut  il  raggio  — r,  FB  zzi  E H x yEF 

y , onde  farà  E G zz:  H Czz  a — y : ed  efiendo  CH  : 

E H::C  B : DB  , farà  « — y : jr  : ; <i  ; D B zz  — - ; 

a — y 

dunque  D Fzz-^ xzz--^  : e per  la  fomiglian- 

a — y a — y ° 

aa  de’  triangoli  C E G j D E F f è C G : C E : : D F: 

D E ; dunque  x ; r ; ; - :D  E zz  — . Ora  per  la 

a—y  a — y 

condizion  del  problema  D B : DE  : : a : n ; dunque 
AX  r y 

■ : ■ — ; ; 4 : n , o ita  4x  : ry  : : 4 ; « . 

y y 

XII.  In  vigor  di  quella  analogia  fi  potrebbe  fare 

Iparire  una  delle  due  incognite  , giacché  elTendo  C E* 
= C //*  -i-  £ , abbiamo  quell’  altra  equazione  r r zzi 

— ■ 1 

4 — y -f-  X X , ma  quello  metodo  ci  porterebbe  ad  una 
equazione  di  fecondo  grado  , e la  coftruzione  ne  riu- 
fcirebbe  alquanto  intrigata  ; onde  per  averla  più  fem- 

N 3 pli- 
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plke  battiamo  un  altra  ftrada  . Eflendo  F B~x:  FE  — 
^ : r : n (25)  , dal  punto  O tirata  la  linea  O M parallela  a 
C onde  fia  M li  ~ r , fi  prenda  nella  linea  O M la  par- 
te M N ~ n y e fi  congiungano  i due  punti  B , N col- 
la linea  B H : da  quale  che  fiafi  punto  della  retta  B N d 
tiri  una  normale  ad  M S , come  per  efempio  Q.  -P , farà 
fempre  PB:  PQ^::r:n\  dunque  il  punto  E farà  ne- 
ceflariamente  nella  linea  B IV  ; ma  quello  ftelTo  punto 
dee  elTere  nella  circonferenza  del  circolo  ; dunque  fa- 
rà dove  li  tagliano  il  circolo, e la  linea  B N\  dunque 
le  per  lo  punto  E fi  tiri  la  linea  CED  , farà  quella 
la  linea  cercata  . 

XIII.  Ma  lì  vogliono  divifare  alquanto  le  varie  de- 
terminazioni . Dal  punto  B ( Fig.  9.  Tav.  /.  ) li  tiri  la 
tangente  B , la  quale  producendofi  taglierà  O M la 
L ; farà  X Bz:zy/ aa  — ir  r , il  che  è evidente  tirato  che 
fiali  il  raggio  C K . Di  più  i triangoli  B KCy  LM.B  fono 
fimili  ; dunque  K C : K B ::M  B:M  L \ ma  K CczzM  B; 

dunque  M L z:zKB  —\/  a a — rr.  Sicché  elTendo 

v/  A4 — rvy  la  linea  B.  N palTa  ad  elTere  la  linea  B L, 
e tocca  il  circolo  , e fi  ha  foltanto  una  loluzion  del 

problema.  Se /i  <\/ a a — rr.  Come' per  efempio M 2 /V, 
allora  B 2 N non  incontrando  mai  il  circolo  , tutte 
le  foluzioni  làranno  immaginarie  . Se  poi  folte  n '> 

a a — rr,ma-<<i,  come  M Ny  dz  B N li  avranno  due 
foluzioni,  avendofi  Ny  ed  £,  due  interfecazioui  del  circo- 
lo fra  i punti  O,  cd  A . Se  pongali  n~A , cioè  — O M ^ 
correndo  allora  la  proporzion  d’uguaglianza,  oltre  il 
punto  che  abbiamo  trovato  nel  problema  fciolto  di 
lòpra,  vi  farà  ancora  il  punto  O,  per  cui,  tirata  elTen- 
do  la  linea  C O,  va  quella  all’  infinito  lènza  mai  in- 
coutrarfi  colla,  linea  B M , e cosi  le  liuee  , le  quali 

deo- 


Digilized  by  Googlc 


CAPO  IX. 


^OI 


deono  efTere  uguali  divengono  infinite . Se  finalmente 
farà  n>-  a j come  M 3 iV,  tirando  la  linea  ii  3 iV,  quella 
taglierà  il  circolo  fra  i puntici,  O in  3 £,  la  qual  inter- 
fecazione  ci  dà  una  foluzione  Somigliante  alle  prime; 
e la  taglierà  ancora  nel  punto  I di  là  dal  punti  AT,  O, 
da  cui  tirata  la  linea  I C , che  palli  pel  centro  , e s’ 
incontri  colla  linea  MB  in  R,  fi  dimoftra  , che  farà 
B R:  R J i:  B C : M 5 N : : a : n (26)  ; e 1’  efprellìonl  del- 
le due  rette  B R,  R 7,  che  fono  — — — , — , per  ef- 

^ a — y a — y 

fere  >>«,  faranno  negative. 

XIV.  Chi  porrà  mente  a <i^aefta  analifi,  vedrà  che 
clTa  è di  un’  ampliflìma  eftenfione  ; imperciocché  non 
è neceflario  che  l’angolo  MB  C fia  retto  (R/g.S.") , ma 
balla  che  le  linee  M O ^ F G,P  fieno  parallele  B C. 
OlTervifi  ancora  1’  arte  onde  mediante'  la  interlècazio- 
ne  del  circolo  , e di  una  retta  fi  perviene  a quella  ele- 
gante collruzione.  Si  fatti  metodi  fono  utilifiìmi  allo- 
ra quando  nel  problema  vien  dato  un  circolo. 

XV.  Noi  abbiamo  Seguite  quelle  traccie  partico- 

larmente per  manifellare  gli  artihcn  dell’  anaKn  ,•  poi- 
ché a prima  villa  non  Sempre  vien  fatto  di  fcorgere  il 
metodo  più  femplice;  del  rimanente  quello  problema 
così  prellamente  fi  Scioglie  . Dal  centro  C ^ Fig.  icu 
Tav.  J.  ) fi  tiri  la  linea  COR  parallela  z,B  D:  fi  ta- 
gli la  linea  C H in  modo  , che  fia  CO^  : C R:: 
n : 4 y e fi  congiungano  i due  pu  nti  B , R colla  linea 
BR:  per  lo  punto £,  dove  quella  taglia  il  circolo,  ti- 
rata la  linea  C E Dy  quella  determinerà  il  punto  D . Im- 
perciocché elfendo  limili  i triangoli  C E R , DEB, 
fi  avrà  D E i D B : : C E =zC  O : C R,.  che  è la  ragio- 
ne data.  ! ' ' . ' ‘ * 

XVI.  Problema  quarto . Date  nella  retta  yf  B ( Fìg. 
lu  Tgv.II.  ")  le  due  parti,  A C maggiore,  C B minore, ed 

ereP* 


Digitized  by  Cuogle 


102 


LIBRO  I. 


cretti  fopra  di  effe  due  triangoli  equilateri , fe  ne  con- 
giungano i vertici  colla  retta  E F , che  prodotta  ef- 
lendo,  fi  incontrerà  colla  linea  A H , anch’  efla  prodot- 
ta , in  D . Fatto  centro  in  quello  punto  D , col  rag- 
gio D C i\  deferiva  il  circolo  C N : fi  cerca  nella  cir- 
conferenza di  lui  un  punto  M,  da  cui  tirate  le  linee 
MA  , MB  y fìVk  AC  : C B ::  M A : MB.  Prima  fi  trovi 
il  valore  del  raggio  CD.  Per  la  Ibmiglianza  de’ trian- 
goli D A E , D C F farà  A E : C FyO  fia  A C : C B : : 
AD:  CD]  dunque  dividendo  A C — C B : C B ::  A C : 
CD,  ed  in  termini  analitici  a — 6 : 6 ::  a:  CD  c=r 

- — 7~.  chiamando  A , C Bz^è  . Sia  M P normale 
a — o 

ad  A B j e C P zzix,  AfPrry;!’  equazione  al  circolo 
«fprefla  farà  dalla  formola  ^yyi‘^7)- ed 

effendo  retto  l’ angolo  P,  farà  AM=z  v/  c 

per  la  flefia  ragione  M B zz:  b — x + yy  ; dunque 

per  la  condizione  del  problema,  che  richiede  AC:C  B 

: :MA:  M B f farà  a:b'.’.\/  4+jf  +yy:  \/  b-^x  + y y, 

o fia  a : b'  ‘ A X : b — x^  + y*  i cd  elevando 
al  quadrato  i due  binom]  , e follituendo  ad  yy  il  ilio 
valore  efpreflb  dall’  equazione  al  circolo,  iàrà 

+ + xx:  b b — a bx  + x xi  i 

-f-  <XAb  X X X +24^4f— -Jtjr 

4 — h a — b 


4 4 -f 

C poi 


o 4*jf  2 i’x  ■ . 

b b-Y  , e permutando  m prima  , 


dividendo 


a 4*jr 

• 7^ 


• • fi  • 

• • O • 


a Ex 

4— ^ 


, 0 ila  4—^ 

• ••  • • 
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: AT  : <*  — 3 : jf , nella  qual  proporzionalità  efTendo  i ter- 
mini identici , fi  fcopre  che  quello  è un  teorema , non 
già  un  problema , onde  dovunque  prendafi  il  punto  M , 
làrà  fempre  AC  : C B : ; MA  : M B . 

XVII.  Problema  quinto  . Su  la  bafe  B C {^F!g.  12. 
Tav.II.)  ergere  un  triangolo  ifolcele  , il  cui  angolo  al 
vertice  Ila  la  metà  dell’  angolo  alla  baie  . Quello  pro- 
blema , che  fu  già  fciolto  da  Euclide  , fi  propone  qui 
per  far  vedere  come  li  dee  cercare  1’  ulò  , che  hanno 
le  radici  deli’  equazione  . L’  uno  de’  due  angoli  alla 
bafe  del  triangolo  A B C fi  divida  in  due  parti  ugua- 
li dalla  linea  CD;  così  i tre  angoli  Af  BCDj  ACD 
faranno  eguali  , ed  il  triangolo  A C B farà  limile  al 
triangolo  C DB  y elTendo  comune  L’  angolo  B , e 1’  an- 
golo A eguale  all’  angolo  DC  B , Quindi  ponendoli 

A C ~A  B~jr,  B C — a y farà  x : a : : a:  B D — 

ma  D A~C  D~B  C—a  ; dunque  B A ^ + 4=rjr  ; 
dunque  jfjr  — axzzz  a a y la  qual  equazione  rifolùta 

ci  darà  xz=.-^  +\/ a a . A cagion  de’  legni  + 

è chiaro,  che  due  fono  le  radici  : l’una,  e l’altra  così  geo- 
metricamente li  determina  . Dal  punto  B li  tiri  la  li- 
nea BEz=z-^  perpendicolare  alla  bafe  i poi  li  congiun- 
^ * 

ga  il  punto  E col  punto  C tirando  la  linea  ECzzi 
y/ 4 4-1-  a cui  fe  li  aggiunga  E , làrà  C F 

= + — , e fotcraendo  Ef=z  -^,.farà 

C/ 
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A A 

aa  , che  fono  le  due  radici  deli’ 

'equazione  , la  prima  pofitiva  , la  feconda  negativa,  li- 
na fola  però  fcioglie  il  problema , ed  è la  pofitiva  C Fy 
poiché  collruito  con  quella  il  triangolo  BACyt  taglia- 


ta 


A D — a t farà  B D 


a A 


a a 

4 


che 


è appunto  la  terza  proporzionale  dopoyiB, 
dunque  condotta  C B,  farà  il  triangolo  B C D fimile  al  tri- 
ang(^o  BA  C ; onde  farà BC  — D C — DA  , e però  fa- 
rà 1’  angolo  ACB=ABC=BDCz=A+DCA  , 9 
r angolo  A — D C A ; dunque  1’  angolo  A C B è dop- 
pio deir  angolo  A . Nel  fecondo  calò , fatto  colla  C / 
il  triangolo  B A C ^ Fi§.  13.  Tav.II.  } , le  fi  prolun- 
ghi B A in  D y onde  fiz.  A D a y faranno  , co- 
me fi  rileva  dai  valori  analitici  , B D y B C y B A in 
proporzion  continua  (29),  onde  i triangoli  B A C y B C D 
faranno  limili  ; dunque  gli  angoli  ByD  y A C B fono  e- 
guali  : ma  l’ angolo  DCA  yO  fizDAC  è eguale  a i 
due  angoli  B , A CB  prefi  inlìeme  , e 1’  angolo  CAB 
è parimente  eguale  a i due  angoli  DC  A y D prefi  in- 
Ceme  ; dunque  è 1’  at^Io  C A B zzz  B -j-  D + A C B . 
o fia , che  viene  a riulcir  lo  ftelTo , !•  angolo  C A B 
vertice  , è triplo  dell’  angolo  alla  bafe  . Dunque  infie- 
me  col  propollo  problema  fe  ne  è fciolto  pure  un  altro  . 

XVIII.  Per  intendere  la  cagione,  ond’  è che  del- 
le due  radici  trovate  l’una  fcioglie  il  primo  problema, 
r altra  ne  fcioglie  un  altro  affai  diverfo  dal  primo  , 
balla  olTervare  in  che  maniera  llamo  pervenuti  all’  e- 
quazione  . Abbiamo  fatto  1’  angolo  B CD  ~ BACy  d’ 
onde  fi  deduce  1’  uguaglianza  delle  linee  B C y C D , 
D A y hk  qual  collruzione  fe  facciali  ancora  in  riguardo 
al  fecondo  triangolo  , li  rileverà  fimilmente  elTere  le 

tre 
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tre  rette  B C , CD,.  D,A  uguali  . Inferimmo  inoltre 
elTere  A B : B C : : B C : B D , .analogia  propria  anclie 
del  feccmdo  problema  . Perciò  effendo  nel  primo  cafo 
B D — x — a y nel  lecondo  =zx+  m-,  T equazione  del 
primo  problema  farà  xx  — ax  — a j,  l’equazione  dei 
lecondo  xx+axz=.aa  , die  fi  cangia  .nella  prima 
ponendo  x negativa,  tflendo  -dunque  tutte  , quelle  co- 
le comuni  all’uno,  e all’altro  problema,  non  è da  ma- 
ravigliarli che  dalla  fielTa  equazione  .11  tragga  la.lblu- 
zion  di  amendue. 

XIX.  Ma  perchè  meglio  conofcano  gli  ftudiofi  dell’ 
algebra  ciò  che  importa  la  diversità  delle  ^radici , e 
perchè  apprendano  come  per  diverlè  dirado  fi  .può  ar- 
rivare alla  foluzione  dello  fldlb  problema , voglio  qui 
lògglungere  un  akro  fcioglimento , che  dèrve  ai  due 
triangoli  ifolceli , cioè  a quello,  che  ha  l’ angolo  al  ver- 
tice la  metà  dell’angolo  alla  baie,  ed  a quello  che  l’ha 
triplo . F!g.  14,15.  Tav.  2.  ) A B C ùa.  il  triangolo  ri- 
cercato , la  cui  bafè  B C lia  « , il  lato  A B zi:z  x.  Sì 
conducano  le  rette  AMy  A N in  maniera  , che  gli  an- 
goli M AB  y N AC  eguaglino  l’ angolo  B A C yCÌ'  ì- 
(lelTe  linee  fi  producano  fino  che  incontrino  la  baie 
i>  C in  D , ed  £ prodotta  quando  fia  bifogno  . Nella 
prima  figura  effcndo  1’  angolo  C B A — 2 B A.C  zzi  2 
M A B y farà  l’ angolo  D ^B  A D ; onde  il  triango- 
lo ^ B D è ilòfcele  , come  lo  è ancora  il'  triangolo 
ACE:  nella  feconda  figura  , eflendo  1’  angolo  B AC 
ZZI  M A B y e perciò  B A D zz  B + C , cioè  uguale  a 
due  quinti  di  due  retti,  e l’angolo  B ad  un  quinto, 
farà  l’angolo  BDA  uguale  a due  quinti  ; onde  il  tri- 
angolo ylBD  è ilòfcele,  come  lo  è il  triangolo  .d  CJì; 
dunque  farà  B D zz  C E zz  x y e B E zz  a ->r  x nella  pri- 
ma figura  , ed  “ 4 — x nella  feconda  . Di  più  i tri- 
angoli ABC  y AB  fono  limili , onde  farà  C B : B A 

O ::B  A 
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i:  U yi  i B K j ed  analiticamente,  nel  primo  triangola 
tara  u : x:  : x'.  a-  •+■  x , ed  x x ~ 4 x + « a ; e nel  le- 
cundo  a : x w x \ a.  — x , ed  x x iz:  a a — a x , delle 
(^uali  equazioni  una  nell’  altra  fi  converte  prefa  x ne^ 
gativamente . 

XX.  L’uno, e l’altro  triangolo  ci  danno  la  divi- 
fione  della  cireont^enza  in  5 parti  uguali  ; impercioc- 
ché lè  dentro  q^ualunque  circolo  fi  inicriva  un  triango- 
lo [Fig.ió.Tav.'i.)  ABC  ifofcele,’  il  cui  angolo  A fia 
la  meta  di  cialcuno  degli  altri  due  l’arco  B C fa- 

rà la  quinta  parte  della  circonferenza  , e ciafcun  degli 
archi  A B j A C due  quinte  . Per  lo  contrario,  ifcriven- 
dofi  nel  circolo  un  triangolo  ifofcele  ADE,  ilcuiarir 
golo  A fra. triplo  di  cialcuno  degli  angoli  D , E\  de- 
gli archi  AD. , A E (àrà  cialcuno  la  quinta  parte  del- 
la circonferenza  ,,6  1’  arco  D B C E ne  conterrà  tre 
quinte  parti  . 

XXI-  Problema  fello-.  Dato  fuori  del  triangolo 
A B C{  Fig.17.,  e I S,  Tjv.2.  ) li  punto  P,  tirare  la  P QjX', 
che  divida  il  triangolo  in  ragion  data  . Per  lo  punto  P ai 
due  lati  AB  ^ B C prodotti  , fra  cui  efifta  il  punto  P,  fi 
tiri  MPN  parallela  al  lato  AC.  Sia  CX  ~ x , PM 
zìi  4 , C M — b . ElTendo  dato  il  triangolo  ABC,  e 
data  la- ragione  che  ha  al  triangolo  C Q_X , farà  que- 
llo pur  determinato  , che  chiamo  izi  ; onde  la 


perpendicolare  dal  punto  Q_  fopra  C X farà  , che 
ancora  è nz  ^ , chiamata  g la  perpendicolare 

dal  pnnto  M fopra  C A e perciò  ^^zn---^-—  , e 

^ bmm  . n mm ri.-/-» 

(l  Q—' : e pollo  — - zz  a tf , farà  C O =: ^ 

^ gx  g ^ X 

LioL 
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Inoltre  per  la  fimilitudine  dei  triangoli  C MQ^P,, 
farà  a + x:x::  ; : or  : ir  la  a + x appartiene 

alla  figura  prima  , « — x alla  feconda  ; dunque  x xlf 


<}cx:=:2acj  da  cui  t»e  viene  x zzz  + c i«r-fm 
L’ambiguità  dei  icgiii  dà  quattro  valori  della  ,jr  ; i 
due  in  cui  efifte  + c fono  per  la  figura  prima  , i due 
altri  per  la  feconda  Eflendo  fcmpre  c minore  del  ra- 
dicale , quello  prefo  negativamente  renderà  i due  va- 
lori della  X negativi  , i quali  non  fervono  al  proble- 
ma , dovendoli  prendere  in  parte  oppolla  a C , e per- 
ciò al  triangolo  ABC. 

XXlI.  Qui  può  accadere  un  cafo  che  merita  mol- 
ta* rifleifione  , e che  fa  comprendere  qual  di^erenza 
inai  favi  fra  la  foluzione  delf  equazione  , e quella 
del  problema  ; poicchè  può  fuccedere  , che  il  proble- 
ma non  venga  Icielto  da  alcuna  delle  radici  dell’ e - 
<}uazione.:  e ciò  accade  quando  fiala  C X maggiore  del- 
la C'Rf  determinata  tirando  per  P.,  BfhPB  Rj  cioè  quan- 
do fia  il  triangolo  O di  B RC . Imperciocché 
cadendo  per  efempio  X \n<2  X , tirata  la  P 2 X,  nai'ce  il 
triangolo  ellerno  S B^Q^j  nel  qual  calò  farà  il  triangolo 
C ad  ABC  — C 2(^2  X in  ragion  data  , il 

che  e ciò  , che  veramente  fi  domanda  all’  analifi  , ed 
a che  ella  efattamente  rifponde  ; ma  non  farà  già  di- 
vilò  il  triangolo  ABC  nella  llefia  ragione , il  che  pro- 
priamente all’ analifi  non  fi  è richiefto  , ne  viene  in- 
clufo  nelle  condizioni  , clte  hanno  fervito  all’ equa- 
zione , c perciò  r analifi  non  è in  obbligo  di  rif- 
pondere  . Per  i’chivare  quello  inconveniente  altro  non 
lì  dee  fare  , che  invertere  la  ragione  data  , ed  in 
feguito  fi  dee  operare  come  fopra . Se  il  triango- 
lo B KC.fia  maggiore  di  Q^X  C,  e minore  di  B A R^ 
t . O a il 
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il  problema  riceverà  due  foluzioni  , perchè  (1  poflbno 
fare  due  triangoli  C Q^X  ^ AS  z X uguali . Se  il  punto 
P cada  dentro  il  triangolo  , quafi  nella  fteflà  maniera  il 
problema  può  eir.re  kiolto  . Da*  problemi  rilbluti  in 
quello  capo  polfuuo  i Giovani  baftantemente  accorgerli 
quanto  debbano  elfere  IcrupoloU  nel  ritorno  dall’ Alge- 
bra alla  Geometria . 

CAPO  X. 

Prtncipj  J.el  calcolo  dei  Seni , * Coseni  circolari^  . 
e dell'  àttre  linee  trigonometriche, 

IL  Signor  Leomrdo  Eulero  Algebrica  di  profóndo  la- 
pere  , come  a tutti  è.  noto  , é flato  il  primo , che 
ha  introdotto  nell’  Algebra  il  calcolo  dei  Seni  , e dei 
ColTeni , con  le  altre  linee  trigonomettiche  , adoperan- 
dolo con  molta  felicità  nelle  ricerche  più  fublimi  , e 
più  ardue  . L’utilità  di  quello  novello  calcolo  è fiata 
ilibito  conofciuta  ; onde  i migliori  Analifli  di  tutte  le 
Kazioni  1’  hanno  abbracciato  . Siccome  adunque  fi  fa 
grand’ufo. di  elTo, così  giudichiamo  non  Iblo  opportuno^ 
ma  necelTirio  el porne  , e dimollrame  i principi  nella 
maniera  che  lègiie. 

I.  Sia  un  circolo  2.)  qualunque  ANBMt^ 

in  cui  fi  feghino  due  diametri  A B j M N ptfrpendico- 
larmenie  nel  centro  C ^ da  cui  fi  tiri  una  retta  C Q, 
la  quale  faccia  con  C A qualunque  angolo  r dal  punto 
S della  interfecazione  della  retta  C con  il  circolo  fi 
cali  Ibpra  C A W perpendicolare  SFyt  poi  dai  punti 
ed  N fi  tirino  al  circolo  le  tangenti , le  quali  vadano  a 
lècare  la  retta  C S prodotta  nei  punti  P , e Q. . 11  rag- 
gio C A del  circolo  fi  chiama.  Jeno  tutto  , e l’ elprirae- 

rema 
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remo  per  la  lettera  r : la  retta  S F ù chiama  /eno  dell’ 
arco  A S , ovvero  dell’ angolo  A C S j eflendo  nei  cir- 
coli gli  angoli  al  centro  proporzionali  agli  archi  ; quin- 
di ciò  che  diremo  degli  archi  , fi  intende  detto  anco- 
ra degli  angoli  al  centro  ( quando  i punti  F,  P,  Q^,. 

A nominano  lenza  numeri,  li  intende  di  parlare  di  tut- 
ti cpiei  punti  dove  fi  trovan»  FyS^  F,  (>  ; quando  poi 
vi  fi  aggiunge  il  numero,  lì  intende  (li  parlare  di  quel 
punto  particolare)'  ; quella  retta  poi  5'  F l’eljprimere- 
mo  per  Se:  la  retta  CF  fi  chiama  cojjenoy  e 1’ cfpri- 
meremo  per  C c:  la  retta  A P fi  dice  tangente , e l’ e- 
fprimeremo  per  T c-:  \z  N Q_  cotangente , e rclprimere- 
Hio  per  Ctc  : la  retta  C P Jecante  y e C cojfecante  ^ 
delle  quali  la  prima  fi  efprime  Sec  y la  feconda  C se , 
Tutte  quelle  denominazioni  delle  predette  rette  fi  inten- 
dono canto  in  riguardo  all’arco  A d*,  quanto  all*  angola 
A C S . Gli  archi  di  circolo  (ì  nomineranno  con  le  let- 
tere greche  ; onde  S e figniHca  il  feno  dell’  arco 
»,  Ctc.  9 fignifica  la  cotangente  dell’  arco  9>  In- 
torno ai  feni,  e colTeni  conviene  notare  in  primo  luo- 
go , che  quando  il  lèno  S f è zero  , allora  il  coifeno 
C F fzràf  uguale  al  raggio  C , a cui  farà  uguale  aih- 
cora  la  fecante  C F , la  tangente  A P farà  zero- e la 
cotangente  N farà  infinita  , ficcome  lo  farà  la  cof- 
fecante  C . Se  poi  il  coflèno  C F è uguale  a zero  ^ 
U tangente  A P , e la  lecante  C P diventano  infinite  ; 
il  feno  poi  FS  y e la>  cofiecante  C Q_  diventano  ugua- 
li al  raggio  C N.  Onde  quando  il  feno  , o colfeno 
diventa  zero  allora  1’  altre  linee  trigonometriche 
parte  diventano  zero parte  infinite , e parte  uguali  al 
leggio  . Quando-  il  feno  è uguale-  al  cofieno- ,.  allora  la>: 
tangente  ancora  è uguale  alla  cotangente  , e la  fecanr 
te  alla  coifecante  , e l’angolo  femiretto  , e l’arco  la. 
metà  del  quadrante  ; tutte  le  quali  cofe  fono  per  fe 
ileile  maniiefiiifime . IL. 
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II.  Efamimamo  adeflb  ciocché  avviene  alle  linee 
trigonometriche  nelle  varie  grandezze  degli  archi  cir- 
colari . Pollo  Tarco  A i S =:  zero,  il  fenu  i F i S pu- 
re l’ara  zero  , e il  colTeno  C i F larà  polltivo  , ed  u- 
guale  al  raggio  C A ; pollo  1’  arco  A i S minore  del 
quadrante  A N , 'A  feno  i F i S , e il  coffcno  C i F 
lòno  ambo  pofuivi  ; le  T arco  A i S tara  uguale  al  qua- 
drante AN  y A feno  diventerà  uguale  al  raggio  C Ny 
ed  il  colfeno  farà  zero  4 quando  1’  arco  A'ì  S diventa 
maggiore  del  quadrante  , e minore  della  fcmicirconfe- 
renza , allora  il  feno  1 F >1  S c poGcivo , ed  il  colTeno 
C<iF  negativo;  diventando  l’arco  uguale  alla  femi- 
perifeiTa  A B,  il  feno  diventa  zero  , ed  il  cofleno  nega- 
tivo diventa  uguale  al  raggio  C B . Poniamo  prefente- 
mente  T arco  maggiore  della  femiperiferia  , e minore 
di  tre  quarti  di  elfa  , come  A B , allora  tanto  il 
lèno  F 2 S , quanto  il  cofieno  C 2 F farà  negati- 
vo; quando  1’  arco  è uguale  a tre  quarti  della  perife- 
ria y come  A N B M , allora  il  feno  negativo  diventa 
uguale  al  raggio  C M , ed  il  coffeno  diventa  zero  ; ef- 
fendo  r arco  maggiore  di  tre  quarti  della  periferia , 
come  AM^S  ^ allora  il  feno  4 i*  4F  è negativo  , ed 
il  colTeno  C 4 F poTitivo  ; diventando  finalmente  T ar- 
co uguale  a tutta  la  periferia , il  léno  diventa  zero  , 
ed  il  colTeno  pofitivo  diventa  -uguale  al  raggio . Se  pren- 
deremo un  arco  uguale  a tutta  la  periferia  più  1’  arco 
A S,  A feno  làrà  F J , ed  il  colTeno  F F ; fe  Tarco  fof- 
ie  uguale  a tre  , quattro , ed  infinite  intiere  periferie 
del  circolo  più  l’arco  yi  5*,  lo  fteflb  feno  F?,  e cof- 
feno  C F lervirebbero  a tutti  quelli  archi  infiniti  ; il  che 
li  dee  intendere  ancora  , come  è chiaro,  della  tangen- 
te , e cotangente  , fccante  , e coffecante  delTarco  A S . 

111.  Se  poi  l’arco  fi  prendclTe  negativo  minore  del 
quadrante  , come  A 4 S,  quella  avrebbe  il  fcao  4 i*  4 F 

ne- 
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negativo  , ed  il  cofleno  pofitivo  ; onde  il  fèno  negati- 
vo y ed  il  cofleno  pohtivo  indica  o un.  arco  politivo 
maggiore  di  tre  q;ua<lranti  , o un  arco  negativo  mino- 
re di  un  quadrante  . Se  1’  arco  negativo  è maggiore 
del  quadrante  , ma  minore  della  lèmiperiferia  , come 
A 3 Sy  il  feno^  ed  il  coflèno  faranno  negativi  ; onde  le- 
ne, e cofleno  negativo  ugualmente  ferve  o a un  arca 
pofitivo  maggiore  di  due  quadranti , e minore  di  tre 
o a un  negativo  minore  di  due  , ma  maggiore  di 
uno.  Se  r arco  negativo  è' maggiore  di  due  qua- 
dranti , ma  minore  di  tre  , come  e 1’  arco  A B 2 S , 
allora  il  cofleno  C i F farà  negativo  , ed  il  fèno  2 F 
farà  pofitivo,.  appunta  come  quando  l’arco  A 2 S po- 
fitivo è maggiore  di  im  quadrante , e minore  di  due  . 
Finalmente  quando  1*  arco  negativo  è maggiore  di  tre 
quadranti  , come  A R \ S y allora  il  feno  1 F i , ed  il 
colTeno  C i F faranno  pofitivi , come  appunto  quando 
l’arco  A 1 S pofitivo  èminore  del  quadrante.  Noi  però. 
in  pratica  quando  avremo  feno , e cofleno  pofitivo , o* 
feno  pofitivo  , e cofleno  negativo  prenderemo  gl’  ar- 
chi pofitivi  ; quando  poi  avremo  feno  e cofleno  ne- 
gativo , o feno  ne^tivo , e collèno  pofitivo  prendere- 
mo gli  archi  iregativi  : e la  ragione  e , che  così  ver- 
ranno Tempre  prefi  archi  minori  della  femiperiferia 
onde  paflàndo  dagli  archi  agli  angoli,  faranno  fempre 
indicati  angoli  minori  di  due  retti,, il  che  è neceflària 
per  lèrvirfi  dei  feni  nella  dottrina  del  triangoli  . 

IV.  In  riguardo  poi  alle  tangenti , e alle  cotan- 
genti , le  r arco  A i S è pofitivo  minore  del  quadran- 
te, la  tangente  A 1 P,e  la  corangente  Ni  Q_  lòno  pò- 
fitive  ; fé  l’arco  ./fa è maggiore  di  un  quadrante,, 
ma  minore  di  due,,  la  tangente  a P , a la  cotangente 
N 2 fono  ambe  negative  . Ciò  forfè  recherà  mara- 
viglia ai  Pcincipiami  ),la  ^uaie  & dilTiperà  fe  riflettano^ 

che 
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che  la  tangente  del  arco  dee  eflere  Tempre  m iPA  iP^ 
la  quale  tocca  il  circolo  nel  punto  A , donde  1’  arco 
ha  principio;  e cl>e  efTa  viene  determinata  dalla  lezione 
P del  raggio  C •S  prodotto  colla  linea  i P 2 P : ciò  polto, 
comecché  è evidente , che  il  raggio  C c J non  polla  in- 
contrare la  retta  A i P dalla  parte  A i P ^ perciò  V 
incontrerà  dalla  parte  oppolta  A 2 P per  tale  ragio- 
ne Tara  la  tangente  negativa . Si  oflfervi , che  prima  di 
fare  quello  palfaggio,  la  tangente  diventa  iniìnita  quan- 
do appunto  r arco  è uguale  al  quadrante  A N-,  In  ri- 
guardo poi  alla  cotangente  , la  quale  ièmpre  li  dee  ri- 
trovare nella  linea  i Q.iVc(2_,  la  cofa  è chiarilfima  ; 
lui  tanto  li  noti,  che  il  palTaggio  dal  pofitivo  al  nega- 
tivo fi  fa  per  lo  zero,  il  che  avviene  quando  T arco  è 
uguale  al  quadrante  A N . Sei'  arco  A è maggiore  di 
due  quadranti , ma  minore  di  tre, allora  la  tangente  , e 
la  cotangente  tornano  politive  ; fe  finalmente  T arco  A S 
è maggiore  di  tre  quadranti  ^ allora  la  tangente , < co- 
tangente tornano  negative . Se  fi  prenderà  l’ arco  S 
negativo  minore  del  quadrante , fi  avrà  tangente,  e «co- 
tangente negativa  ; fe  l’ arco  negativo  A farà  mag- 
giore del  quadrante , e minore  di  due,  tangente,  e -co- 
tangente faranno  politive  ; 1’  arco  A 2S  negativo  mag- 
giore di  due  quadranti , ma  minore  di  tre  , ha  tangen- 
te , e cotangente  negative  ; finalmente  quando  l’  arco 
negativo  A i S è maggiore  di  tre  quadranti  , faraano 
tangente , e cotangente  pofitive  . Onde  tangente , e co- 
tangente pofitiva  indica  un  arco  pofiti-vo  minore  del  qua- 
drante , o un  arco  pofitivo  maggiore  di  due  quadranti, 
e minore  di  tre,o  un  arco  negativo  maggiore  del  qua- 
drante, e minore  di  due,  o un  arco  negativo  maggiore  di  tre; 
quadranti.  Tangente,  e cotangente  negativa  indica  o un  ar- 
co pofitivo  maggiore  del  quadrante , e minore  di  due,  o un 
arco  pofitivo  maggiore  di  tre  quadranti  , o un  arco  ne- 

ga- 
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gativo  minore  del  quadrante  , o un  arco  negativo  mag  - 
giore  di  due  quadranti , e minore  di  tre  ; onde  fi  rac- 
coglie, che  tangente,  e cotangeme'  pofitlva , o tan- 
gente , e cotangente  negativa  pulfono  tempre  indicare 
archi  pofiiivi  minori  della  l'emicirconferenza , ovvero 
angoli  minori  di  due  retti;  e che  archi  , i quali  ab- 
biano la  tangente  pofitlva , e la  cotangente  negativa  , 
o al  rovelcio, fieno  impofiibili.  Finalmente  notar  fi  dee, 
che  il  fieno  FS,  la  tangente  A P ^ e la  fiecante  CP 
tanto  fiervono  all’  arco  ASj  quanto  all’arco  BS  com- 
plemento dell’  arco  A S alla  fiemiperiferla  A S B . Onde 
chiamalo  qualunque  arco  /x,  e l’angolo  retto,  o il  qua- 
drante w,fiarà  S C.1  u — c c. — 2 — ftnz 

• S C fi.  yC  C y^~C  C fi.  yC  C.  1 U ;ì  ZIZ  C C . 1 U -t  fi 

c ^ : confimili  equazioni  fi  pofiTono  ritrovare 
per  le  altre  linee  trigonometriche  . 

V.  Dalla  fimilitudine  dei  triangoli  F C S y A C P 
fi  ricavano  i l'eguenti  Teoremi  . 

C F : F S : : C A : A P y cioè  C c : S c ::  r : T c . 

C F : C S : : C A : C P y cioè  C c : r : : r : S e c. 

F S:A  P::C  S :C  P y cioè  S c :T  c : : r : S e c . 

Dalla  fimilitudine  dei  triangoli  yf  C P , iV  C fi  ricava 

.A  P : AC  : : N C : N Q. , cioè  T c : r ::  r : C t c , 

.A  C C P : N Q:  Q.  fi  » cioè  r : S e c : : C t c-  C s c . 

A P • P C : : N C : C Q^,  cioè  T c • S e c r :C  s c . 
Dalla  fimilitudine  dei  triangoli  F C S N Q_C  fi  ricava 
F S : F C : : C N : N Q_y  cioè  S c : C c ::  r : C t c . 

C F : C S : Q^N  : Q_C  y cioè  C c : r ::C  t c:  C s c . 

F S:  S C : : C N~  : C Q^y  cioè  S c :'^r  ; ; r '•  C s c . 

VI.  Si  noti  , che  ogni  qualvolta  fia  dato  il  fieno 
S F y làra  dato  ancora  il  coflcno  f p , e al  nnel’cio  ; per- 
chè elficndo  tìlfiato  il  raggio  , tara  C S‘  zz:.  C Jb'  + 1 

P ' t per- 
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e perciò  farà  r*:=zC  c + 9 c . Adeflb  palliamo  a qnette 
piopofizloni , le  quali  fi  deono  Stimare  come  il  foiida- 
meuto  di  quella  dottrina. 

VII.  Propofizione  I.  Dati  i feni  P Fig, 

co.  Tav.  c.  ) ed  i cofTeni  C K,  C F degli  archi  PQ.,  Q,Aj 

ritrovare  il  leno  P I.  dell’  arco  PA  uguale  alla  lòm- 
ma  degli  archi  PQ_y  Q_-^  • 11  Ivno  P R fi  prolunghi 

tino  che  vada  a legare  il  raggio  C A in  P : chia- 

muo  r arco  PQ^  — t,  Q_Az=z<p\  per  la  fimilitudine 
dei  triangoli  C RT , CQP,  lari  Ccf-  Sc<p::  Ccx: 

R T ; ond«  R T farà  ^ ^ ^ i ^ perciò  farà  P T 


C c f 

Sc‘a'^C(<l>-{‘Sc<p')KCcit 

C c<p 

dei  triangoli  T P L ^ F Q_C yr:  C c (t>:  : 
ScTty,Ccf-{-Sc(V'^Cc'n 


. Ma  per  la  fimilitudine 


C c(p 

S c Cc  Ip  + S c <f>y,  Cc-tt 


'•  S c.  n -j-(D  . Dunque  farà 


S c.n  q> 

r 

Vili.  Se  i due  archi  w , e ® follerò  uguali^  allora 
farebbe  S c . zzz  S c z it~  ^ . 


IX.  Come  fi  è trovato  il  feno  della  Ibmma  dL 
due  archi,  fi  può  trovare  quello  della  fomma  di  tre  , 
quattro  Scc.  ; imperocché  dopo  trovato  il  feno  della 
lemma  di  due  archi,  fi  trova.il  leno  della  fomma  di 
quelli  due  aichi  con  il  terzo  arco , c così  fucceihva- 
luente  ; onde  con  facilità  fi  può  trovare  il  feno  di  ua 
arco  multiplo  lècondo  qualunque  numero  . 

X.  Propofizione  li.  Dati  i lèni , e coltèni  di  due 

archi  difuguali  PA^  ritrovare  il  feno  della  dif- 

ferenza P Q_.  Chiamato  1’  arco  P ^ w , e Q^A  — p; 

per 
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per  la  fimllitudine  dei  triangoli  Q.^ ^ 

‘ S c 0 c r 

Ccf.  S cif>:'C  er  : LO;  onde  farà  LO  — — ^7~ , 

* • S e fXCcn.  ' ■ 


. Scn)ÌCCc'f 

€ PO  lata  = 


C c if> 


. Ma  per  La 


fitnllittìdine  dei  triangoli  KPO,  Q.F  C , r : Ccd»  ; ; 
S £itX  C^<f>  c 4>  X ^ ^ ^ . Dunque  fara 

C c0  ‘ 

ScvXCc0  — Sc(p%Ccii 


Si.  v-^f' 


XI.  Se  fi  avefle  da  fommare  un  arco  pofuivo  con 
un  negativo  , o fottrarre  da  un  pofitivo  un  negativo  , 
la  fomma  allora  paflerebbe  in  lottraaione,  c la  lottra- 

2ione  in  lomma . r ■ • r-  • i- 

XII.  Propofizione  111.  Dati  1 feni,  e 1 coltem  cU 

due  archi  ir  , 9 , ritrovare  il  cofleno  della  fomma  dei 
due  archi , cioè  di  tt  + . Per  le  cofe  dette  , abbiamo 


* » ’ — ■ — ^ ' , 

r —C  c + ^ ; onde  farà  >•  — C c .4-  r t , ed 

r’  ciz  Cf  (f)  4-  . Dunque  moltiplicando^ quelle  due 

equazioni  fra  loro,  farà  r*z=Ccir  .(Cc?  + ^fp) 


4-  f 7T  . ( f C tf)  4-  .i  C 9 );  e però  facendo  attualmente 
La  moltiplicazione,  ed  aggiungendo,. e Ibttraendo  dal  le - 
condo  membro  dell’equazLune  la  quantità  uCtt.‘C  cf. 


S c T . S c p . farà  r*  ~ C cit . C cf  — ^ t. 

» * • 

.y  r ® 4-  n ’f  IT . ò c 9 + C t TT . ò f <f> , 4-  2 C f T . c c ip  . 

5 c ^ . 6’-'f  o>  + c“cT^TV^  , tatto  dlvlk).  per rr’i  cioè 

. C C'ir.  C C 0 S C 't.  C0 

farà  r*= ---^4- 

P a ' C e r. 
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c n . S c 0 -i-  Cc  (f> . Se  n , 

-, . Ma  quefto  ultimo  e il  qua- 
drato del  feno  della  fomma  del  due  archi  w,  e perla 
propofizione  prima.  Dunque  il  prftno  quadrato  è il  qua- 
drato del  corfeno  della  liimma  de’ due  archi  w,  e <p,  e per- 


ciò farà  la  radice 


c ir 


C cq>  — vS*  cn  . S c <p 


C c.  V q> 


Xni.  Se  foffe  ir  = ^ , allora  farebbe  C e = 


» * 

C C 0 ’~r—  S C 0 

XIV.  Propofizione  IV.  Dati  i fervi,  e coflèrii  di 
due  archi  ir , f , ritrovare  il  coflTeno  della  differenza 
ir — (j).  Operando  come  nella  propofizioue  precedente, 
Col  folo  divario,  che  fi  prenda  ppfitivo  il  prodotto 
c.  C c IT  . C ctf)  . S c T . S c (f>  dove  fi  è prefo  negati- 
vo , c al  rovefeio  ; e che  fi  faccia  ufo  della  feconda 

propofizlone  in  vece  della  prima , fi  otterrà  Cc.it  — 0— 
Ccir,Ccf-\-Scif  Sc^ 


XV.  Propofizione  V.  Date  le  tangenti  di  due  ar- 
chi ir,(^,  ritrovare  la  tangente  della  fòmoia  ir-ff. 

Per  i Teoremi  abbiamo ———  ; onde  farà  — 

rie  r . 


S c.n  Scfr.Cc<f>~^Sc0.Ccir  , 

c c.'ir  cTVTc  Cf—  s'c^ . s'Tf  ’ P®'’ 


pofizioni  prima,  e terza . Quindi  farà  T f.iv  0:r::Scn. 
C c 0 S c f . C c n : C c ir  . C C0  — ..Scir.  -p 

S c 0 C cit  C cit 


C c0  ' S c it‘  S 


c it 


S c 0 T c 0 

-X — I H 

t c ® r 


' Tc-n  * 
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iir 


Tc(f> 


.per  i Teoremi;  cioè  Tc.it  + <p:r  ::T  c ir 
TcTt  r ^ ^ 

r*  — Tcir.Tcit)  , 

-i-  T cf. ^ ; e pero  fara  Tc.ir  + <p  z:z 


.T  cir  + T cif 


r’ — T c ir . T c (p 

XVI.  Se  i due  archi  foffero  uguali,  farebbe  T c 2 r=z 
•zT  cit . r* 

— ^ ~ ' 

r’  — T c ir  ' 

XVII.  Propofizione  VI.  Date  le  tangenti  di  due  ar- 
chi T , <P,  ritrovare  la  tangente  della  dirferenza  t — p . 

. „ . , T c Se  j /*  • ■* 

Per  1 Teorema  e — onde  lara  - 
r Le 


, T c.  ir  — p 
-1 * — 


, per  la  propofiz. 


S e .ir  — p' S cir.  Ccp  — S cp.C  c ir 

C c .ir  — p Ccir.Ccp-{-Scir,Scp 

i.  , e 4.  ; cioè  farà  T c.  ir  — p : r : : S c ir.  C cP  — S e P. 

^ „ S c <b  CcTt  Ccit 

C cit.C  c v.C  cp-j-Scr-Scp:n  — . -r — : -p — 

^ tepScirSeiF 


^ cp  Tei)  r T-  T e p 

+ I -75 : -ttt H :T  e%- 


1j 

C e p 
T e i>: 


r T e ir  T c ir 

r^-^-Tcìr.Tep 


. Dunque  T e . ir  — * — 


. T c ir  — T ep 


-h  2'  c V . T ep 

XVIII.  Propofizione  VII.  Date  le  cotangenti  di 

due  archi  w , e ?>,  ritrovare  la  cotangente  della  fomma .. 

.Te  r — 

Eflendo  per  i Teoremi  — = -pr- — } avremo  Ct  c. ir -\-p 
• ' r _ c t c 


: r 
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_ — T ^ ir  -f  1 cf 

; r ; : r : r ir . ir  + (f>  : ; r ; ^ ^ — Tcl>^  ^ propoTiz. 

5,  '.  ; ^ — T r ir  . T c 4>  : ry^  T c it  T c : : r*  — 

r*  r*  ‘ r’ 

■ • ■ ^ ■_  ■—  • ♦ 

Ctcir.Ctc<t>  C n C t c ip 

C t c “K  . C t c p — r*  r r ^ _ 

;rr. - -s h r^;  : C tc*  . C t c p 

etcì:,  Ctcp  Cì  e it  e te  p ^ 

— r‘  : r X Ctcp  +~C«  cir  , Dunque  C t e . ^ p 7= 
Ctcìt.  Ctcp  — r’  - . 

Tl'cT”  • 

XIX.  Propofizione  Vili,  Date  le  cotangenti  di 
due  archi  t,  ^ ritrovare  la  cotangente  della  differenza. 

Per  la  cotangente  della  differenza  farà  Ctr.ir  — d>:r;: 

r :Tc  .ir  — p::  r:  ^ Yc'p'  ’ propori2.d. 

: : r’  + T c ir  , T c i)  r . T c v — Tei»  ::r’  + 

1 « . . . • 


; il  t er 


C'tc  n ^ Ctcp  ‘ Cter  Ctcp 

t - ^ ■ 

C t c p + r :r . Ctcp  — Ctfir  •.  DunqtfC  C ic.  ir  — p 
Ctcn.  Ctcp  -j-r* 

Ctc  f — • Ct  c V 

XX.  Propofizione  IX.  Date  le  tangenti.,  e le  fe- 
ganti  di  due  archi  t , ritrovare  la  fegante  della  fom- 
i»a  . Per  i Teoremi  abbiamo  C c :n  : r : S ev  ] dunque 

Cc.it-p-p:r::rzSec.  * *p.  p ; e petciò  S e c-,  ir  -f  4> 

r‘  r‘‘  I » 

Cr.iTT7  CcM.Ccp^-Sctt.Scp*  ^ 


C A P o X.  ir? 


za  propofizione,  “ 
per  ì Teoremi , rr 


: f 

^ S e c Tt . S e c 

, S e c Tf . S e c (p 


r'  — Tcv  ,Tc 


e if.T  c<by^ 
Ser-n.SecP 


XXI.  Propofizlone  X.  Date  le  cangeoti , e le  fe- 
gantl  di  due  archi  ir,  p,  ritrovare  la  legi.ite  della  dtf- 
lerenza  t — p.  Operando  come  nella  propofizione  pre- 
cedente , ricorrencfo  per  altro  alla  propofizione  quarta  in 

, ,,  . r.  S t c rr . S ec  P 

vece  della  terza,  s’ottiene  S t c.  v — (f> ~ r'-i-Ycn — T7f‘ 

Se  dalle  erpreflìoni  delle  feganti  della  fomina  ^ o della 
ditferenza  di  due  archi  fi  volelTe  eliminare  la  tangeiue, 
ed  introdurre  il  folo  raggio,  e le  leganti  date,  balta  av- 
vertire, che  è T c =z  \/  S e c — r \ onde  fatte  le  fofti- 
tuzioni  necelfarie,  fi  otterrebbe  l’ intento . 


XXII.  Propofizlone  XI.  Determinare  la  colTegan- 
le  della  lòmma  di  due  archi  v,  <f>>  date  le  loro  cof- 

i'eganti , e cotangenti  . Per  i Teoremi  abbiamo  — = 


; onde  farà  € s c . « -f  f ; 


r.  S ec  .Tt 
T c . ir  -f*- 


T c . ir  "h 

r*. Se  C'ir  ^Sec(p  r*.T  c ir  T c P S e c ir  . S e c f 

>'  — T c ir  .T  c P * r’  — T c ir  .T  c T c ir  T c ip  ’ 

efiendo  fbftituite  le  efpretfioni  della  fecante  , e della 
tangente  della  Tomma  di  due  archi  : ma  è S e c ~ 

— — ; dunque  farà  C s c . ir  -f  9 nz 

Teir,Cscir.lcP.CscP:r*  r’ 

^ V-V— : ^ dippiu  T e = -p--—  . 

T c ir  4-  T.c  P * * C t c 


Dun- 
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. — : Cscit.Csct) 


Dunque  farà  C j c . w 4-  <t>  — 

XII.  Determinare  la  cofTe- 
^aiite  della  differenza  di  due  archi  ^ <f>  f per  le  loro 
colfcganti  , e cotangenti  . Per  la  cofTegante  della  dif- 
ferenza di  due  archi  avremo  dai  Teoremi  Csc. 


r ,S  e c . 


• f f* . S ec  ir,  S ec<f> 

Tc,—^  Tf  ir  . Tep  * 


^ 

.T  c ir  — r f ò 


Secn.Seci»  . „ 

■ : ma  e Seczzz 


r'+Tcn.Tcf  T c re  — T c <t> 

T c . C se  ' C'r- 

; dunque  lara  C j c . ir  — <p  — . 

TcnC  scit.T  et).  Csc(t>  : r*  , „ #•’ 

T. — -rr. ^ : nia  c Tc~- : 

• 2 c rt  £ c 0 Ctc 

— C s c rt , C se  (p 


però  farà  C se.  rt  — f. 


Ctc<p  — Ctcrr 


0 


XXIV.  Eflèndo  Ctc  ~ \/ Csc  — r’  ; quindi  ù 
potranno  avere  le  colTeganti  della  fomma  , e della  dif- 
ierenza  di  due  archi  per  le  fole  colfeganti  date  . 

XXV.  Propofizioiie  XIII.  Il  feno  di  un  angolo  ftà 
al  colfeno  più  il  raggio , come  la  tangente  della  me- 
ta dell’  angolo  al  raggio  . Chiamato  l’angolo  « , faia  , 
per  i numeri  ottavo.,  e decimoterzo,  c e 


S c~.Cc  — 


Cc 


•Se 


e C — 


; dunque  fa- 


rà c t:  C c f + r : : 2 S c — y(.C  e — : C e — 


-Se- 


+ /* 
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+ r*  : ma  è r’  — S 

S e tiC  e t +>  : : 2 c — 

Q 


e-^  = Cc -i-;  dunque  farà 

2 fi 


FINE  DEL  PRIMO  LIBRO. 


0, 


ìt- 
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LIBRO  SECONDO 

Delle  Linee , ovvero  dei  Luoghi  del  primo , e fe- 
condo grado , e delle  Elquazioni  determinate 
del  grado  terzo , e quarto . 

wmt  m I < ii^i  — rw 

CAPO  PRIMO. 


Velia,  linea  del  primo  grado  y delle  varie  fpecie  di  linee 
del  grado  fecondo  , e particolarmente 
della  Parafala  . 


T A linea  dicefi  di  primo  ^o  fecondo  grado,  le  con 
jL^  queda  fi  codruilca  una  equazione  ai  due  inco- 
gnite , e perdo,  indeterminata , che  da  di  primo,  o di 
lècondo  grado . L’ equazione  poi  indeterminata  di  pri- 
mo grado  mai  ha.  termini,  in  cui  l’ incognite  , fi  tro- 
vino infieme  , ed  eccedano  la  prima  dimenfione  : quel- 
la di  l'econdo  mai  ha  termini,  in  cui  l’ incognite  , an- 
che infieme , oltrepaffino  la  feconda  dimenfione  ; do- 
vendo perciò,  fe  fono  infieme,  elTere  ciafcuna  alla  pri- 
ma dimenfione . La  determinazione  di  una  incognita 
in  quede  equazioni' dipende-  dall’altra,  a' cui  potendo- 
fi  ad  arbitrio  dare  valori  infiniti,  ancor  la  prima  avrà 
valori  infiniti  ; per  tal  motivo  l’ incognite  qui  fi  chia- 
mano indeterminate  y o variabili  \ e alla  codruzione  di 
tali  equazioni  non  foddisfanno-  che  linee  , come  vedre- 
mo . Lina  delle  due  indeterminate-  s’ intende  prel'a  fu. 
d’ una  retta  data  di  pofizione,  da  un  punto  dato.,  e 

0^  a.  chia- 


Digitized  by  Google 


LIBRO  II. 


chumafì  afeìJTit  ; 1’  altra  s’ intende  condotta  per  T -eftre- 
mità  deir  ai'cilTa  in  modo , che  faccia  con  elTa  Tempre 
un  angolo  dato , e dicefi  ordinata  : amendue  inlìeme 
chiamanfi  coordinate  . 


II.  Vuole  il  buon  ordine  , che  dicafi  prima  delle 
linee  del  primo  grado, dalle  quali  fubito  ci  fpediremo. 
Sono  efTe  comprele  nell’  equazione  generale  , o cano- 
nica m y + /ijr-b/)i=o,in  cui  y , x fono  le  due  inde- 
terminaie,  /« , 71,  p fono  determinate,  e polTono  elTe- 
re  pofitive , o negative,  o anche  nulle.  Serve  quell’ 
equazione  folo  alla  linea  retta , che  trovafi  così.  Sia  la 
indehnica  A B Fig.  1.  Tav.  i.  ) , in  cui  s’intendano 
pi  eie  dal  punto.  ^ le  afcWTe  AP~x^  pofitive  verfo 
U , e negative  dalla  parte  oppolla . Sia  A P F V ango- 
lo delle  coordinate  di  maniera  che  le  ordinate 

poiiiive  cadano  al  di  lopri  della  linea  delle  afcifle  5, 
le  negative  lleno  il  prolungamento  delle  pohtive  al  di 
dòtto  della  medefima  A B . Prefa  da  A fulla  linea  delle 
al'ciffc  una  qualunque  A R , per  B fi  tiri  dalla  parte  del- 


le ordinate  y negative  , parallela  alle  ordinate  medefime, 
una  B 0 talmente  , che  lia  A B : B O ::  m : n , e con- 


una  B Q_  talmente  , che  lia  A B : B Q_:  : m : n ^ e con- 
dncaff  per  A y e la  indefìnira  AQ.  -Similmente  per 
A fi  conduca  dalla  parte  delle  ordinate  y negative  , 

. / I , 

parallela  alle  medefime , una  AO  , e per  O ti- 


parallela  alle  medefime , una  AO  = ~ y e per  O ti- 
rili una  parallela  ad  A la  quale  li  prolunghi  Inde- 
finitamente da  una  parte  , e dall’  altra  in  T , e in  C . 
Sara  la  retta  T ()  C la  linea  dell’  equazione  m y + ;i  *• 
4-  o . Infatti,  prefa  qualfivoglia  afcilTa  pofitiva  A P 
— X y e nel  dato  angolo  delle  coordinate  condotta  la 
PVy  t prolungata  .quella  al  di  fotte  di  A B finche  in- 
contri la  retta  T D C in  M y onde  fia  1’  ordinata  nega- 
tiva PM  ~ — y y che  Incontri  A Q_  in  G;  fi  avrà  A lì: 
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B Q^:  : A P:  P G j cioè  m : n:  : x : P G \ e perciò  P G ~ 

^ . Si  avrà  ancora  G M — A O ~ — . Dunque  P M 
m m ^ 

nz  — y ; donde  rlfulta  n jc  + p ~ — m y, 

mm 

e finalmente  m y n x -t  zn  o ^ che  è 1’  equazione 
propella  . 

X f ri  » 

III.  Se  nell’  equazione  generale  , efiendo  pofitivu 
il  primo  termine  m y , il  lècondo  folTe  negativo  , la 
B Q_  nella  coftruzioue  fi  dovrebbe  condurre  dalla  par- 
te delle  ordinate  pofitive,  cioè  al  di  lòpra  di  Ali-,  c 
cosi  pure  le  folle  negativo  il  terzo  termine  p y.  h A O 
fi  dovrebbe  condurre  dalla  parte  oppolla  , cioè  al  di  lò- 
pra di  >4  a,  dalla  parte  delle  ordinare  politive.  Se  nell’ 
equazione  mancalTe  il  terzo  termine , cioè  folfe  p rzz  o, 
la  linea  A O farebbe  nulla  , e cosi  O C cadrebbe  lu  la 
A Q^f  e farebbe  A Q^\?l  linea  dell’  equazione  . Se  man- 
calfe  il  fecondo  - termine , cioè  le  folle  nz=zo  y farebbe 
nulla  la  BQ^y  e cosi  la  O C , linea  dell’ equazione  , 
farebbe  parallela  alla  A B . Se  mancalTe  il  primo , cioè 
fe  folfe  m~Oy prelà  fu  la  linea  delle  alcilTe  dal  pun- 
to la  /I  Rzzz  ~y  dalli  parte  deir  jf  negative  quan- 
do p,  /i  fono  affette  ‘dello  ftelTo  fegno  e dalla  parte 
delle  X pofitive  quando  p.y>  n fono  affette'  di  legno 
contrario  , e condotta  per  una  retta  parallela  alle 
ordinate , farebbe  tifa  la  linea  dell’  equazione  . Impe- 
rocché generalmente  abbiamo  Q_B  : B A:  : O A : A Rj 

CÌoé,n  : m : : A R]  onde  A R ~ : ma  quando 

m n ^ 

mc=o,^0~  — è infinita  y ed  A R ~ ~ punto  non 
. ; i fi  A- 
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fi  altera  ; dunque  allora  la  linea  dell’  equazione , cioè 
la  R O , condotta  per  lo  punto  R,  trovato  col  prende- 
re A R ~ f diventa  parallela  alla  A O , cioè  alle 
ordinate . 


IV.  Vengo  ora  alle  linee  del  fecondo  grado,  che 
nell’  equazione  geneiale  yy  + lxy  + mx'-^  ? — ® 

+ H y + p X 

fono  tutte  conaprefe  , eccettuate  quelle , che  corrifpon- 
dono  al  calò  , in  cui  manchi  il  tenuine  y y , non  po- 
tendo quello  mai  qui  mancare  , per  non  avere  yy  coef- 
ticiente,  che  polTa  fìngerfi  zero,  del  qual  calò  fi  dirà 
poi . Rapprefenti  ora  C E D { Fig.2.  Txv.  i.  ^ una  curva, 
qualunque  ella  fiali , che  fi  fupponga  lòddisfare  alia 
iiollra  equazione.  Sia  AB:zzx^  BC~y.E'  facile  il 
vedere  dall’  equazione,  che  due  bifogna  che  lieno  i 
valori  dell’  ordinata  y corrirpondentì  alla  Helfa  afcilTa 
X : fi  fìnga  che  B C , e B D fieno  i corrifpondenti  al- 


* / X I n 

la  afcillà  BA.  Facciali  y H ; onde  farà 

2 


/*  X* 


In  X 
2 


‘JL! 2_:e  fatta  la  folli- 


y y + lxy=.u 

+ ny 

tuzione  nell’  equazione  canonica,  diverrà  elTa 

— x’ X — =0.  A vedere  qual  mutazio- 

4^24 

-f-  m X*  + p X 4-  y 


ne  rifulti  nella  figura  ^ la  converfione  dell’  equazio- 
ne canonica  in  quell’  altra , in  cui  fi  è fatta  fparire 
la  V , e li  è introdotta  l’  u ; pel  punto  A conduci  pa- 
rallela z C D \z  A F , e tirifi  per  F ìtF  G pa- 


cal- 
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rallela  ad  AB.  Sarà  FGi=  yfB  nrx.e  C G :r::]y  H — 

I ' - 31 

Prefa  ora  daF  fu  la  FG  qualunque  F/  , conducafl  per 
Jf  parallela  a C'  D,  uiu  i Af  tale , che  fia  F / : I K:'.%-k,  e 

I X , 

per  i punti  F,  A tirifi  la  F F ff.  Sarà  G quin- 

di C//  = y + — + — , cioè  C H zzzu  . Altro  dun- 
3 3 


que  non  s’  è fatto  con  quella  foftituzionc  , che  trasfe- 
rire la  linea  retta,  in  cui  terminano  le  ordinate  della 
curva , che  ora  Ibno  le  « , da*  >4  B in  F . 

V.  Ma  perchè  le  due  indeterminate  C H ~ w,  F G 
— r,  la  relazion  delle  quali  viene  efpreffa  dalla  nuo- 
va equazione , non  fono  veramente  coordinate , non 
terminando  la  u nella  retta , in  cui  fono  prefe  le  x ; 
perciò  chiamata  F H~z  ^ ed  efprelfa  per  <2  ' k la  ra- 

fione'di  FI  ad  FA,  cioè  di  FG  F H t o vogliam 
ire  la  ragione  x : z , la  'qual  ragione  è data  per  la  co> 
llruzione , fodituifcali  nell’  equazione  ritrovata,  in  vece 


di  X , il  fuo  valore  ^ , 


. 4 I , 0 f , 

+ TT2  ~r^  + 9 


e diverrà  el& 


4 


=:  o,  la  quale  è manifeih)  non 


•I 


eflere  niente  meno  generale  della  prima,  non  effendo 
tra  eflii , e la  prima  altra. differenza , le  non  che  la 
prima  riferifce  i punti  della  curva  alla  linea  delle  a- 
fcilTe  A Bf  mediante  le  ordinate  C quella  riferifce 
i punti  della  UefTa  curva  alla  nuova  linea  delle  alciife 
F H , mediante  le  nuove  ordinate  C H . 

VI. 
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VI.  .Dair  equazione  ftefla  apparifce,  che  due- fono 

ì valori  di  Uj  e'quefli  fra  di  loro  eguali,  uno  poftci- 
vo  , negativo  1'.  altro . Quello  ne  moflra , che  la  linea 
2?C,  e COSI  qualunque  altra  ad  elTa  parallela  iicritta 
alla  curva  , refti  divila  per  metà  dalla  retta  F H ^ che 
perciò  appellafi , e ajfe  fe  T angolo  F fì  C Ù3. 

retto  : il  punto  L , in  cui  il  diametro  , o 1’  alfe  incon- 
tra la  curva , diceli  vertice.  Quindi  è,  che  le  pel  ver- 
tice L conduralli  una  parallela  a CZ?,larà  ella  tangen- 
te', poiché  le  incontralle  la  curva  in  qualche  altro  pun- 
to , non  renerebbe  divilà  per  metà  dal  diametro . 

VII.  Ora  trescali  fono,  da  diftinguerfi  nell’equa- 
zione canonica  ultimamente  trovata  ; perciocché  o fa- 


/’  r /* 

rà  m ~ — ,o«i>  — ,om<  — . Nel  primo  cafo 
4 ' 4 * 4 • ‘ 

il  fecondo  termine  è c::ro-,  mel  fecondo  è pofitivo  , e 

nel  terzo  negativo . , ' Però  facendo  -r  — « 


quando  non  Ha  o , e mutando  : in  x , u in  y ; i tre 
propofti  cafi  verranno  elprelE  dalle  tre  equazioni- 

y* b X- — C ZZZ  0 

y’  -i-  X X* — b X — .t*  tCd  0 

y’  — XX* — bx  — dove  la  fpeciè  a dee-fempre 

confiderarfi  prefa  pafitivamente  ; b poi  Ha  in  luogo  di 

in  — 0 p • , j*  i 

T — -f  e f-  in  luogo  di q ; e tanto  6,  quan- 

to  c può  enere  prda  pofitivamente , e negativamente  , 
td  anche  elfere  nulla  . 

Vm.  ^o(la  X infinita  nella  prima  di-  quefte  tre 

forinole,  viene  y ~ 4^  \^b  x , i quali  due  valori  fono 
reali , fempre  che  b,  ed  x fieno  amendue  pofitive,  o a- 
mendue  negative;  fono  immaginari,  quando  bj  x fie- 
no r una  pofitiva , e T altra  negativa  . Dunque  là  cur- 
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va  efprefla  dalla  prima  equazione  avrà  folameiite  due 
rami  infiniti . Nella  feconda  equazione , polla  x inli 
nita  , i valori  di  y fono^\/  — j x‘  — +x  , i 

quali  , o fi  conGderi  x come  pofitiva  , o come  negati- 
va, fono  fempre  immaginari,  poiché  la  fpecie  co- 
me li  è notato,  dee  fempre  confidcrarfi  prefà  pofitiva- 
mente  . Dunque  la  curva  efprefla  dalla  feconda  equa- 
zione non  ha  alcun  ramo  infinito  . Finalmente  nella 
terza  equazione  , polla  x infinita  , i valori  di  y fono 
\/~àx^  , i quali  fono  reali  , o fi  confideri  x come 
pofitiva  , o fi  confideri  come  negativa  . Dunque  la  cur- 
va efprefla  dalla  terza  equazione  ha  quattro  rami  infi- 
niti, due  dalla  parte  delle  x pofitive , e due  dalla  par- 
te delle  X negative , i'ono  quelle  pertanto  tre  l'pecie 
diverle  di  curve  del  fecondo  grado , la  prima  delle 
quali  porta  curve  dotate  di  foli  due  rami  infiniti,  e 
quelle  fi  chiamano  PjraòoU:  la  feconda  porta  curve 
prive  affatto  di  rami  infiniti  , e quelle  Ibn  dette  Ellif- 
Ji  : la  terza  porta  curv'e  dotate  di  quattro  rami  infini- 
ti, e quelle  diconfi^/pcr^o/tf  . 

IX.  Prima  di  venire  all’  efame  di  ciafcuna  fpecie 
a parte,  olfervifi , che  nella  prima  forma  dell’  equa- 
zione canonica  num.q.  ) yy-f-  l xy  m x'  + q ~ Oy 

+ n y p X 

il  trinomio  yy  + Ixy  + m jr*,  formato  dai  termini , che 
contengono  le  indeterminate  alla  feconda  dimenfione  , 


fi  rilblve  ( i ) nei  due  fattori  y + x. f- 


J-4-v/ìl  r 


1 


m 


y + x.  — — ^ m , i quali  , fuppofto  wi  , 

il  che  , come  di  l'opra  fi  è notato  , porta  alla  parabo- 
la  , diventano  eguali  ; fuppollo  m>  — , il  che  fi  è ve- 

R **  du- 
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II. 


l.ìO 


duco  che  porta  all*  elliirc  , diventano  Immaginari  ; 

/« 

tìnalmaite  fuppofto  w < — , il  che  porta  all’  iperbo- 

la  y fono  reali,  e dileguali.  Dunque  propoHa  un’equa- 
zione qualunque  indeterminata  del  fecondo  grado  , fi 
conolcerà  fubito  a quale  fpecie  di  curve  appartenga , fè 
prela  la  fomma  dei  ternuni  , che  contengono  le  inde- 
terminate alla  feconda  dimenlione  , li  rilolverà  quella 
lòmma  in  due  fattori:  poiché  fe  i due  fattori  riufcì- 
ranno  eguali , la  curva  farà  una  parabola  ; fe  riufeiraa- 
no  immaginari,  farà  la  curva  un’  ellilfe  ; fe  riufeiran- 
no  reali,  e difeguali , la  curva  farà  un'iperbola. 

X.  Prendo  ora  ad  elànìinare  partitamente  le  tre 
curve  , e comincio  dalla  prima , 1’  equazione  di  cui  è 

y y — è X — c~o  (mim.7.),cioèyy~^  x c~  b . x + - 

Pongo  con  che  altro  non  fo,  che  tr»- 

fportare  il  principio  delle  afcilTe  dal  punto  F in  un 

altro  della  retta  F //,  diftante  da  F deU’intervallo  ~ . 

b 

Sarà  dunque  l’ equazione  della  parabola  yy—h  2 , op- 
pure y y~  h X y mutando  cioè  2 in  *•  ; ed  y =+  y/  b x^ 
Sia  A F {^Fìg.  Tav.i.  ) la  linea  delle  alctlle  x y ei  A 
il  loro  principio.  Polla  jrzz:o  nell’ equazione , li  flan- 
elle yzizo,  e però  la  parabola  pnlTa  pel  punto  A.  E‘ 
chiaro  , che  nella  Itelfa  equazione  a qualfivoglia  x cor- 
rifpondono  due  valori  di  y eguali  fra  di  loro,  uno  po- 
fitivo  , e r altro  negativo  ; per  la  qual  cola  a qualun- 
que alcilTa  A F corril’pondono  due  ordinate  eguali , F D, 
F F , una  di  quà  , e l’altra  di  là  dalla  fteffa  linea  del- 
le alcifle  A F y la  quale  perciò  è un  diametro  , oppur 
1’  ajìe  ( num.ó.  ) , ed  A il  fuo  vertice.  E’  chiaro  ancora. 
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che  al  crefcerc  deU’afclfla  x,  crefce  pure  l’ ordinala  y, 
tal  che  fattali  x infinita  , anche  y è infinita  . Dunque  i due 
rami  della  parabola  allontanandofi  infinitamente  dal  ver- 
tice, s’allontanano  intìnitameute  ancora  dal  diametro  , o 
affé  : e per  riguardo  all’  alfe  è manilello , che  efTendo  le 
ordinate  di  elfo  a lui  perpendicolari , i due  rami  para- 
bolici verranno  ad  effere  in  tutto  e per  tutto  egual- 
mente difpofti,  l’uno  da  una  parte,  e l’altro  dall’al- 
tra del  medelimo  , di  modo  che  , pollo  1’  uno  fopra 
l’altro,  perlèttamente  fi  combacierebìjonn . Frefa  x ne- 
gativa , cioè  da  A non  verlb  F , ma  verfo  la  parte 
oppofta  T , nell’  equazione  i valori  di  y diventano  im- 
maginari; il  che  denota,  che  la  curva  dalla  parte  di 
T e immaginaria,  cioè  , che  da  quella  parte  non  vi  ha 
curva . Che  le  la  linea  determinata  b , che  fin’  ora  fi 
è fuppofta  pofitiva  , fi  vorrà  prendere  negativa,  onde 
l’equazione  fia  yy  — — bx’,  e lubito  manilefto  non 
poter  eflère  i valori  di  y reali , le  non  fi  prenda  ne- 
gativa anche  x , cioè  da  A verlb  T . Dunque  allora  la 
curva  allatto  manca  dalla  parte  di  .F , e fi  eftende  tut- 
ta dalla  parte  di  T.  La  linea  indicata  da  b , che  fa 
con  quallivoglia  alcilTa  x un  rettangolo  eguale  al  . qua- 
drato della  covril’pondente  ordinata  y , fi  chiama  para- 
metro del  diametro , o alfe  A F . 

XI.  Foniamo  che  fia  A F V afiTe,  A il  vertice  , 
b il  l'uo  parametro  ; làrà  dunque  retto  1’  angolo  A F D 
fnum.  6.  ),  Sia  ileritta  alla  parabola  una  retta  qualun- 
que D Ny  che  tagli  1’ alfe  A F in  G lotto  un  dato  an- 
golo D G F ~ fx  . Chiamili  A G — z y G D u . Fo  - 


fto  r il  raggio  , farà  : S c p-  ::  u:  y ^ ed  r : 

U m 0 C ti.  J Zi  » C C IX 

C c IX  : ; u : G F — ; onde  x~  z . 


R 


So- 
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Softituiti  quefti  valori  di  y , e di  jr  nell'  equazione 


y y — b X y fi  avrà 


. a’ . Se  ^ 


ba.  Cefi.  , che 


è r equazione  della  parabola  tn  A G y e GD  y fup- 
pofie  cioè  iferitee  alla  curva  infinite  rette  D N , tutte 
fra  di  loro  parallele , e formanti  con  V alfe  ^ jP  ua 
angolo  — fi. . 

XII.  Fatta  in  quell’  equazione  z ~ A G o y fi 

trovano  i due  valori  di  a , uno  u — G D z:z  0,1’  al- 
tro u—GNzr:  — ; il  che  ne  m olirà  , che 

S c fi. 

palfiindo  D N in  A H y il  fegmento  G D fvanifee  , co- 
me infatti  fi  vede  che  fvanir  dee , e 1’  altro  G N di- 
venta la  retta  ftelTa  A H y e quella  è = • 

S c (À. 

Il  fegno  — , di  cui  è venuto  affetto  quello  valore  di 
u y altro  non  denota , fc  non  che  li.  A H cada  appua- 
to  dalla  parte  di  G N y cioè  dalla  parte  delle  u nega- 
tive. 

XIII.  Intendafi  A H divifa  per  metà  in  AT , e tì- 
rifi  per  K una  retta  parallela  all’  alfe  A F y che  incon- ’• 


tri  D N in  L ; làrà  dunque  A X ^ G L 


òr  .Cc 


n-S  C fA 


„ . - , ^ . br.Ccu.  j u.Scfi.  , 

Facciafi  L D = u -,  —y  , onde -h 


Q.S  c fi. 


b . C c fi. y . S c fi. 


; e quadrando, + 
a.ocf*  r ^ r r 


b u . 
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t 

. Ma(nun^II.) 


+ 

r r r 


b z . Dunque  b z -t 


b' . C c IX  y y . S c IX 

~ir^ — ’ ^ '' 

ò c fX 


cioè 


br’  z 
S c fx 


b'r\  Ccfx 

_I ♦' 

4.  Sc^x 


~ yy.  (^2)  . Or  quefta  ognun  vede  efTere  r 


equazione  della  medeflma  parabola,  trasferita  folo  la 
linea  delle  afcifle  = da  G in  AT  I. , e polto  il  prin- 
cipio di  elfe  in  K . Ma  in  quella  equazione  y ha  due 
valori  eguali,  uno  pofitivo , l’altro  negativo.  Dunque 
qualunque  delle  D N è divila  in  L dalla  linea  delle 
aicifle  K L per  metà.  Dunque  K L parallela  all’  alfe 
A F h un  diametro  : il  che  valendo  eg.ialmente  qua- 
lunque fia  l’angolo  /* , che  fanno  le  ordinate  Z.D  con 
l’ alfe  , cioè  qualunque  fia  la  diUanza  della  K L dall’ 
affé  niedefimo  A F y ne  l'egue  , che  nella  parabola 
ogni  retta  par:rilela  all’  alfe  e diametro-. 


XIV.  Sia  1 il  vertice  del  diametro  K L . Nel  pun- 
to I num.5.  ) tanto  L23,  quanto  LN  diventa  :zro. 
Polla  dunque  nell’  equazione  y zi:  0 , il  valore  di  z 


che  rifulta  , cioè  z — , efprimerk  ATT, 

Se  IX 

diflanza  del  principio  delle  afeifle  K dal  vertice  I ; il 
qual  valore  e negativo, a;ftendendofi  h X I dal  principio 

deì- 


Digitized  by  Google 


*•>4 


LIBRO  II. 


delle  afciflTe  K in  direzzione  oppofla  al  punto  L , ver- 
lò  cui  s’ eftendono  le  alcilTe  pofitive  . E’  dunque  K I~ 


b . C c if. 


Però  facendo  z -f 


b.  C 


~ X . e fofti- 


S c it.  S c i». 

tuendo  il  valore  di  z nell’ equazione , fi  avrà  una  nuo- 


va equazione  ^ 


;•  X 


S c 


y y ì che  rapprelcnterà  la  ftel- 


fa  parabola  riferita  allo  fteflo  diametro  K L , trafjxjr- 
rato  lòlamcnte  il  principio  delle  afcilTe  da  JSf  nel  verti- 
ce 1 del  diametro  medefimo  . E’ manifefto  ( num.  lO. 

che  ■ — - far-à  il  parametro  di  quello  diametro . 

S c fi. 

XV.  Per  lo  punto  I condotta/  T parallela  ad  //yf, 
die  làrà  tangente  (^num.ò.)  , fi  venga  a tagliare  FA  pro- 
dotta in  r . Supponiamo  ora  che  1’  angolo  ISA  non 
fia  retto ^ ma  un  altro  qualunque,  che  chiamo  0;  fa- 

b r' 

rà  fimilmente  il  parameuo  del  diametro  A F — ^ 

S c 

onde  i parametri  de’  due  diametri  /Jf,  AS  farebbe- 

1 I . . I I 

ro  come  — - : , cioè  come : --  : 


S c 


S c f 


ma  / A",  ed  j’y/ fono  come  / r : IS 


1 S IT 
direttamente  , e 


come  1 parametri 


IS 


— reciprocamente  (*,);  dunque 
2 T 

I K ^ A S fono  uguali , e perciò  AT  ~ S A . Per  con- 
durre adunque  da  un  punto  T la  tangente  , li  tagli 
A T ^ S A fC  fi  -congiunga  I T ,che  larà  latangente- 

XVI. 
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XV7.  Per  piccola  rifleflìoue  che  fi  faccia  , fi  ve- 
,drà  , che  prelè  le  x nella  tangente  della  parabola , e 
le  y nel  diametro  , fi  abbia  b y — x x . Quelta  equazio- 
ne adunque  apparterà  lèmpre  alla  parabola  colle  afciffe 
prelè  nella  tangente . , , • . 


CAPO  li. 


Deir  ElliJIe. 


1.  Rendo  l’ equazione y y -f  a V — bx — fZ=o,  che 
JL  nel  cap.  preced.  num.8.  abbiam  veduto  appartenere 

all’  ellifTe . Pongo  x — ^ — z , con  che  trafporto  il  prin- 
cipio delle  afcille  dal  punto  F Fig.  4.  Tav.  i.)  in  un 
altro  del  diametro  F H , dittante  da  F dell’  intervallo 

— . Fatta  la  foftituzione , rifulta  l’ equazione  v y — — ~ 
la  ^ 4» 

-i-  c — a 2* , oppure , convertendo  2 in  jt  , y y — — -f  c 

4 ^ 

— 4*’.  Per  maggior  chiarezza  fottituifco  bb  in  luogo  di 
+ , e in  luogo  di  a ^4)  ; cosi  1’  equazione  ri- 


444 


dotta  a forma  più  femplice  farà  y y -,-7“  • ^ ^ — x x , 


bb 


onde  • Qm  apparifce  , che  nin- 

na mutazione  l'uccede  nel  valore  di  y al  cangiarfi  del- 
le afciffe  X di  pofitive  in  negative  , o al  contrario  . II 
che  ne  mollra,  che  a diftanze  eguali  prete  di  qua  , e- 
di  là  dal  principio  delle  afciffe , le  ordinate  fono  egua- 
li . Ora  perchè  y , e quindi  la  curva  non  fia  immagi- 
naria , 
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naria , bl fogna  che  x non  fia  maggiore  di  i . Porto 
dunque  in  O il  principio  delle  alcifle,  e di  qua  e di, 
là  da  erto  tagliate  fui  diametro  FM  le  due  O Z, , O AT, 
ciafcuiia~^;  farà  O A'  il  raartimo  valore  di  x pofiti- 
va  , ed  O L il  niallimo  valore  di  x negativa;  e perchè 
nell’ equazione  , porta  x~b^  diventa  y~o;  perciò  c 
chiaro,  che  la  curva  paffa  per  i due  punti  /f  , L.  Al 
diminuire  della  jt  , o pofitiva  , o negativa,  è evidente, 
che  la  quantità  b 'b‘  — arx,  e perciò  anche  il  valore 
di  y , crelce  ; di /maniera  tale  , che  porta  x o , il 
valore  di  y diventa  martìmo  . Ma  porta  x~  o,  è y = 
+ c . Dunque  .'condotta  per  O una  parallela  ad  una 
qualunque  DC  , e prefe  in  elfa  le  OR,  OS  eguali 
cisfcuna  a < , parterà  la  curva  per  R,  ed  i*,  e faran- 
no quelli  i due  punti  della  curv^a  piò  ri  moti  dal  dia- 
metro F H . Di  tutte  querte  cofe  apparifce  , che  1’  el- 
iirte ritorna  in  fe  fterta,ed  è polla  di  quà  e di  là  dal- 
la i^rtca  A"  L in  maniera,  che  paflando  per  i punti  AT , 
1. , a dirtanze  eguali  da  elfi  le  rette  ifcritte  alla  cur- 
va parallele  z D C fono  eguali , e la  martima  di  elfe 
è la  .yR,  che  parta  per  lo  punto  di  mezzo  O della 
fterta  K L . La  K L è elfa  propriamente  il  diametro 
deir  eli  [[le  y e i due  punti  y L,  con  cui  termina  nella 
curva , fono  i fuoi  vertici . Il  punto  di  mezzo  O dice- 
ii  centro  dell'  ellljfe  , 

II.  Ertendo  0 K — OJ^—byOH  — XyH  Cr=y, 
farà  KH~b-^XyHL~b  — x;  e però  il  rettango- 
lo — XX,  ed  il  quadrato  H C ~ y y.  O- 

ra  ri fol vendo  in  analogia  l’ equazione  y y — -,-r . bb  — xxy 

h b 

rifulta  b b — X x:  yy::  b bx  c c . Dunque  nell’  ellilTe 
il  rettangolo  K H L dei  l'egmenti  del  diametro  ha  al 
quadrato  della  corri Ipondente  ordinata  HC  una  ragio- 
ne 
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se  colante  . Se  quella  ragion  coftance  fi  efprimerà  per 
ijuella  dei  diameiru  a ^ ad  un’  altra  linea  , che  chia- 
iTìcrenio  p , .diralli  la  linea  p pirometro  del  diametro 
K b . Sarà  pertanto  b b\  e e b\  p\  onde  p ziz 


— . Però  fe  nell’  equazione  y — ^ , b b — jriria 
luogo  di  r c porralfi  il  luo  valore  ^ » s*  avrà  1’  equa- 
zione  — jrXjChe  dicefi  equazione  al  pa- 


rametro . 


IH.  Prendali  dalla  parte  oppofta  ad  O H 1’  afcilTa 
O G eguale  alla  ftelTa  O H y t condotta  l’ ordinata  G 
tinfi  la  retta  CV  . ÌL'  maiiifefto  , che  eflendo  le  due 
ordinate  HC  y GV  parallele  ad  OR,  le  due  C V y H G 
reneranno  di  vile  da  quella  O R proporzionalmente  in /, 
ed  O , e per  conléguenza  farà  IC  — IV  : ma  per  le 

cofe  dette  le  due  ordinare  HC  y GV  fono  anche  e- 

guali  ; dunque  la  C ^ farà  parallela  al  diametro  K L . 
Le  quali  colè  valendo  lèmpre , qualunque  fia  1’  afcilTa 
O //  , a cui  fi  prende  eguale  dalla  parte  oppofta  la 

O G -y  ne  lègue  , che  la  .S*  R taglia  per  metà  tutte  le 

rette  ifcritte  all’  ellilTe  parallele  al  diametro  K L . Dun- 
que i*  R e un  altro  diametro  , le  cui  ordinate  fono 
parallele  al  primo  diametro  K L , Tìi  pid  elTendo  O 
H C~y  y O R~OS~c  , farà  SI— e-\-yyJ  Rz::e — yy 
ed  il  rettangolo  i"  I R=zc  e — yy  . Già  è / C = 0 H~x , 

e per  1’  equazione  della  curva  abbiamo  yy  ~ . 

bb — jrjr,  donde  fi  cava  anche  x x zz:  — . cc — yy; 

e rifolvendo  in  analogia,  c e — yy  ; x x;  \ c e .b  b . Dun- 
que il  rettangolo  S J K dtà  fegnienti  del  diametro  S R 

S al 
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al  quadrato  dell’  ordinata  corrifpondente  / C è in  uaa> 
ragion  collante  . Compete  pertanto  al  diametro  S R la 
lidia  proprietà , che  all’  altro  AT  L . E’  facile  il  vede- 

% b 

re  , che  il  parametro  del  diametro  S R è . I due: 

\ 

diametri  KL^  .y  Ti,  uno  dei  quali  è parallelo  alle  or- 
dinate deir  altro-,  fi  chiamano  conjugjti  . 

IV.  Fingiamo  che  A'  L , S R fieno  i due  affi  con- 
iugati , cioè  che  r angolo  LO  R fra  retto  . E’  chiaro 
per  le  cole  dette  al  num. i.,  che  la  curva  farà  tagliata 
dai  due  affi  A'L,  SR  in  quattro  quadranti  in  tutto  e- 
guali  tra  di  loro  , e fimili . Per  qualunque  punto  C dell* 
elliffe  intendafi  ifcritta  alla  curva  una  retta  C N , che 
tagli  r alfe  a:  L in  £ fiotto  un  angolo  dato  fx  , onde 
fia  L E C . Fatta  O E :=.z  EC  ~ u ;fi  avrà 

r : S c i*  ::  u : y ~ ^ ; ed  r : C c : : u : EH  tzr 

r 

- - - ^ ; onde  — s + “■  ' ^ ..  Fatte  le  foftituzio- 

r r 

ni  di  quelli  valori  di  jr  , ed  y nell’  equazione  all’  zC- 


fie  y y rz:  . b b — x x \ fi  avrà  1’  equazione 


a' . S c (X  cc  . , 

— -,  , • . p b- 

r F bb 


•1  u z . C c u.  u’  .C  c IX 


che  efiprime  la  relazione  tra  le  O £ , e le  S C . In  que- 
lla equazione  polla  r zzi  ^ , fi  ricava  a ziz  0 , ed  « izz— 

<2.  b c'  r .C  c tx  ' , , 

“ ■ — - — ■ ■ — ■ • Dunque  qu3HcIo  13  O E di— 


b*  ^ S c IX  c* . C e fx 

venta  O L , la  £ C fivanifice  , come  appunto  fi  vede 
che  Ivanir  dee.,  e la  £ palfia  in  L Af  , e diventa 


Digilized  by  Goqgle^ 
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ft j il  qual  valore  è venuta  af- 

y . S c H-  C c fi. 

fetto  del  fegno  — perchè  la  £ ZV  , e però  anche  la 
l,M  cade  dalla  parte  delle  u negative. 

V.  Inteiidafi  ora  LM  , divi  fa  per  metà  in  !F  , e fi 
conduca  per  r , e pel  centro  O la  T O , che  incontri 
la  C /V  in  2 , e la  curva  da  una  parte  in  B , dall’  al- 
tra in  .P.  Pongafi  OZ—x,  ZCzzzy  ^ e l’ angolo  HQL 
chiamifì  ~ , onde  fia  B T L — ^ f . Avremo 

O T : O L : : 0 Z:  0 E , cioè  S ci^iS  c.f*  — 

^ ^ Avremo  pure  0 L : L T ::  O E:  E Z ^ cioè 

ò C (t 


B c*  r ,C  Cfà. 


. B*:  Sc(t.  + c*.Cc()^ 


X . S c . n 
S c ft. 


E Z,;  onde 


■Bz=  , e p<;à  EC 

» s * 

Scii.B*.Sc(*-+c'.Ccix 

C*rx,Cc(X,  Se.  1*.  + ^ on-  • ’ 

— u — y — -•  — . Softituin 

Sctx,B*.Se(*’  + c^.Ceyi, 

•quelli  valori  di  z , a nell’  equazione  del  num.  preced. , e 


-ridotti  i termini  (5),  li  avrà 


é’.Jcf*  -|-c’.Cc^* 

. ■ ! \f  Al  — ^ 


yy  = 


<€  £• 


c’  X* . i"  c . 4-  <p  . . 

. — — , Cioè  yy  = 


» , 


S a 


tu 


1 
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B‘c’r\S  C.U.  + f ò' . S c c\  C c fjL^ 

— i-rirzirr-.  » — zmuzi^ xx  (03, 

y.Sc(^-\-c*.CciJL'  S c . ^ 

equazione  dell’  elliffe  tra  le  O 2 , Z C . Qiù  facilmen- 
te fi  vede,  che  y ha  Tempre  due  valori  fra  di  loro  e- 
guali , e che  così  tutte  le  rette  ifcricte  alla  curva  pa- 
rallele i C N vengono  divife  per  metà  dalla  P B j la 
quale  perciò  è un  diametro  . Ma  fi  vede  inoltre  , che 
la  forma  dell’equazione  è la  ftefla  affatto,  che  quella 
dell’equazione  trovata  al  num,  i.  Dunque  al  nuovo  dia- 
meffo  PB  convengono  le  fteffe  proprietà  generali , che 
abbiam  veduto  competere  al  diametro  , o affé  X L 
E ficcome  ciò  vale  qualunque  fia  1’  angolo  /* , che  fan- 
no le  C N con  l’affe  K L ^ così  è chiaro  , che  nell’ 
elliffe  qualfivoglia  retta  condotta  per  lo  centro  O è 
diametro  ; e rilpetto  ai  punti  della  curva  gode  Tempre 
delle  medefime  generali  proprietà  . 

VI.  Perchè  nell’equazione  ritrovata  divenga  _ycr:o , è ma- 

— — r 

nifefto  , che  vuol  effere  x — — » 

S c t fA 

dunque  quefto  è U valore  di  ciafeun  femidiametro  O 
OP.  Polla  poi  x — o , rifulta  y=z: — j 

dunque  quefto  è il  valore  di  ciafeuno  femidiametro 
coniugato  O A ^ O Q_  . Quanto  al  parametro  del  dia- 
metro PB  f è chiaro  per  le  cofe  dette  al  num.a. , che 

fari  a 3’  C’  r’  . J f . /X  -f  f 

OB  — 

r— : —4 


Dei 


C c [A, 


due 
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due  angoli  poi  /x,  e è facile  definir  T uno  per  1’  al- 
tro . Imperocché  eflendo  O L:  LT  y cioè  l>  : 

B e*  r ,C  c fji.  _ - . 

::  Se  . /*  + <!>:  Sc(f>y  farà 

y . e*. Cei*. 

è* . S c c* . C c (*’i  c*  r . C c (*■  : : S e . (A  + : S cf  . 

Ma  ( Lib.  I.  Gap.  X.  num.  7.  ^ S c . fi-f  (j>  m 

Jcf*  . Cf  -f  j-f  ,<)  . Ccfji.  ^ ..  „ * . 

. Dunque  b . S c tu  + 

c* . C c i*.  : e*  r , C c : : S c . C e <p  + S c 9 • C c : 
r . S c9  ; cioè  y . s7^'+  e' . cT~fJ  : c' r . C c : 
c fL+  . C e \ r , ; oppure  ( Lib.  I.  Gap. 

X.  num.  5-  ) ^‘  • ‘S’"^  + • cT^*:  e"  r . C c (aI  : e (*> 

C c lA  T c (p  ——  • 

d — — : T C(f>  ì e però  y . S e . T c ^ 

•(^cfA.Te^  c*  f . C c fA  • <S  c y . Ccf*  « 

T e 9 y cioè  y . S c .T  e 9 c'  r . C c y e 

— ^ ~ y .T  cft-,T  cfz^  e*  r*f 

e finalmente  T c /»  = ■— 


y.Tcf  ’ 

VII.  Suppongane  eguali  i due  affi  coniugati  LA, 


S R , onde  fia  iz:z  e.  L’ analogia  b i 


S c . (A  9:  Sc9y  diverrà  i ; 


y . S c /x+c* . C ayk 
r ,C  c (A 


ò*  c ffc  -f  C c /A 


Se, 
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S e . (*■  + (p:  S e <p  , cioè  ( per  eflere  5"  c -f  C c 

— r r)  r:C  e (A,:  : S c . (A-fp  : S c 9\  il  che  porta  , che 
E C : B H : : E O : K Z y e però  1’  angolo  O Z E 

eguale  ad  EH  C y cioè  retto.  Dunque  gli  altri  duean- 
goli  O E Z y ZO  E y cioè  \t.  y (f>y  preli  iniieme  eguali  ad 

un  retto  ; e confeguenteanente  S c . (x-f-f  r . Inoltre 

/ — » -j 

\/ E. SciA-^rc'-CcjA 

il  femidiametro  0 B ~ — — diverrà 

^ d"  f . (X  -f- 

—  rrr  i y cioè  eguale  a ciafcun  dei  femiaffi 

Se. 

O L y O R . Dunque  allora  le  ordinate  a qualfivoglìx 
diametro  gli  fono  perpendicolari  , e tutti  i diametri 
fono  fra  di  loro  eguali  ; e per  confeguenza  relliffe 
diventa  un  circolo  . Dunque  il  circolo  è della  fami- 
glia delle  ellillì , e fi  può  riguardare  come  un’  elliffe  , 
in  cui  tutti  i diametri  fono  alH  , e fono  eguali  fra  di 
loro  . • ■ • 

Vni.  Dovunque  fi  trovi  l’ affé  dell’ ellifTe  K S L 
fia  ora  L X un  diametro  imalfivoglia  , che  faccia  con 
l’ alfe  un  angolo  f , eftendo  !*■  l’ angolo  , che  con 
r affé  medefimo  fanno  le  fue  ordinate  . Prefb  un  qua- 
lunque punto  B della  curva,  fuppongafi  in  effo  condot- 
ta la  tangente  B X , che  incontri  il  diametro L Km 
e fia  B JK  l’ordinata  dal  medefimo  punto  al  diametro 
fleffo  LAT.  Sara  Se.  O Y B ^ S e . (’).  Intendali 

condotta  da  B per  lo  centro  O la  retta  B O P y che 
num.  5.  ")  farà  un  diametro  anch’  effa  . Pongafi  che 
fia  w l’ angolo  , che  quello  nuovo  diametro  fa  con  1’ 
ì ^ quello  , che  con  il  medefimo  alfe  fanno  le 
fué  ordinate  . Sia  per  L ordinata  al  diametro  B P la 
L r a cui  farà  parallela  la  tangente  B X { Gap.  I. 

num.  6. 
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Bum, 6.  ")  ; e però  farà  O T : 0 B L : 0 X . E’  chiaro, 
che  làrà  ancora  4* c,  O T*  L“i'c . x-|-7r . Abbia  il  diametro 
LX  per  fùo  coniugato  S 0 R ^ e B P abbia  Q^O  A . 

J ZZ.“i =^7 

Sarà  f num.  6.  ) 0 L — $.  0 R 


Ber 


y/  b'.Scit--\-c*,CcV‘ 

>/ y . sT'^  + <:• . c~r^  oA  = 


S c 

, ed  OB  — 


ber 


S c . X ic 


s/ b\ 


dove  b , c rapprefentano  i due  femiaAì  coniugati  . E’ 
certo  , che  làrà  LT:  BV  nella  compolla  di  L T ; 0 i, 
di  O L:OB  f di  OB:BV  , cioè  nella  compofta  di 

S c.LOB:Se.OT  L,  di  ^ l>'  • S c -^Cj  C c 
» S c . (À,  +(f> 

y/^ y , S C X c*  . C C X j’p  r\  T>  p T n TI 

! , e di  c . 0 r S : S c . LUB. 

S c . X -f-  ir 

Perciò  l'ara  LT  :B  X :i 


s c.  o y B . ^ y.scu.-^c*.ccti-  ; 


J f . /i  -h  (f) 


Sc.OT  L.  y/y . ^ ; cioè  L r ; a r : : 

f . > + IT  , . 


V y .Sci^-\-  y .Cefi-:  Wy  . i*cA  + y ,Cc>-  , giac^ 

chè 
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che  Se.OYB  — Se.  ,e  S e . OT  L :=rSc.  x+i. 
Ma  anche  OA:OR::  y/  y . c' . cT^  : 

y/  b'  . Scx  + c’  . Cck  \ D-inque  LT  .B  Y -.:0  A:0  R', 
e però  anche  LT  : O A : : B Y : 0 R . Ma  ( num.  2.  ) 

oTb’—oT’;  Lt  \ : Òb':  Òli  \ e ÒT'—Ò~y': 

.. — » • — » • 

B Y : 0 L : 0 R \ c alternando  da  per  tutto  y O B 

— o"r  : cTs  ; ; Tf':  Òli  ; e Ó~L  — Ò~Y  : ~Ò~L 
\ B Y : O R . Dunque  O B — O T : 0 B : : O L 

— ÓT*:  Ò~L  ; onde  Ob\  Ò~L  — Ò~r  . 

7Tb\Ò~l'-^'Òb\  ÓY\  e OT.OL=zOB.OYi 
e quindi  0 Y : O L ::  O T : O B . Dunque  O Y:  O L :i 
O L :0  X . Pertanto  le  da  qualunque  punto  B dell’  el- 
lilTe  lì  condurrà  al  diametro  L X i.’  ordinata  B Y y c d 
pienderà  O X terza  proporzionale  dopo  l’  afcifla  O Yy 
e il  lemidiametro  0 L ; tirata  ìa  B X , farà  ella  un- 
gente dell’  ellifle  nel  punto  B . 


CAPO  IIL 

Deir  Iperbole  . 

I.  ‘XTEll* equazione  all’  iperbola  ( Gap.  I.  num.  8.  ) 
yy  — a**— — e — 0 pongo  of  4- 

trafpo'tando  così  il  principio  delle  afcilTe  dal  punto  F 
{Lig.^.TavJ.)  in  un  altro  O del  diametro  FH  ,talcnè 
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FO  ziz-^  . L’  equazione  diventa  y y — a z*  -f-  c 

^o:  e convextendo  z in  x , e foftituendo  & i in  luo- 
— -f  > di  M-,yyz=z^. 

XX  — A ^ , onde  y =z  ±-^\/  xx~b  é . Queft*  equa- 


zione refia  aifatto  la  iieila  ancorché  fi  cangi  la  x 
di  pofitiva  in  negativa;  donde  fi  conthiude  , che  a di- 
ftanze  eguali  prete  di  qua  e di  là  dal  principio  del- 
. le  àfcitTe  O , corri t'pondoao  ordinate  eguali . Perchè  poi 
non  fia  y immaginaria  , non  dee  eflTere  x minore  di  b. 
Dunque  tagliate  di  qua  e di  là  dal  punto  O iul  dia- 
metro OH  ìt  due  O X,  OL,  ciafeuna  = b,  farà  O L 
il  niinimo  valore  di  x pofitiva,  e OA  il  minimo  di  m 
negativa  . Or  polla  xz:z:  ^ , fi  ha  o : al  crelcer 
jwi  della  X , è manifefto  che  crelce  ancora  la  quanti- 
ì 5 anche  il  valore  di  y , di  modo 
che  polla  x infinita  , anche  y diventa  infinita  . Dun- 
que la  curva  palTa  per  i due  punti  X,  ed  ha  quat- 
tro rami  I.D^  che  allo  feofiarfi  dal 

punto  O,  fi  Icottano  anche  dal  diametro  0^/,  talmen- 
te che  a diftanza  infinita  da  O fono  anche  infinita- 
mente difianti  da  O//  prolungata  in  infinito  da  am- 
be le  parti  . Se  O H folle  1’  alfe  , cioè  fe  fofTe  retto 
angolo  O H C y h chiaro  che  i quattro  rami  infini- 
j farebbero  in  tutto  e per  tutto 
eguali , e finiili  fra  di  loro , Le  due  curve  D L C yhc.  K V 
fi  chiamano  iperbole  oppojìe  \ e quantunque  fieno  dilgiun- 
p 1 una  dall’  altra  , pure  coltituilcono  una  curva  fo- 
la , etfendo  aniendue  comprefè  lotto  una  loia  equazio- 
ne . La  parte  A:  X di  diametro  , che  refta  fuori  della 
curva  , e delfa  , che  propriamente  diametro  dell'  iper- 

T boU 
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boia  tppelljfi  : K ^ L fono  i fuoi  vertici’,  e ’l  punto  di 
mezzo  O dicefi  centro  delle  oppnlle  iperbole  . 

II.  Il  rectangolo  A"  //  Z.  dei  due  fegmentl  K H ^ 
L H del  diametro  prolungato  fta  al  quadrato  della  cor- 
rilpondente  ordinata  H C va  una  ragion  collante  , che 
è la  ragione  b h . c c -,  il  che  fi  dimollra  nella  llelTa 
maniera  , in  cui  fi  è dìmoltrata  una  limile  propiietà 
neilellilTe  al  num.  2.  cap.  precedente . Anche  qui , le  p 
indicherà  la  linea  a cui  Ila  il  diametro  A L nella  det- 

ta  collante  ragione  ce,  farà  e la  linea 


P diralli  pjrjiaetro  del  dhinetro  A 2,.  : 


qua  z ione  yy  — 


c c 

bl> 


XX- 


bb  la  follituzione  di 


fatta  neir  e- 


in  luogo  dice;  la  nuova  equazione  yy  ~ jrjc  — hb 

chiameralli  equazione  4/  parametro- . 

III.  Sia  condotta  per  lo  centro  O parallela  alle 
ordinate  HC  una  retta  SOR  inde  tini  ta  mente  prolun- 
gata da  una  pane  e dall’  altra  ; iiidi  prefa  al  contra- 
rio di  0 H un’  afeitfa  0 G eguale  alla  ftelTa  O ff  , li» 
condotta  l’ordinata  GV  y e tirifi  la  VC  y che  taglierà 
la  O R in  / . Si  dimoftrerà  come  al  num.  3.  del  cap. 
preCed.  , che  C V farà  parallela  al  diametro  A x ^ e 
relterà  divifa  per  metà  in  1 dalla  0 R ; onde  anche 
qui  li  dedurrà  , che  SOR  taglia  per  metà  tutte  le 
C V y che  polTono  ifcriverfi  alle  due  iperbole  oppofte 
parallelamente  al  diametro  A L . Sarà  dunque  la  inde- 
nnità SOR  un  diametro  anch’elfa  . 

IV.  Quello  diametro  SORy  elTendo  parallelo  al- 
le ordinate  HC  , GV  , viene  inlieme  ad  elTer  paral- 
lelo alle  tangenti  condotte  nei  due  vertici  A , L , e 
però  cella  tutto  tra  quelle  due  tangenti  ; onde  è im- 

pol- 
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poflìblle  che  incontri  mai  la  curva  , che  è tutta  di 
qua  e di  là  dalle  tangenti  ftelTe  . Ciò  però  non  oftan- 
te,  per  una  certa  analogia  all’  ellilTe,  fogliono  prende- 
re in  eflb  da  una  parte  e dall’  altra  del  centro  O le 
due  O K f O S y ciafcuna  c , cioè  media  proporziona- 
le tra  il  lèmidiametro  O K ^ h j ed  il  fuo  femiparame- 

tro  ~ ^ . e chiamano  la  lìnea  S R così  ftabillta 

lo 

ditmetro  fecondo  , dando  il  nome  di  diametro  primo  all’ 
altro  K L . Il  diametro  primo  A L , ed  il  fecondo  i K 
diconfi  coniugati  uno  dell’  altro  ; e ognun  di  loro  ha  , 
come  nell’ elude , le  fue  ordinate  parallele  all’altro. 

V.  Non  compete  nell’  iperbola  ai  due  diametri 
coniugati  la  medclima  proprietà;  nel  che  è * diverta 
quella  curva  dall’  ellUre  . Rifpetto  al  diametro  primo 
K L abbiam  veduto  ( num.  2.)  , che  il  rettangolo  K H L ^ 
o vogliam  dire  la  differenza  tra  il  quadrato  dcll’a- 
fcItTa  O H ed  il  quadrato  del  femidiametro  O L , 
ha  al  quadrato  dell’  ordinata  H C una  ragion  co- 
rame : per  lo  diametro  fecondo  S K è h fomma 
del  quadrato  dell’  afcilTa  0 1 e del  quadrato  del  fe- 
midiametro OR,  che  ha  una  ragion  collante  al 'qua- 
drato dell’  ordinata  I V . Infatti  abbiamo  0 K — c , O / 
z^zH  C — y,  I V — O G — O H ~ X . Ma  per  1’  equa- 

aione  della  curva  h yy  — ~ .jtjt  — * 0 » 

l'y  =c^x'—c'h\  e quindi  ' -f  6^  c*  ==  Jt’  : e 
rilolvendola  in  analogia,  y y + c c : x x'.  : c c : h ^ cioè 


t * 


0 1 O R : IV  : : c* . b' . Dunque  tramutate  le  jr  in 

, . . . bb 

y , e le  y in  *•  , tara  yy~~.xx-\- ce  , equazione 

all’iperbole,  prefe  le  .r  nel  fecondo  diametro  . Qui  pu- 

T 2 re 
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re  la  liiiea  , a cui  il  diametro  fecondo  OR  ha  la  ra* 

1 - ■ a t 

f;ion  collante  della  fòmma  01  + 0 K al  quadrato  I V , 
diCi.ll  jununctro  Jcllo  jhjJ'j  dijmetro  feconda  0 R . Sarà 

j a - • ( 

dunque  quello  parametro  ~ — — . 

VI.  Poniamo  che  K S R fieno  i due  affi  con- 
iugati , onde  1’  angolo  L O R fia  retto  . Per  qualunque 
punto  C d’  una  delle  due  oppolte  iperbole  fia  ifcritta 
all’  iperbola  ftdfa  una  C bJ  , che  tagli  1’  affé  AT  X,  in 
fiotto  qualfivoglia  angolo  U R C ~ yi.  chiamifi  O E 
zzz  z ^ K C zzzu-,  e fatte  le  fteffie  colè  del  num.  4.  del  Gap. 
preced. , fi  avrà  l’equazione  ira  le  O A' , e le  C,  che  fari 


iS' 


cy. 


c c 

Vb 


1 u z ,C  c y.  u'.C  cy.  ,, 

' P P » 


r r 0 lì  r rr 

Qui  polla  2 ~ ^ ~ O L , dei  due  valori  di  u uno  E € 
rilulta  ~ 0 , e i’  altro  negativo  E N diventa  L M ^ 

1 b c*  r . C c y „ 

^ . Pero  divifa  quella  L M per  me- 


db  . S cy.  — cc . C c y. 

tà  in  r , e Condotta  per  T e per  lo  punto  0 una 
retta , che  taglierà  la  C N in  Z ^ e l’ iperbola  ÌA  L C 
in  B ; facendo  O Z ~ x ^ Z C !zzy  ^ e 1’  angolo  B 0 L 
— ff  onde  fia  LTO—H-  — <f»  : e ripetuto  il  calcolo 
del  num.  5.  del  Gap.  preced. , fi  troverà  l’ equazione  yy  zzz 


■ " 1 * 

b’  r' . S c . y.  — f .b  b . S c y.  — c c , C c y 

^ — — t X X ““  ^ " > 

{bb.Scy  — cc.C'cy)*  S c . y^q> 

efprimente  la  relazione  tra  le  O Z , Z X"  . In  quella 
equazione  è chiaro  , che  y ha  fempre  due  valori  fra 
di  loro  eguali,  uno  pofitivo , e l’altro  negativo;  on- 
de 
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de  appari fce  , che  0 r è un  diametro  . Pofla  poi  y o , 
èmanifefto,  che  due  valori  rifultano  di  jf,  eguali  Ira 
di  loro  , uno  pofitivo  , e l’ altro  negativo , cioè  jr  i::::  + 

— cix-~c9.Ccfx.  _ moftra  , che  la 

Se . p.  — (p 

O T taglia  non  folo  1’  iperbola  M L C in  B ^ ma  an- 
che l’oppofta  XV  in  P , di  maniera  che  0 B P 

J 

— . Inoltre  fi  vede , che  1’  e- 
S c . 

quazione  al  diametro  B P,  che  fi  è qui  trovata  , è fimilif- 
lima  all’  equazione  al  diametro  , o affé  K L , ritrovata 
al  num.  i.  Dunque  il  nuovo  diametro  B P è dotato 
delle  fteffe  proprietà  generali  y che  competono  al  dia- 
metro , o affé  X L . Finalmente  dalla  forma  fteffa  dell’ 

<26  cr 

equazione  fi  ricava  , che  y 1 — ’ 

^ bb.SciL — cc.Ccfi. 

è il  valore  del  diametro  Q^A  coniugato  del  B P (0)  . Il 
parametro  poi  di  quefto  diametro  B P farà  ( num.  2.  ) 

a.ÓA 


___  ib'c^r'.Sc.fjL 


OB 


bbt  S C fJt, — CC.Cc(A, 

VII.  Elfendo  0 L:  L T , cioè  mim.  6.  ) b: 

— ::  Se.  — S c ^ y ed  effen- 


ib  ,S  c — e e .C  c p. 


do  ( Lib.  I.  Gap.  X.  num.  io.  ) Se.  p — <f> 

Sep.Ce^ — Seip.Ccp  ^ \ * 

1 i !-  ; fi  avrà  b b , S e p — 'C  c 


Cc 
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C c fx  c f.Ccix:  '.Sci^.Ccf  — 'Sc^.Ccfxir.Scft 
e però  P.  S c (f>  . S c — c\  S c f , cT~f^*z=  c' , Se  • 
C c H-.C  c f — c\  S c <(> . C c 1^  ^ CÌoè>  é .S  c f . Se  US 
_c£.Cc(.,Ct«,  e -___  , oppure 

C Lib.  I.  Gap.  X.  num.  5.  ) ; e quiu- 


di  T d»-  — jr^YT^  • EtI  ecco  definito  T angolo  per  il 
ip  , appunto  come  neirellifTe  . 

Vin.  E’  maniidto,  che  ogni  qualvolta  fia  c. 
Cc  > ò . S c fx  ^ il  lemidiametro  O B 

y/  b b . S c (X  — c c . C c (X  f. 

rrr:: C num.  6.  ) diventa  immagl- 

S c . IX  — p 

nario  , e però  non  incontra  più  la  curva  da  nilTuna 
parte  . ^Affinchè  dunque  una  retta  condotta  per  lo  cen- 
tro O incontri  la  curva  , e pofia  riguardarli  come  un 
diametro  primo  , bilògna  che  non  Ca  c . C c (x  > b . 

S c (X  y cioè , o vogliam  dire  — >■  T c tx  ; 


t polche  ( num.  7.  ) T c ; perciò  bifogiia 


c r 


j i 

c r 


che  non  , cioè  Tcf>^  . Se  fof- 

fe  appunto  c . C c (x  ~ b . S c (x  ^ fi  troverebbe  anche 
-y:  ma  f.  C cfx=:b.Se(x  è lo  ftelTo  che 

^ ^ ^ ~ T"  ’ farebbe  ;*  = * , e però  O B 
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hh.  Se  g 
Se.  iT 


a « 

— e e.  e e X 


— 9 


di 


rsr 


della  qinle  efpreflìone  u mrlerì  a Tuo  . in*. rito 

per  riconolcere  che  cola  fignifìchi  in  q ;e  t<>  ciu  , av- 
vertali , che  elFendo  generai uieiue  O L : L T ^ cioè  b i. 

B c'  r . C c u.  

• — ::  S c . (X  — f :.S  c 9 y u avia 

B 6 . S c (X  — cc . C c (X 


S c fx  — c c.  C e X 


_ Sc(t>.bB.  Se  i-v.wv-  , 

S c.  fx — (fi  ~ -, >; ; e pero  lo- 

{{ifuito  quello  valore  di  S c . ix  — 9 nell’  efpre.Tìone  di 
OB,  a avrà  generalmente  0 B 

— — , dove  pollo  c . 

iS*  c (fi  . B b . Se  u — e c.  C c fx 
Ce  ix~  è . S c (*■  y diventa  “ 0 il  folo  denominatore  . 
Dunque  nel  nollro  cafo  OB  diventa  infinita,  cioè  noa 
incontra  la  curva  fe  non  all’  infinito  . 


IX.  Sia  dunque  A L^Fig.6.  Tav.  ) l’afle  primo 

zzz'2  èy  O il  cèntro:  e condotta  per  lo  vertice  L una 

perpendicolare  all’  affé  AL,  fi  prendan  lù  di  effa  di 
quà  e di  là  del  punto  L le  due  LH  y LGy  ciafeuna 
eguale  al  femiaffe  fecondo  c . Condotta  la  O /f  , e pro- 
dottala indefinitamente  , farà  0 L\L  U , cioè  ^ : c : : r : 

Tc.  LOHyt  però  Te.  LOH  — ^~  . Sarà  pertan- 
. . b 

to  O H la  retta ,.  che  non  incontra  la  cur\^a  le  non 

all’  infinito  : e tutte  1’  altre  rette  , che  per  O fi  con- 

durranno dentro  1’  angolo  LO  H , facendo  con  1’  af- 
fé A L.  un  angolo  minore  di  elfo  LO  H y la  cui  uo- 


gen- 
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gente  perciò  farà  minore  di  ~ , incontreranno  1’  iper- 

bola  , e faranno  tanti  diametri  primi,  E flccome  l’ af- 
fé primo  K L divide  l’  iperbola  M L C in  due  rami 
perfettamente  eguali  ; perciò  condotta  anche  la  O G , 
e prodottala  indclinitamente , dovrà  dirfi  d’ tifa  lo  llef- 
fo  , che  s’  è detto  della  (J//  ; e dell’  angolo  LOG 
lo  ileflb  , che  s’  è detto  del  fuo  eguale  L O H . Anai 
ognun  vede , che  tutto  ciò  , che  vale  dell’  iperbola 
MLC  rifpetto  all’  angolo  HOG^  dee  aver  luogo  e- 
gualmente  nell’  iperbola  K V oppofta  rilpetto  all’  an- 
golo al  vertice  g 0 h.  Dentro  dunque  l’ angolo  // O G, 
o il  fuo  al  vertice,  fono  comprefi  tutti  i diametri  pri- 
mi dell’  iperbola  : ogni  retta  condotta  fuori  di  quell’ 
angolo  non  incontra  mai  la  curva  , e non  può  effer 
riguardata  fe  non  come  diametro  fecondo . Le  due  ret- 
te OH,  O G fi  chiamano  ajintotl , e 1’  angolo  //  O G, 
che  infieme  fanno,  dicefi  ingoio  degli  afmtotl.  Le  due 
iperbole  oppolle  rimangono  dunque  interamente  den- 
tro r angolo  HOGj  e il  fuo  al  vertice  gOh.  Secon- 
do che  quell’  angolo  è retto , o acuto  , o ottulb  , che 
è lo  ftelfo  che  dire,  fecondo  che  il  femialTe  primo  & 
è uguale  al  femiafie  fecondo  c , o maggiore  di  elfo , a 
minore,  l’ iperbola  dicefi  e<juiUtera.yO  acuta  y o ottuja  . 

X.  Sia  B un  femidiametro  primo  qualfivoglia  , 
Z C una  qualunque  delle  fue  ordinate  , che  tagli  1’  af- 
fé in  £ : prolunghifi  quell’  ordinata  di  qua  e tu  là  fin- 
ché incontri  la  curva  dall’  altra  parte  in  M , e gli  a- 
fintoti  in  N yQ_:  fia  al  folito  1’  angolo  a, 

E O Zzzz  9 y onde  O Z Q.~  f : chiamili  ^ l’ ango- 
lo E O E O N fatto  dall’  alfe  primo  con  cialcu- 

no  afintoto  ; farà  Z O Q_=:  Z O N zzz  , 

0 N Z^i^  — A,je  finalmente  O Q^Zy  come  fupplemento 

ai 
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al  due  retti  dei  due  O E Q_=  ; E 0 <l±^\  prefi 

infieme , 'avra  lo  ftclTo  fenò  circolare , che  la  lom- 

rna  f*  + X . Ciò  porto  , eflendo  0 Z : Z Q^  : : s c . .«"Tx  : 

Jc.x-i-  <f,^ep  Z:  Z N : :Sc.  f^'—x  ^ s c.  x — ^ , fa- 

xì  Z Q_.  Z N : : - , ■ ■ ‘r  ; cioè  ( Lib.  Fi 

- S c , ^ S c . i*  —X  , t ' • • 

t ' 

Gap.  X.  num.  7.  , e io.  ) Z Q^  : z N : ; 
Sc>>..Cc<f>-\-Sc(p.Ci-?^^  S c ^ . C f <p  — Scé.CrX 

c X . CrfI  " Scf^UcX  — S cX.Cc~iT,  * . 

dividendo  1 due  numeratori  per  C"cX  ire*,  e i due 
denominatori  per  C e t*-'.  ^ Z Q : Z N : : 

i5cX-f-^fi^  ,y  c\ — S cip 
C t X Cc<f>  Cc  \ Ccf 

— ^ ’‘^7— TTaT’  ° ZQ_:ZN-.: 

Cc>^'Cc(ji  C c , 

-’l  - f - ' ‘ ‘ . , 

T f X .j-  T-  i'(f>jTcX~Tc<^  , I 

Tcia~^t7x‘  TTiyzrrTl,  ' ® trovato  ( num.  7.  t) 

rV..  . 

9- )Tc^=z~  per  cui 

' < •*-—.*  ■ ■ • - , 1 ’•  . . ..  X t 

rr>  T C X 

^ f <P=x; • Dunque  ZQ_:  ZN  : ; . 

■i-  e yi’  f 


*T£>-  + 


T c X 

't~T~ 


: a 


*.  L.i>  . ^ T c X 

.1  T <ì^,“T  7^ 


C a 


^*  + r f X 


•T  cix—  L ex- 

V 


, J : > ••  1 

5 e hnalmeme  Z Q; 

: 2// 
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Tea  — T e k 


T e a + T e K 

T e a T e k T e jjL  — T e k 
j : I . Perù  farà  Z Q_~  Z N ; ed  efTcndo 
Z M , lara  pure  C Q^zzz.  M N . Or  ciò 
lunque  fìa  il  diametro  O Z , ne  f'egue  , 


cioè  Z Z N 


gli  ZC  :=. 
valendo  qua- 

fìa  il  diametro  O Z , ne  fegue , thè  ifcritta 
qualfivoglia  retta  all’ angolo  degli  afintoti,  la  quale 
tagl  i ancora  l’iperbola  , i due  fégmenti  di  quefta  ret- 
ta fatti  dalla  curva  e dall’ afintoto  , uno  da  una  par- 
te, e r altro  dall’  altra , fono  tempre  fra  di  loro  e- 
giull 

XT-  Segue  ancora  dalle  cofè  dette,  che, condotta 
a qualfivoglia  punto  li  dell’  iperbola  la  tangente  , che 
incontri  gli  afintoti  in  , F , refierà  la  tangente  P F 
divifa  per  metà  nel  punto  di  contatto  fi  . Imperoc- 


ché Intefa  per  lo 
ta  O fi  , la  quale  fara 
quella  dovrà  tagliare 


centro  O , e per 


lo  punto  fi  una  ret- 
primo  ( num.  9.  ), 


un  diametro 

per  metà  , come  fi  è dimoftrato 
al  numero  precedente,  tutte  le  rette  iferitte  all’an- 
golo degli  afintoti  parallele  alle  f'ue"  ordinate  , e per 
confèguenza  anche  la  tangente  -P  F , che  è pure  pa- 
rallela alle  dette  ordinate  ( Gap.  I.  num.  6.  ) . Effendo 
pertanto  fi  P ~B  F , fé  per  fi  fi  condurrà  all’  afintoto 
O P una  B S parallela  all’  altro  afintoto  O F , fari 
ancora  S P z:zS  0 . Da  ciò' li  cava  una  maniera  fpedi- 
ta  di  condurre  la  tangente  a qualfivoglia  punto  fi  dell’ 
iperbola  polla  tra  i fuoi  afintoti;  poiché  condotta  dal 
dato  punto  fi  ad  un  afintoto  O P una  fi  S parallela  all’ 
altro  afintoto  O F ; indi  prefa  da  ò"  fu  lo  ftelfo  afinto- 
to O fi  , dalla  parte  oppofta  all’angolo  degli  afintoti  O , 


una  S fi  eguale  alla  S O : "unito  il  punto  fi  con  il  da- 
to fi  mediante  la'  fi  fi  , farà  fi  fi  la  tangente  cercata  . 


XII.  Effendo  0 Z\  ZQ_^  cioè 
O B ; B F f vale  a dire  Scu.Cc^-i-Sck.  C c ia  : 
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S , C e f +Scf,Ce\':  OB:BFf  € dividea- 
do  per  C ex  i termini  della  prima  proporzione,  vi’cft 

+ r • C c (i.:  . Ccf+Jef—OB:  B F '•  ed 

j.  S c X T c X e , \/p 

a cauta  di  ■ — — - — = — ^ num.  9.  ) i ^ c y-  + 


e . C c yL  \ c . C c f b . 'S  c f O B B F : eirendofi  tro- 
vato ( num.  7.^F  . S c 9 - S c Cc  /* . C c f , per  cu: 

i.Scft-'.c.CcfjL.::  c.Ccipib.Scfye  componendo,  e 
poi  alternando  , b.S  c y-  -f  c . C c y-:  e . Cc  9+b.  Se  <p::  c. 
C c jA.:  b . S c fi  farà  c.  C c y>  •.  b.  S c ip’  • O B : B F . Ala 

O fi  ( num.  8.  3 — - C r . C c fx 


Dunque  BF  — 
ber 


S cf  . b b . S c ft  — c c . C c fx 
b.Scf.  OB  __ 


c ,C  c (X 


Ma  quello  è il  valore  del 


b . S c fx  — c c.C  c fx 


femidlametro  fecondo  coniugato  del  primo  O B(num.ó.). 
f dunque  la  parte  di  tangente,  compre  fa  tra  11  con- 
tatto e ciafeun’  afmtoto  , eguale  al  femidianietro  con- 
iugato di  quel  diametro  primo,  che  ha  per  vertice  il 
punto  di  contatto  . 

Xlll.  Sia  dunque  P fi  F ( Fìg.-.  Tav.2.)  la  tangen- 
te a qualfivoglia  punto  fi  dell’ iperbola,  che  incontrigli 
afintoti  in  P,  F ; e condotto  un  qualunque  diametro 
O L , che  tagli  la  tangente  in  T , per  B fia  parallela 
alle  ordinate  di  quello  diametro  la  BC,  che  tagli  il 
diametro  in  E , la  curva  in  C , gli  alintoti  in  , Z . 
Sara  B E — E C (num.  io.}  BG=.C  Z . Cosi  pure,  ti- 


V 2 


rata 
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rata  per  F parille’a  a G Z la  F //,  che  tagli  il  diame^ 
-tro  O L in  F ; farà  V F V //  ; onde  eiTendo  Y B~.  P E 
'.'•GB-.H  F,  e P F doppia  di  P B , per  cui  anche  H F 
doppia  di  G /J  ; farà  V H non  folo  parallela , ma  anche 
eguale  a G B:  per  lo  che  condotta  />  F , (àrà  BF  pa- 
rallela a G O , e così  G B : B E : : O V : F E : m?L  abbiam 
anche  F F , cioè  V H , o vogliain  dire  G B : B E : : F T: 
T E ; dunque  O F : V E : ; V T : T E . Pertanto  chiaman- 
do 0 E~x  , O y~u  , onde  V E zn  x — u ; farà  u ; x~ — u 
: -.y  T : T E y e componendo  , x : x — u : : F E : T E,  cioè 

: ; X — u :T  E y e T E zz ; onde  T O ~ x — ’ 

a 

f X — a 2 tt  X — 1/1/ 

b — - — • — . Intela  ora  nel  vertice  L del 

diametro  OL  la  tangente  K L I , che  làrà  parallela  al- 
le ordinate  £ C di  quello  diametro , ed  egnale  al  fuo 
diametro  coniugato  (num.  i2,  };  fi  chiami  il  feniidia- 
metro  primo  OL— 6,  il  fecondo  LI— c,  l’ordina- 
ta E C=E  B—y . Sarà  ( num.  i . ^ y =rr  • 
cioè  y nzjh  x x—b  b . Or  poicchè  O L : L I : : O V : 

F F;  fi  a vrà  VFzzyHzz:G  Bzz  ma  G B:  B £ ; ■ 0 F • 

0 • * ■ 

F £ ; dunque  ~ : + ^ ^ — b b-:u:  x — u ; onde  x — • 

u— XX — b b:  e quadrando,  x x — r:  u x n u — y y 
— b b y cioè  i u X — u u zzò  b . Ma  fi  è trovata  T O — 

0.  u x-T-uu  _ , ii  O L* 

Dunque  anche  T O z::  à zzz  ^ - 

X ^ — O E y cioè 

X 

OE 
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0 E :.0  L f : O i;:0  T , che  è la  fleffa^propiJetàr,  che 
al  mim.  S.  del  capo  precedcnre  li  dlinoltrù  comptrtrc 
«lidie  alla  tùngeiite  dell’ ellilTe  . 

XI V.  Preti)  ora  nell’ iperboli  qualfivoglia  punto 
Jì , tirifi  ad  uno  degli  afuitoti  O Z la  B S parallela  all’ 
^Itro  afintoto  O G , e chiamili  O S zzi  a ^ S H k con- 
dotta per  B ut'a  retta  qualunque",  che  tagli  1’  iperboli 
in  qualfivoglia  altro  punto  C' , ed  incontri  gli  alintoti 
in  G , 2 ; per  C tirili  parallela  a Zi  i"  , e per  cotife- 
guenza  all’  afintoto  G G , la  C R:  facciali  O R ~ x ^ RC 
zzzy  . Elfendo  C Z ~ B G ( num.  io.  ) , lara  anche 
J\  Z—  O S—a  quindi  ancora  S Z—  0 R ~ x : ina 
R Z : RC  : : S Z : S B ^ cioè  a:  y.  : x : b \ dunque  x y— a by 
equazione  all’  iperbola , remplicillima , e che  niente 
meno  efprime  la  'natura  della  curva  di  quel  che  la  el- 

prima  l’equaz ione  trovata  al  num.  i . Sarà  pertanto  y=:—, 

. ' A' 

dove  apparifce  , che  al  crefcer  dell’  afcilTa  x—()  R , 
cala  r ordinata  y ~ RC , tal  che  fatta  x infinita  , 
diventa  y infinitamente  piccola  , o nulla  ; il  che  ap- 
punto ne  moftra  , che  la  curva  s’  accolla  fempre  più 
all’ afintoto,  fenza  però  mai  raggiungerlo.  Polla  a irto, 
diventa  y infinita , cioè  diventa  1’  altro  afintoto  O G . 

Prefa  jr  negativa  , 1’  equazione  è y ~ , cioè  fi  fa 

negativa  anche  la  y , ma  la  forma  dell’  equazione  re- 
lla  la  llellìlTlma  . Ciò  moftra  , che  prendendo  le  afcif- 
fe  X nell’ afintoto  OZ  prolungato  oltre  l’ angolo  O ver- 
fo  r,  r ordinata  re  corrilpondente  a qualfivoglia  a- 
feifla  Or  cade  rifpetto  all’  afintoto  fi  elfo  O X dalla 
parte  oppolia  a quella  , . da  cui  cadevan'  le  ordiuatt 
RC  corrilpondenti  alle  afcilfe  pufitive  OR  \ e che  per 
confeguenza  dentro  1’  angolo  oppoilo  per  vertice  al 

GUZ 
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Z hawi  un’  altra  cut^^a  eguale  alla  B LC , Cmì- 
Ic  , e fifflilmente  pofta  , che  è appunto  i'  iperèoLa  op- 
poila  alla  B LC . L’  efpaazione  in  cui  le 

afcifle  X fono  prefe  dall’  angolo  degli  afintoti  lu  V u- 
iTo  di  quelli , e le  ordinale  y tòno  parallele  all’  altro, 
dicefi  tjuazione  agli  ajintoti  : ed  il  piano  collante  a b ^ 
a cui  è eguale  il  rettangolo  di  qualunque  afcilTa  nella 
lua  ordinata  , chiamali  fotenza  dell'  iperbola  . 

XV.  E*  quello  il  luogo  di  confiderare  il  calò  om- 
melTo  al  num.  4.  del  Gap.  1.,  quello  cioè,  in  cui  all’ 
equazione  generale  del  lècondo  grado  matKa  il  ter- 
mine y y . Allora  1’  equazione  è l x y ■+  m x*  + ^ 1=  o , 

+ ny  + px 

la  quale  fìngiamo  che  rapprefenri  la  curva  DEC 
( Fig.  8.  Tav.  -2.  ) , qualunque  ella  fiali . Corri fpondendo 
in  quell’  equazione  a qualfivoglia  afcilTa  x un  Iblo  va- 
lore dell’  ordinata  y , è chiaro , che  qualunque  fia  1’  a- 
l'cilTa  A B X f r ordinata  B C~y  che  le  corrifpcm- 
de  , prolungata  anche  inhnkamente  , non  incontra  la 

curva  in  altro  punto  fuorché  in  C . Pongali  ~ji y 


mx 

T 


(9),ondey  = 


m n 

T 


m X 

~r 


u 


> 


con  che  altro  non  li  fa  , che  trafportare  la  linea,  a 
cui  terminano  le  ordinate  della  curva  , da  AB  \n  F H. 
Imperocché  condotta  per  si  parallela  a BC  la  AF  — 


m n 

~F~ 


-y  , e tirata  per  F parallela  ad  AB  la  F G , 


che  incontri  B C prodotta  in  G : ìndi  prefa  fopra  F G 
una  qualunque  F I ^ e fatta  I K parallela  a B C , tal 
che  fia  F / : I t.  \ l : tri y t condotta  F K ^ che  taglie- 
rà B C in  H ; clTendo  F I : I : F G \ G h ^ cioè  / : 


I 


I 


m : : 


I 
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X : Q H , {\  avrà  G e però'  fatta  H C 

z=z  u , farà  appunto  y=zBG  — G H — H C ^ — 

— tf  , e farà  u la  nuova  ordinata . Fatta  la 

foftituzìone  del  valore  di  y nell’  equazione , rifulta 


— l X u + 

— n u 


m n 


^-\-q  — Oy  dove  le  due indetermi- 


P 


nate  u i x non  fono  veramente  coordinate , non  terminando 
le  H C iz:  « nella  linea  A B , in  cui  fono  prelè  le  afcilfe  x . 
Dunque  chiamando  F H — t ytà  efprefla  per  i ; k la  ra- 
gione di  F / ad  F A" , cioè  di  F G ad  F /f , o di  x a f ^ 
la  qual  ragione  è data  per  la  corruzione  ; pongali  in 

luogo,  di  X nell*  equazione  trovata  il  fuo  valore  , 

y = 0 , ovvero , mol- 


.d  avraffi-^  + 2^ 


np 


. . — — « u 

tiphcando  per tatti  i termini , tu-—  — — 

knu  ^ 

knf  kg  ^ 

+ T — 


0 , la  qual  nuova  equazione  elprime 


la  relazione  tra  le  due  coordinate -F  H zzz  t y lì  C u . 

In  quefta  per  maggior  femplicità  può  porli  t + z, 

il  che  altro  non  importa  , che  il  paffiggio  del  princi- 
pio delle  afcilTe  dal  punto  F in  un  altro  L della  me- 

defima  linea  F H , facendo  F L~  ~ ; e li  avrà  z u"^ 

^ , cioè  il  rettangolo  delle  due 

coor- 
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coordinate  3 ~ L H ^ u ~ H C eguale  ad  una  coflante 
quantità,  che  è la  proprietà  dell’  iperbola  , ‘prelé  le 
alcilfe  2 dal  centro  fopra  un  afintoto  , e le  ordinate 
u parallele  all’altro  afintoto.  Dunque  la  curva  DEC  ^ 
a cui  appartiene  l’ equazione  generale'  del  fecondo 
grado  quando  le  manca  il  quadrato  yy  , e l’ iperbo- 
la  nlcriia  agli  afi litoti  : e la  linea  L li  ^ trovata  con  la 
collruzlo'ne  precedente , è uno  degli  afintoti  ; L é il 
centro,  o il  punto,  in  cui  e collituito  l’angolo  degli 
alintòti  Itelfi  : 1’  altro  afintoto  L O è parallelo  alle  or- 
dinate H C ~ y . 

XVI.  Dalle  cofe  dette  io  quelli  tre  Capi  appari- 
fee  , che  l’ equazione  indeterminata  del  fecondo  gra- 
do non  può  appartener  mai  ad  altre  curve  ■,  fuorché 
alla  parabola,  aU’ellilTe,  che  comprende  anche  il 
circolo,  e airiperbola,  che  fono  quelle  Curve,  che 
vengono  comunememe  abbracciate  lotto  il  nome  di 
Sezioni  coniche . Sono  dunque  quelle  le  curve  tutte  del 
lécondo  grado  , delle  quali  abbiain  ballantemente  efpo- 
Ite  ha’  ora  le  primarie  proprietà , 


CAPO  IV. 

‘ \ ■ 

• Dejcrizione  delle  Linee  del  grado  fecondo  . 

1.  /’^Li  Antichi  per  deferivere  le  linee  del  fecondo 
VJT  grado  fi  fervirono  della  Interl’ecazione  di  un 
piano  con  un  cilindro  , o di  un  piano  con  un  cono  . 
Della  prima  trattò  il  Fllofofo  Sereno;  della  feconda, 
benché  avanti  Apollonio  Pergeo  forte  llato  parlato , 
quelli  però  la  ridurte  a tale  , che  fembra  unicamente 
da  lui  doverli  riconofeere  ciò  , che  più  d’ interert^n- 
te  fuppianio  delie  coniche  fezionì . Per  brevità  difeor- 

re 
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rcremo  fol  di  quefte  , comecché  più  celebri . 

II.  Se  da  un  punto  B pofto  fuori 

del  piano  di  un  circolo  A C {i  tiri  una  indefinita  A By 
che  paflì  per  la  periferia  del  circolo  in  A y t pofto  im- 
mobile il  punto  B y fi  faccia  girare  quella  retta  intor- 
no alla  periferia  del  circolo  AC  \ i\  folido  comprelo 
dal  circolo  A C y e dalla  fuperfìcie  generata  dalla  li- 
nea A B y dicefi  cono  , e la  l'uperficie  generata  dicefi 
Ju perfide  conica.  : il  punto  fì  dicefi  vertice  y il  circolo 
A C dicefi  baje  y la  retta  che  congiunge  il  vertice  B 
con  il  centro  della  bafe  dicefi  ufie  , e la  retta  tirata 
dal  vertice  normale  al  piano  della  bafe  dicefi  altez- 
za la  quale  fe  fia  ancor  alfe  , il  cono  dicefi  retto  , 
fe  non , dicefi  fcaleno  y o obliquo  . 

III.  Non  mi  diffonderò  nel  dimoftrare  , che  fe  'il 
cono  farà  fegato  da  un  piano  AB  C y che  palli  per  lo 
vertice  B , le  comuni  fezioni  B A y BC  del  piano , e 
della  fuperficie  conica  fieno  linee  rette  ; e che  la  li- 
nea D N F y fegnata  nella  fuperficie  conica  da  un  pia- 
no fecante  parallelo  alla  bafe , fia  un  circolo  : quelle 
fono  verità  chiare  per  fe  ftefle  . Sia  ora  fegato  il  co- 
no .4  B C da  un  piano  qualunque  M N m n , il  quale 
non  palli  per  lo  vertice  B , ne  fia  parallelo  alla  bafe  ; 
fi  conduca  nella  baie  un  diametro  A C , che  fia  per- 
pendicolare alla  comune  fezione  del  piano  fecante  , e 
della  bafe  ; e per  A C ù tiri  un  piano  A B C m r y che 
palli  per  lo  vertice  B , ed  Ai  m fia  la  comun  fezione 
di  quello  piano  coll’  altro  , che  non  palTa  per  lo  ver- 
tice : dai  punti  M y m fi  tirino  M R y m r parallele  ad 
'A  C y e prefo  un  qualunque  punto  N nella  linea  M N 
legnata  dal  piano  l'ecante  nella  l'uperficie  conica  , fi 
faccia  palfare  per  quello  punto  un  piano  D N F pa- 
tallelo  alla  bafe  ; la  linea  D N F farà  un  circolo  , al 
diametro  di  cui  D F farà  perpendicolare  N X comune 

X fe- 
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lezione  del  piano  M N“  con  il  circolo  D N F.  Ciò  po- 
llo, fi  chiami  M.  m ~ a,  M X :zz  Xy  X N — M R~by 
m r — c \ avremo  a \ b c in  ragion  comporta  di  « : ^ , e 
di  are;  cioè,  per  la  rtmilitudine  dei  triangoli  m M R , 
ni  X F , ed  /n  M r , D M X y in  ragion  comporta  di  « 
+ jr:  XF,  e della  x:  D X { a + x lèrve  per  la  prima 
lìgura,  in  cui  il  piano  lecauce  taglia  il  cono  B mr  y che 
li  genera  di  lì  dal  punto  B , ed  a — x lerve  per  la 
feconda  figura  , in  cui  il  piano  fecante  taglia  il  fo- 

10  cono  ABC  ) . Dunque  farà  a : be'-:  a x+  F : X F. 

D X . Ma  è X F . D X ~ X N ~ y*  per  la  natu- 
ra del  circolo  . Dunque  farà  a*  : b c ::  a x +x^  ' y"  y e 

. 4 ,r  + — y • Quando  vi  è il  fegno  più  , 1’  equa- 

«1 

zione  è all’  iperhola  riferita  ai  diametri  ; quando  vi  è 

11  légno  meno  , 1’  equazione  è all’  eli  irte  : i diametri 

coniugati  di  quefte  linee  fono  4 , c \/ b c:  in  amendue 
il  principio  delfardlTe  è nel  vertice  delfarte  ; le  qua- 
li colè  facilmente  li  deducono  da’  capi  precedenti  (io") . A- 
dunque  quando  il  piano  fega  tutti  e due  i coni,  fi  gene- 
ra r iperbola  ; fe  un  lòlo , fi  genera  Tellirte  . 

IV.  Quando  Mm  taglia  i lati  BCyBA  dalla  me- 
defima  parte  del  vertice  B , fe  1’  angolo  M m R forte 
uguale  all’  angolo  B Af  K , o fia  W D F , la  quale  le- 
zione dicefi  fucontraria  , làrebbe  mr:  R :•  m B : R 3 


: : li  M : B R : : M m : M R y a motivo  dei  triango- 
li fimili  ni  B M y MBR  ; dunque  in  tal  cafo  larà 
* 

tn  r . M R — M m y ovvero  c bz=.  a^\  e però  l’ equazio- 

k c — — ■ 

ne  — r • « x — x'  ~ y*  fi  trasformerà  in  4 ir  — jr’  ~ y* , 


al  circolo  del  diametro  4 , qualor  l’ angolo  M A"  /V  fi» 
mto  . ' ' 
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V.  $e  il  punto  in  fi  allohtanaiTe  all’  infinito,  allo- 
ra M m verrebbe  parallela  a Zi  /n , anzi  quelle  due  ret- 
te fi  eguaglierebbono  , ed  il  rettangolo  m X in  X M di- 
verrebbe uguale  al  rettangolo  mM  in  M X , cioè  farebbe 


jf  + ;r*zr:  a r ; dunque  1’ equazione -t*.  4 jr  + ir’ ~ y’  li 
, • b c 

tramuterebbe  — - equazione  alla  parabola 

riferita  al  diametro  , Il  cui  parametro  è ^ ~ M R . 


; in  r .tà  M >n  fono  due  rette  infinite,  le  quali  fi 

toglieranno  dall’  efprelfione  del  parametro  , fe  fi  noti  , 
che  in  quello  calò  farà  M m : m r : : lì  m : m r : : lì  R ; 
M R ; dunque  il  parametro  della  parabola  delineata 

a 


ÀI  K. 

farà— . Dunque  per  mezzo  delle  fezioni  di  un  pia- 

Ij  ri. 


no  e di  un  cono  fi  polfono  ottenere  tutte  le  linea 
di  fecondo  grado  , le  quali  per  tal  motivo  li  denomi- 
nano Sezioni  coniche  . 

VI.  Quantunque  per  mezzo  delle  coniche  fezioni 
fi  pollano  ottenere  tutte  le  linee  del  fecondo  grado  ; 
do  non  oftatìte  i moderni  Geometri  hanno  avvilito 
di  defcriverle  , colla  traccia  di  un  punto  , che  fan  muo- 
vere fuccellìvamente  con  alcune  condizioni  : noi  qui 
fceglicremo  ciocché  più  fi  confà  alla  pratica  . La  reC-, 
tz  D B {Fig.ì  i.Tav.<z.)  rapprefenti • una  riga  immobile, 
fopra  Cui  fi  ponga  un’  altra  C E , così  che  quella  non 
polfa  moverli  che  perpendicolarmente  alla  DB  : in 
‘oltre  fia  alla  DB  perpendicolare  una  retta  qualunque 
F Jv  , in  cui  prefo  un  qualunque  punto  F , fi  fermi  in 
'quello  una  eftremità  dèi  filo  FMC  , il  quale  fia  lun- 
" ^ ‘ X 2 go 
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go  quanto  fi  pone  C E\V  altra  fua  eftremità  fi  fitfi  in 
C nella  riga  CR  : quefta  fi  faccia  paflare  per  lo  punto 
F , ed  il  filo  fermato  in  F,  ed  in  C (tenda  per  quan- 
to fi  può  fopra  la  riga  C E . Efeguita  tale  prepara- 
zione li  faccia  movere  la  riga  C F , la  quale  fia  ac- 
compagnata continuamente  dal  filo  F M ^r  mezzo  del- 
lo Itile  M ; dico  che  la  linea  A M defcritta  dal  pun- 
to M farà  una  parabola  , la  quale  avrà  il  vertice  in 
A , che  divide  F R egualmente . Dal  punto  M in  F R 
li  cali  la  perpendicolare  M F , la  quale  fi  ponga  zir  y : 
la  retta  A P (i  chiami  — Jr,  A F — AR~b^  per  cui 
p F—  X — h ^ t P R-=x  b . EfTendo  F MC  — 
C E , levata  la  comune  C M ) farà  F E:^P  Ri 

onde  farà  ~PR  =:  ¥m  z=z  x—b  -f-  y’  : ma  è anco- 
ra FR*  —b^  + <ihx  + x'\  dunque  avremo  x x — 
•ì  b x + b b y y ~b  b -f  >2.  b X + X x,o  fia  y y 4 ^ fj 
equazione  alla  parabola  riferita  all’ affé  , il  cui  verti- 
ce è il  punto  A medio  della  linea  F R , ed  il  parame- 
tro c 4 ^ . Per  defcrivere  adunque  con  quefto  metodo 
la  parabola  del  detto  parametro  — ^ b ^ non  fi  dee  far 
altro  , che  prendere  F R~i  b , e nel  rimanente  ope- 
rare come  fopra . . i • 

VII.  Il  punto  F , dove  fi  è fifTato  il  filo  y chia- 
mafi  fuoco  , o umbilico  della  parabola  ; e la  retta  D Bf 
fovra  cui  cammina  perpendicolarmente  CF,  chiama 
direttrice  . Sarà  dunque  proprietà  della  parabola  , che 
la  diftanza  F M del  fuoco  da  un  punto  di  curva  fia 
uguale  alla  diftanza  MF  di  quefto  punto  di  curva  dal- 
la direttrice . n • x 

Vili.  Si  fermino  fopra  di  un  piano  T eftremita 
F,  f {Fig.i  <2. Tav.2.)  di  un  filo  , talmente  però,  che  la 
diftanza  Ff  fia  minore  della  lunghezza  del  ® . 

faccia  fcorrere  uno  Itile  per  tutta  la  lunghezza  di  lui, 

a eoa- 


G A p-  O'  rv.  r6s 


à coftdiziòne  , che  lo  ftile  tenga  Tempre  tefo  il  fìlo^  r, 
dico  che  la  linea  AMa  defcritta  dal  punto  M , farà' 
una  ellifle . Da  un  punto  M qualunque  della  linea  A M a 
fi  cali  in  A a U normale  MP  , e alla  medefima  A 
divifa  egualmente  in  C , lia  normale  B C b • fi  ponga 
C Azzzay  CB  — l>,CFz=c,CP=XyMPz=zyi  la- 
rà  PFzzic  — X,  Pf=zc+x:  e polla  la  differenza  di 
M Fy  Mf—  2 z y farà  M F—  « — z,  ed  M a+z  . 

Per  i triangoli  rettangoli  M P F y M P fp  faràil4  P + 

P F z=.  MF  y ed  MP+.Pf=-Mf\  cioè  > + c* 

• — 1 c X X*  z=.  a — ■ a tf  2 + 2*  , ed  y*  -i-  f*  + 2 
-J[-  X*  — a*  'ì  a z -h  z '■  e fottracndo  la  prima  equa- 
zione dalla  feconda  , farà  4 c jr  nr  4 « 2,,  cioè  2 =: 


e X 


il  qual  valore  foftituito  nella  prima  equazione  ^ 

darà  y’  + — <**  H r*  ® — i — • 

— y . o fia  ^ ♦ jr*  4-  4’  tf*  rz  y ; e pollo’  4* 


4' 

bb 


— c*  farà— . 4 « — xx^yVy  equazione  allr 

elilTe  riferita  all’ alfe  maggiore»  col  principio  dell^afcil- 
lé  nel  cmtro,  e cogli  am  coniugati  24  maggiore,  2 
minore  . Qvnndi  fe  fi  voglia  la  defcrizione  dell’  ellifle  ,• 
che  abbia  dati  gli  alfi  coniugati  , fi  dee  prendere  la 
dillanza  dei  punti  F,  / uguale  alla  radice  della  diffe- 
renza dei  quadrati  degli  affi  coniugati  ; e la  lunghezza 
del  filo  uguale  all’ alfe  maggiore,  ed  operare  come  fo-^ 
pra  . I punti  F,  / fi  dicono  fuochi  y o ambilici  dell* 
elliffe . ■ ■ ’ • .y  : . - r,. 


4*  • - ' ‘ ’ T 

IX.  Se  fi  faranno  C R zzzC  rzrz  — ,.e  per  R ed 

c 

r fi  condurranno  RSy  r s parallele  a C B ; le  rette  R S; 

YS  ■ 
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r s fi  chiamano  direttrici  dcllellilTe,  la  proprietà  di  cui 
è , che  prefo  im  qualunciue  punto  M nella  curva  , fe  ft 
tirerà  MS  parallela  a C R , ed  M F ^ che  congiunge 
il  punto  M con  il  fuoco  F piU  vicino  alla  direttrice 
Jl  Si  farà  l’intercetta  M S tia  il  punto  M e la  diret- 
trice prolhma  al  fuoco  F alla  M F m ragion  coftante 

dia  : c . Imperciocché  eflTendo  C Rr=-^,faràFR~A/^ 

rr  - ; nja  5 Af  F ^ » come  facilmente  dal 

f a 

calcolo  (il)' fi  può  dedurre  ; dumjue  farà  Af  iS*  ; M F : ^ 

: — ::  a:c . Se  tara  — intiniti , lata  c zzz  o ; 

c a • c 

^nde  1*  cPliirc’ pafTa  in'  on  circola  quando  le  direttrici 

a’ 

fono  infinitamente  diftanti . Se  farà — — « * lira  an- 

c ^ 

cora  c izz  a j ed  in  quello  cafo  1’  elLirte  pafierà  nella 
jrettà  A normale  alle  direttrici 

^•X.  Sopra  un:  pian»  fi  fidi*  reflremità  di  unà  rìga/M 
{Fig.i^.T av.7.')  talmente  , che  pofia  concepire  intorno 
al  punto  / un  nwto  circolare  : ed  in  un  altro  punto  F 
del  medehmo  piano  fi. refiremità  di  un  filo,  il  quale 
f|u  minore  della  nga  /Jf  per*  una  lungezza  minore  di 
F/;*r altra  eftremità^del  fiV>  ii  leghi  all’  elkremità  X 
4qlla  riga compiuta  tale  preparazione,  le  con  uno  Itile 
M fr  terrà  tefo  il  filo  lungo  la  riga  j X mentre  que- 
lla fi  ruota  4 dico  che  la  linea  dèlcritta  dal  punto  M 
farà  un*  iperbola  Dal  punto  H fi  cali  in  F f la  nor- 
male M P'  , eC  la*  dlfiania  F/  fi  divida  egualmente 
in  C ; da  una  pirte  e dall*^  altra  di  quello  punto  fi 
prendano  A C ^ a C uguali  alla  metà  della  differenza 
del  Fio  , e della  riga'-.  Si  ponga  A a zìzi  a ^ F f r=2  c, 
C.P  zzzx f M Pzzzyi  fari  FFzr_Jr-— r,  e Pfzzzx  -j-  c: 

la 


CAPO.  IV,  • 

la  fomma  di  .M  F , Al  / fia  zza  2 z ; farà  M F ~ z — a, 
eJ  M/“  s -f-  . Per  i triangoli'F  M P j f M P rettan  -• 

» » * • — » 

goli,  UàiMP  + PFz=zMFjtàMP-iPf  ' 

Mf  j cioè  y/  + c*  — 2 c x + jt*  nz  4*  — z’a  z+  2% 
ed  y’  + r’  + 2 c ^ x’  ~ 4’  + 2 4 2 + 3’  : e fottrat  - 
ta la  prima  equazione  dalla  feconda,  farà  4cx=z:4<fz^, 

C X 

e z — —:  e Ibllltuito  il  valore  di  3 nella  prima  equa^ 
zìone  , l'arà  y’  + c’  + 4*  -f  , o fia  . ** 

4 4 

b ^6 

4’  — c ZZI  v’  : e fatto  c’  — cl  zzl  b b ^ farà  — 

- a a 

x’ — 4'— y’,  equazione  all’  iperbola  riferita  all’  affé' 
4 primario , col  principio  dell’  alcifle  nel  centro  C ^ 
e cogli  affi  coniugati  24,  2 b . Quindi  fe  fi  voleffe  la. 
defcrizlone  di  una  iperbola  , che  abbia  dati  gli  affi  con- 
iugati, fi  prenda  la  diftanza  dei  due  punti  F,/  uguale’^’ 
alla  radice  della  Ibmma  dei  quadrati  degli  alfi  cohju-' 
gati  ; e la  differenza  del  filo  e della  riga  uguale  all”’ 
alfe  primario  , e fi  operi  come  fopra  . I punti  F ,'  / fi 
chiamano  fuochi  o umbilid  dell’  iperbola  . 

XI.  Se  fi  farà  C R n:  c r — , c per  R , r li  tire-, 

ranno  due  rette  KS  , rs  parallele  z.  P M-,  quelle  fi  di- 
cono le  direttrici  dell’ iperbola  la  cui  proprietà  è , 
chele  da  un  punto  M della  curva  fi  tireranno  due  rette, 
ima  M F ad  un  fuoco  F,  F altra  MS  parallela  z PR; 
farà  1’  imetcetta  fra  il  punto  M e la  direttrice  R S 
alla  intercetta  fra  il  punto  M ed  il.  fuoco  proflimo» 
in  F in  ragion  collante  di  4 : c . Imperocché  farà  M S 

— — — , ed  F — — % come  facilmente’  fi 

può 
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può  vedere  dal  calcolo;  onde  farà  MS:MF:: — - — : 

— - — -::a:c.  Quando  C R"“  o,  farà —— o , ovvero 
a.  • c 

4 — o ; in  tal  cafo  le  direttrici  e l’ iperbola  fi  confon- 
dono con  una  indefnica  tirata  dal  centro  C normale 

ad  F f 'r  Se  -poi  vi  fofle.  C Rz:z  a ^ farebbe  , e 

c 

i — -a'  — o ; onde  1’  iperbole  in  tal  cafo  fi 

confonderebbero  colla  linea  A a infinita . 


XII.  A quelle  defcrizioni  coi  fili  , perchè  foggetti 
a-  diftrazione  , i Geometri  amano  eh  preferire  quelle 
con  fole  verghe  rigide  . Per  l’ iperbola  non  ne  lo  al- 
cuna , che  fia  femplicc  ; fra  le  molti  poi  per  1’  ellifiì 
fcelgo  la  lèguente  . Si  faccia  muovere  fra  le  rette  C<f, 
BCè  ( F/g.  14.  rat;.  2.  ) pofte  ad  angolo  retto  la  retta 
S T M talmente  , che  i punti  T , S fieno  fempre  nelle 
C A f eh-,  qualunque  punto  M di  quefta  deferì  v'erà  un’ 
«lifie . Si  meni  M P parallela  aCH,efiaJM  = tf, 

Abbiamo  a:x::i:  P T— 
r 

o ua  y y — j-  . 


T Mz=ib,C  P. 
h X 


XiPMpiy. 

dunque  farà  F ^ + y y > 


a — X* , equazione  all’elliflè,  gli  affi  di  cui  fono  2 a, 
2 i ; onde  l’ara  facile  con  quello  metodo  , dati  gli  af- 
fi , deferivere  1’  ellilfe  . 

, XIII.  Per  delineare  la  parabola  darò  V idea  del  fe- 
guente  illrumento.  Si  adatti  la  retta  C£)fF/g.i  c.Ttfy. 2.) 
perpendicolare  ad  una  data  A B ^ cosi  che  polla  muo- 
verli parallela  a fe  fieffar  la  retta  poi  M N fia  paral- 
lela alla  data  A c nel  dato  punto  A fia  la  norma 
K A L j che  polfa  liberamente  intorno  elfo  girare  . O- 
ra  fi  regoli  il  moto  della  jioroia  in  maniera,  che.  il  con- 

cor- 
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corfo  delle  linee  yi?  L , C D Tempre  fia  nella  linei  M iV; 
dico  , che  il  cpneorTo  delle  linee  A K ^ C D delcrive- 
rà  la  parabola  AFIy  la  tangente  di  cui  iiiy^lara^/i- 
imperciocché,  per  1’  angolo  retto  F A G H : A G 

::  AG:  G F ; dunque  GH  . G F~  AG:  fi  chiami  la 
coft  ante  Gii  — a, AG  — x^GF— y,  avremo  <*  y ^ 
equazione  della  parabola  del  parametro  le  aicilTe  di 
Cui  tòno  nella  tangente. 


CAPO  V. 

• » 

De  Luoghi  geomstrlci  del  Jeconio  grado. 

I-  Uogo  geometrico  d’nna  equazione  a due  variabili 
I j è quella  linea,  Tra  le  coordinate  di  cui  vi  c ia 
relazione  eTprefla  da  quell’ equazione . Già  abbiamo  di- 
rnoftrato  nel  Capo  precedente  , che  le  Tezioni  co- 
niche comprendono  tutte  T equazioni  del  fecondo  gra- 
do. Nel  preTente  diamo  le  regole  Ticure  per  determinare 
la  linea  corri Tpondeiite  ad  una  data  equazione  , e per 
afTegnarne  le  coordinate  . OmelTo  il  metodo  del  Cregio, 
ornato  dal  Marchefè  dell’ Hopital  , e dell’ Hernianno , 
perfezionato  dal  .Conte  Vincenzo  Riccati  , l'cegliamo 
quel  del  Wit  , comecché  di  più  Tacile  elècuzione.  (i  i). 

II.  Per  chiarezza  diftinguiamo  1’  equazioni  inde- 
terminate del  fecondo  grado  in  due  clatli  . La  pi  ima 
contiene  quelle,  che  hanno  o uno  , ovvero  i due  qua- 
drati delle  variabili  Tenza  il  rettangolo  loro  ; e Te  han- 
no queftb  , Tono  prive  affatto  dei  quadrati  . I.a  fecon- 
da racchiude  quelle , che  hanno  e il  rettangolo,  e i qua- 
drati . RiTacciameì  dalla  prima  clafTe  , e gli  eTempii 

’lieno  In  luogo  deila  teoria  attratta  . 

Y Ejeui- 
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Efemplo  I. 

Ili,  Sia  ax-\al>~yyf  e fia  dato  I*  angolo  , che 
fra  loro  deono  fare  le  coordinate  . Poiché  a x + a 6 è 
a . , fi  faccia  x + ^ ~ 2 , dunque  foftituendo  fari 

a z — yy  parabola  apolloniana.  Alla  indefinita  B come 
dia  metro, 1 6.  7’xy.  5.)col  parametro  :zz  «,  fi  deferiva  la 
parabola  apolloniana  CA  C , le  di  cui  coordinate  A B ^ 
BC  comprendano  il  dato  angolo:  indi  fid,  AD  ~ b. 
Prefa  una  qualunque  AB  zzz  faràBC  my  : ma  per- 
che abbiamo  , per  ‘ la  l'oftituztone  , ir  ~ = — b , farà 
73B  la  X . L’  origine  adunque  delle  afciire  x farà  il 
punto  D , prefe  verfo  M le  pofitive  , verfo  A le  ne- 
gative ; e le  corrlfpondenti  ordinate  pofitive  , e nega- 
tive faranno  le  y . Se  1’  equazione  proporta  forte  fta- 
ta  <ix — fl^~yy,  fi  farebbe  fatta  la  loftituzione  x — 
b zz:  z , e però  x ~ 2 -j-  ^ . In  querto  calo  prefa  nel 
diametro  prodotto  A Ezzz  b ^ e fatto  il  rimanente  co- 
me Ibpra  , il  punto  E farebbe  1*  origine  delle  x . Se 
l’equazione  fuife  ax^bb—yy^  non  avrebbe  mag- 
gior dilficoltà  , perchè  cosi  fi  difpone  « . ( Jr  + — ) 
= yy  , e poi  fatta  x + — — z , fi  opera  come  fo- 

A 

pra  , Il  che  bafterà  avere  una  volta  avvifato. 

« i 

Ej  empio  1 1. 

IV.  L’  equazione  da  cortruirfi  {‘n  xy+ax  — aa 
• — a y : fi  metta  y -j-  j ~ 2 ; fata  y zzz  z — a : fi  faccia 
fparire  dall’ equazione  l’y  , acciocché  fia  zx~za* 

— a z , ovvero  z -f-  x 2 ~ zia  : fi  metta  ora  x -j-  4 

— p , e fi  avrà  p z 2 4 *i , equazione  deli’  iperbola  tra 

gl» 
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CAPO  V/  *7# 

£li  afintoti . Le  rette  M N N^FÌ£;.i7.Tav.2.)  formi- 
no l’  angolo  delle  coordinate  , che  fi  fuppone*  dato  : 
fi  tagli  C A z:z  a f A B zzz  % tt  ^ e tra  gli  afintoti  M M ^ 
N N a deferiva  Tlperbola , che  oafiì  per  lo  punto  B ; fa- 
ran  leCFr=jp,leFG~a:  maèx~  p- — a ; dun- 
que A F — X f e perciò  il  principio  dell’  alciffe  làrà  in 
A . Elfendo  inoltre  y ^ z — a j fi  divida  A li  egual- 
mente in  JD  , e per  D conducali  DH  parallela  z C A ; 
faranno  le  G H zz:  z — a zzz  y:  ma  è DH  = F ; fa- 
ranno dunque  le  B //  , ed  //  G le  coordinate  x j y . 
La  collruzione  ci  infegna  effere  y — a fe  x ~ o ; le 
X è pofitiva  minore  di  a , 1’  ordinate  fono  pofitive  ; 
fe  la  X è “ 4 , è y 3=  0 ; le  X > tf  , r ordinate  fo- 
no negative  ; e alla  x infinita  conviene  1’  y negativa 
333  a ; 'le  le  x fono  negative  minori  dell’  a , l’ordiaate 
fono  pofitive  ; alla  x negativa  3:3  a conviene  l’  ordi- 
nata infinita  ; alle  x negative  maggiori  della  a conven- 
gono .le  ordinate  negative  ( 1 1).  Se  Tequazione  folfe  xy 
-i-  4 X 333  — 4 4 -j-  4 y , le  Ibuituzioni  y-t-a=3:  = ,x  — 
a — p darebbero  l’ iperboh  p z — — 244.  Laonde  po- 
IJa  C /I  333  4 , fi  dee  prendere  A Ezz,<ì  a negativa  , e le 
coordinate  làrebbero  DH^HL, 


Efempio  III. 

V.  Sia  xx-f  2^x“yy  — <*y.  Aggiunto  il  qua- 
drato della  metà  del  coefiiciente  del  fecondo  termine , 
cioè  hlf  f farà  xar-f  2 b x l>  b — y y — a y b b \ c 
latta  X -f  ^ 33:  2 , avrafli  z-zzz.yy  — a y -h  b b , ciuc 
22  — bh'=-yy — ay\  ed  aggiunto  il  quadrato  della 

mttà  di  4,  farà  zz  — b b -f-  — =yy — jy-r— ;polba 
> 4 4 

y a dun- 
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* *7^ 
’ / 


dunque'  y ^ ~ /j^farà  z z — ^ ^ H — p p : e 


fuppofto*  ^ maggiore  di  — , facendo  l>  h — — m m ; 

farà  2 2 — • m m ~ p p y iperbola  equilatera  con  i femi- 
dianietri  = m , prendendo  le  afcilfe  dal  centro  . Nella 
indelinita  B D [ Fig.iB.  Tav.;^.)  fi  prenda  B G — "i.  in~ 


2\/  è è — — , e divifa  egualmente  ìnAy  col  centro 

col  fcmidiametro  trafverfo  — AG  y eguale  al  conjuga- 
to  , e con  le  coordinate  nel  dato  angolo  fi  deferiva- 
no le  due  ^pofle  iperbole  equilatere  ; prefa  una  qua- 
lunque afeifia  A D pofitiva  , e negativa  ~ z , le  cor- 
rifpondenci  ordinate  DH  faranno  le  p pofitive  , e ne- 
gative : e perchè  per  la  foftituzione  fi  ha  x z — 
prefa  A E zz:  h y fara  ED  — x : ma  effendo  per  l’altra 

fblìituzione  y~p-{-  ; dal  punto  E condotta  E O 

ZZI  •^•parallela  all’  ordinata  , ebe  terminerà  alla  cur- 
va nel  punto  O , e per  lo  punto  O la  indefinita  K K- 
parallela  al  diametro  B G ; farà  K H zz  p + * zz  y . 

Sarà  adunque  il  punto  O 1’  origine  delle  x fulla  ret- 
ta A"  AT , alle  quali  prelè  pofitive  corrilpondono  due  or- 
dinate y y una  pofitiva  , e 1’  altra  negativa  ; e prefe 
negative  , ma  non  maggiori  di  ^ G , corri fponderanno 
due  ordinare  pofitive  ; prefe  negative  •,  e maggiori  di 
E G y ma  minori  dì  E B y le  ordinare  y faranno  imma- 
ginarle ; e prefé  negative  maggiori  dì  E B y minori  di 
E I y fatta  B I zz  G E y faranno  due  ordinate  pofitive;  e 
finalmente  un’  ordinata  pofitiva  , e negativa  l’ altra 

quan- 
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<juanclo  r afcliTe  negative  fieno  maggiori  di  72  7.  (14) 
VI.  Il  metodo  del  Wit  riefce  alfai  intrigato  nel  co- 
ftrtìlre  V equazioni  della  feconda  claffe  , come  li  può 
vedere  negli  Autori  , che  lo  fegiiono  ; perciò  glie  ne 
foftituiamo  un  altro  . Si  ordini  primamente  l’ equazio- 
ne per  modo  , che  da  una  parte  vi  fia  il  termine  y y 
pofuivo  e libero  d’  ogni  coellìciente  infieme  col  ter- 
mine della  y , e dalTàltra  parte  fi  collochino  gli  altri 
termini  . Appreffo  aggiungendo  il  quadrato  della  metà 
del  coefficiente  di  y da  una  parte  , e dall’  altra  ; (i 
complica  il  quadrato  , alla  cui  radice  polla  ^uale  una 
nuova  indeterminata  , che  chiamo  “ ^ , è fatta  la  lò- 
Itliuzione  , fi  prefenterà  una  equazione  colle  due  inde- 
terminate ZfX  .'Se  ricercherò  la  curva  delle  indeter- 
minate pcy  z.^e  polcia'larò  palfaggio  a ritrovare  l’y,  fa- 
rà impolìibile  che  fi  trovi  la y terminare  alla  linea  del- 
le alci/fe  X . Cofue  fi  elea  da  limile  imbarazzo  verre- 
mo inllruiti  dall’  efemplo , che  fiegue  . 


Efemplfj  IV, 


VII.  Sia  l’equazione  yy  — 1 x y — » a -f- 
4 a jr  — X X y la  quale  c dil'polla  a dovere  . Aggiungo  a a 
— “2  a X + X X ( Fìg.xg.Tav.'^.')  quadrato  della  metà  del 


coelficiente  di  y , ed  ho  y — a -f  x’icr  2aa  + 2axz 
pongo  y — 4 -|"  z zr  z , e larà  zz~2aa-i~2ax. 
Introducendo  1’  indeterminata  m,  da  determinarfi , len- 
za turbare  1’  egualità  , cosi  difpongo  1’  equazione 


z z ccr  2 a a + — m x m:  — . m a m x . la  quale  Q 
m m 2a 

alla  parabola  , il  cui  parametro  ~ Col  parametro 


AB 
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AB  zz:  — intendali  defcritta  la  parabola  faranno  le  AF 

zz  m a -j-  m X jcd  F I zz  z . Dunque  tagliata  AC  zzma^ 
larà  C F zz  m x:  fi  produca  B A D,  tìnchè  A D zz 
e fi  meni  al  diametro  la  parallela  JXG , fino  a cui  s'in* 
tendano  le  F / prodotte  . Sia  inoltre.  C E parallela  a 
p A ; farà  E Gzzmx^  I Gzz  z -t  a y da  cui  per  ave- 
re le^icunvien  detrarre  lax.  S’ incenda  condotta  £ in 
modo,  che  letroncate^?£:i:::jf  ; farà ///~z+a — xzzy. 
Dunque  allinchè  le  y terminino  alle  x , conviene  che 
IC  H zzx . Pertanto  fa  d’uopo  determinar  il  valore  del-, 
la  m y acciocché  cflendo  G H ~ x y fia  pure  E H zz  x y 
dato  elTendo  1’  angolo  E li  G delle  coordinate  . Si  fac- 
cia il  triangolo  RST  y di  cui  l’angolo  5 fia  eguale  al 
dato,  eiiz  R S zz  S Ty  che  porrò  ~ «;  chiamerò  K Tzz*', 

farà  dunque  a:  e:  : ximx:  : i : m,  quindi  mz  — ; 

. . aa  2aa  _f_ 

c perciò  il  parametro  B ~ yACzm*ze. 

Poiché  l’ angolo  E G H z T y l’ angolo  B A F dee  ef- 
l'ere  il  complemento  a.  due  retti  dell’angolo  T.  Adun- 
que col  diametro  A F y t col  parametro  A Bz  7^ 

* € 
fatto  r angolo  BA  F eguale  al  complemento  dell’an- 
gplQ  T , del'crivafi  la  parabola  : ^ faccia  DA  za  , e 
A meni  D G paràllela  al  diametro  , in  cui  fi  tagli  D E 
z e\  Finalmente  iì  meni  EH  , che  faccia  con  EG 
Piangolo  — R ; faranno  \e  E H z Xy  H I zy . St  l’an- 
golo delle  coordinate  x , y debba  effere  retto  , fi  ritro- 
verà tn  z 2.  . ? 


t 
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E/empio  V. 


ax 


Vili.  Sia  propofla  1*  equazione  yy — 3 ^ y — - 
• . . , ' + y 

ixx  , la  quale  t già  preparata  . Aggiungo  il  qua-' 


dracodi-*— ed  avrò  y 

gxx 

~4~ 

— 2 jr  jr  ,+  - 


<idt  , a A 

■? — 


ax 

r- 


e ponendo  y — '—  + 


• • Jf 

ed  efpurgata  ancora  l’equazione, ritroverò  221=—+  ^ , 

ovvero  4zz::rjr4r-i-tf<i,  la  quale  è all’  iperbola  . 
Se  vorrò  coftruirla  colle  coordinate  y , x , le  y non 
termineranno  alla  linea  delle  x^ . Prendendo  pertanto 
m come  indeterminata  , da  determinarli  in  progrelTo  , co- 
ftruirò  il  • luògoi  dèlie  coordinate  m x , z . Però  molti- 
plicando per  n'y  ricaverò  1’  analogia  m’ x'  4-  m’ x’:  2’;  : 

•;n’a*  : — . Gol  femidiametro  fecondo  C A~:n  ecol  pri- 
4 ' • * * . . . ■ 

K\o{Fig.^o.T*u.-^.')C  fuppongo  defcritta  l’iperbo- 

la B /;  faranno  C Fzzz’ m I —r.  rcviyzzzz ^-1- 

x;  meno  adunque  B K parallela  a C ..4,  e farà  B K 

~ m x y K I zz:  z — , a cui  per  avere  le  y convie-' 

O * f 

ne  aggiungere  x . Intendo  pertanto  menata  la  B H 

in-  modo,  che  le  KH  zz  x,c  fm/4  l cz:  y.  Per  fare* 

che  ììB  H zzzx , coftnùfco  coll’  angolo  S , che  e l’ ango- 
la 


a A 
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lo  delle  coordinate  , un  triangolo  per  modo  che  R S 
n:  , S T ~ ^ y cioè  fieno  come  2:3,6  chiamo  R T 

zzz  e ; dunque  : x:  mx  ::  1 :m  ~ — , Onde  coi 

femidiametri  C A ~ e y C B e coll’  angolo  C 

— T deferivo  1’  iperbola  , e meno  la  tangente  B K 
parallela  z C A . Finalmente  meno  B H , che  fac- 
cia r angolo  H B K ~R  ; fara  B H~x  y ut  — 
y . Se  1’  angolo  S foffe  retto  , farebbe  e e a » 

< — — ~ — {dunque  « — , e per  confe-- 

guenza  m ~ - — 


Ejempio  VI. 

* . * f 

IX.  Non  altro  rimane  fe  non  da  moftrare  il  me- 
todo in  quelle  equazioni  , che  prive  fono  del  quadra- 
to , le  quali  fi  ridurranno  all’ iperbola  tra  gli  afm- 
toti  . Sia  propofta  l’equazione  in  modo,  che  li  termi- 
ne jry  altro  coefficiente  non  abbia,  che  l’unità , x v —— 

I I 

-^xx  — ax  — ay  +. dà.  Pongo y — 2 , o fia 

- «2  ' 

y — = + Xy  ed  avrò  x z~a  x — « r -f  4 a , ovvero  x z 

I 

a X 
~ ' 

fii  , 4 

^ ^ 4:pongo  z — — =2  w , e trovo  xu~ 


— 4 u 
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au  -r-  — + (f  a:  dunque  x u + a u — — . Se  volefli 

la  prefente  equazione  coftruire  colle  afcidé  = x , non 
■Atterrei  le  coordinate  collocate  a dovere  . Però  la  co- 
llruirù  colle  afciffe  « x , e così  difporró  1’  equazio- 
ne a . m x -H  ma  — : faccio  mx-^ma— t,  ed  ho 

ut—~^f  che  è all’  iperbola  tra  gli  afintoti  . Pre- 

iéC  F jC  M {^Fig.n.Tav.^.')  per  afintoti , fi  tagli  C A 

mdfAB^  , e fi  deferiva  1’  iperbola  , che  paflì 

per  lo  punto  B Saranno  leCF“t,  FI~a:ma 
mx—  t' — m a dunque  A F faranno  \t  m x . Inoltre  è 

z — u-i-  dunque  prela  A D—A  B,  condotta  la  parai  le- 

la  B e prodotta  come  conviene,  faranno  DG  — m XjG  I 

= z:  maz  -h  — dunque conducendo la B /fin modo, 

che  fia  G /fr=-^,farà  H J=y.A  far  Che  fieno  ìeDH  — x, 

conviene  determinare  m . Poiché  D H : tì  G dee  effe- 
re  come  a : 1 , fo  un  triangolo  RST  coll’angolo  S delle 

coordinate,  fo  R ST  — ~ayt  chiamo  RT  — e ; fa- 

2 ^ I" 

m — ~ \ dunque  C AzzzE  D zz:  « t è F angolo 

IdC  A—T  y t GDH  — R,  Negli  afintoti  y che  fac- 
ciano l’angolo  T , prefa  CA— eyAB—-^,  e deferit- 

ta  l’iperbola,  fi  tagli  C £:=r-^  4,  e conducafi  E D paralle- 

""  Z la 
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.la  zC  A j e prodotta  B A in  D , fi  conduca  D H ^ che 
Sfaccia  con  D G Tangolo  R ; faranno  D li  ~ x y H I ~ y. 
jLa  D H pafTera  pel  centro  C (15). 

» 

, CAPO  VI. 

Si  Jclotgono  alcuni  problemi  indeterminati  di  fecondo 

grado  . 

I.  I ^Opo  che  fi  è infegnato  a coflrulre  tutte  le  e- 
quazloni  indeterminate  di  iècondo  grado  col-, 
la  delcrizione  delle  fezioni  coniche  , egli  è neceffario 
recarne  ad  efemplo  la  foluzlone  di  qualche  problema 
indeterminato  di  fecondo  grado 

li.  Problema  primo.  Un  circolo,  il  cui  centro  è 
C , ( Fig.  2Q.  Tav.  3.)  abbia  per  tangente  la  retta  A Q, 
colla  quale  s’ incontri  la  fecante  C (^  ; e pongafi  , che 
la  retta  Q^M  perpendicolare^  alla  tangente  fia  eguale 
ali’ intercetta  RQ_’c\ò  fuppofto,  fi  cerCa  il  luogo  geo- 
metrico di  tutti  i punti  M,  ohe  fi' determinano  colla 
detta  condizione . Dal  punto  M fi  cali  la  perpendico- 
lare M P alla  linea  C A prodotta  ; chiamifi  M Pzm  A 
'tzz  y , A P — Q^M  rr:Q^R~jr,  C A — a.  Per  la  pro- 
prietà del  circolo  farà  2 a -p  jr  : y : : x ; dunque  lax 

jrjr  — yy,  che  è 1’ equazione'  dell’ Iperbola  equila- 
tera , il  cui  alfe  fia  a a , e le  afeine  abbiano  1’  o- 
rìgine  nel  vertice  . Ora  fatto  centro  in  C ,■  effendo  il 
vertice  in  , fi  deferiva  un’  iperbola  equilatera  , i cui 
alfi  fieno  eguali  al  diametro  A 1 A del  circolo  ; quello 
darà  il  luogo  geometrico , che  fi  cerca . ' ‘ 

III.  Si  divida  ora  il  circolo  dai  due  diametri  A 1 Ay 
B 2 B ad  angoli  retti . Se  il  punto  K fia  collocato  nel 
primo  quadrante  AJJ  , J>onendofi  — Q^R , fi  gene- 
ra 
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ra  il  ramo  dell’ iperboli  A M . Sq  è pollo  nel  lècon- 
do  quadrante  B i A ^ come  per  el'empio  2 K , allora 
C 1 R taglia  la  fteffa  tangente  in  2 ; e 2 fi  2 Q,  fi 

dee  confiderare  come  negativa  , perché  nel  punto  B la 
intercetta  tra  il  cerchio  e la  tangente  diventa  infini- 
ta ; onde  fiotto  il  punto  B quella  intercetta  dee  vol- 
tarli in  negativa  (ló).  E perciò  dovendo  1 Q^i,  M elTere 
xollocata  nella  parte  oppofta  a ne  nalce  U ramo 

deir. iperboli  ,2  yi  2M.  Se  3 R è nel  terzo  quadrante 
<2  A 2 B , la  tangente  vien  tagliata  un  altra  volta  in 
Q,  ma  5 RQ_  fi  vuole 'prendere  negativa,  e ad  elfia  li 
dee  fare  eguale  Q.  3 ^ - .onde  ne  rifiniti  il  ramo  lA^M. 
Finalmente  elfendo  4 K nell'^ultimo  quadrante  , fi  pr*>- 
durrà  il  ramo  A 4 M . Per  lo  punto  2 A fi  tiri  la  tan- 
gente S2S\  la  ftelfe  iperbola  làrebbe  nata,  le  all’  in- 
tercette  .S"  3 R li  fiolfiero  fatte  uguali  S 2 M : la  dimo- 
flrazlone  n’  è facile . Poiché  per  coftruzione  2 R 2 Q_ 
~ 2 ()  2 M : ma  ponendo  eguali  gli  archi  4 R,  2 A 
3 R , c 2 R 2 R;  dunque  2 Q_  2 >/  =:;  ò"  R;  e quin- 

di fiottratte  le  due  eguali  2 Q^S  , R 3 R , perche  e- 
guali  al  diametro  del  circolo  , rellerà  S 2 M ~ S 3 R. 

IV.  Problema  fecondo  . Dentro  il  dato  angolo 
ABC  Fig.23.Tav.3.)  elfendo  dato  il  punto  E , trova- 
re la  curva  M F , coficchè  tirata  per  E quallivogiia 
.linea  A M EC  , fia  fiempre  A M C E . Dai  punti 
Ej  M fi  tirino  le  linee  ED^MS  parallele  al  lato  C R: 
pongali  B S=zx  y S M:xiy  \ E D z=z  a yB  D — h . Do- 
•vendo  elfere,  per  la  condizioa  del  problema,  A M — E Cy 
farà  A S ~ B D ~ b ; dunque  A D B S — x : ma 

A S:  SM:  : AD  : D E y o Ita  <b  : > x : a;  dunque  a b 

^ X y y h.  qual  equazione  elprime  1’  iperbola  ira  gli 
afintoti  B A y'BC  . Fra  quefti  dunque  delcritta  l’iper- 
hola  , che  palli  per  lo  punto  E , quella,  làrà  la  curva 
Jbramata  . La  medefima  proprietà  fi  trova  nell’  iperbo- 

Z 2 la 
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la  oppofta  ; imperciocché  tirata  la  linea  EiCiA^  la 
tjual  tagli  r oppofta  iperbola  nel  punto  2 M , farà  lèn>- 
pre'  E 1 C ::zz  2 A '2  M . 

V.  Problema  terzo  . Dentro  l’angolo  A B C Fìg. 
*24.  Tav.^.)  dato  il  punto  E,  trovare  la  cur\'a  M JF  , co- 
ficchè  tirata  la  linea  A M EC  ^ iìa  fempre  AM  : CE  in 
una  data  ragione  di  w : n . Si  faccia  la  ftefta  coftm- 
> zione  , che  Ibpra  fi  è fatta  , e fi  ritengano  le  ftelTe 


denominazioni 

m::  B D —.6  : A S 


Eflendo  C E 
m b 


AM:  BD:  AS  , 
m b 


n 


; dunque  B A — — 4-  x 


eAD  = 


m — n 


b-\-  X.  OnAD:  D E::AS:  S M^o 


fia  in  termini  analitici 


. m 


m b 


b x:  — : y . Dun- 

r»  » 


que  y . — b-\-x  = è l’ iperbola  , di  cui 


fi  fa  così  la  coftruzione . Prendafi  D H , che  fia  a I?  B 
come  m:  n f e per  lo  punto  H fi  tiri  H K parallela  a 
B C : quindi  fra  gli  afituoti  E A , defcrivafi  1’  i- 
perbola,  che  palli  per  lo  dato  punto  E , in  cui  tirata  qual- 
fivoglia  linea  A M ECj  fara  lempre  A M : C E : : m : n. 
Ciò  facilmente  fi  dimoitra  per  la  proprietà  del  proble- 
• ma  antecedente.  Imperciocché  prodotta  la  retta  AC  , 
che  tagli  l’ afintoto  in  /T , per  il  problema  di  fopra  fa.- 
rì.AMz=zEX.-  ma  EK  : E C : : D H : DB::  m:  n; 
dunque  A M : EC  ::  m:n  . Tutto  ciò  fi  applica  anche 
all’  iperbola  oppofta  . 

VI.  Problema  quarto  . Dato  I^ngcdo  FBGy  ed  il 
punto  ..4,  (F/g.25.  2’<iv.4.)  e tirate  infinite  A F \ ritro- 
vare una  Curva  , la  cui  corda  A H fia  eguale  all'  in- 
tercetta G F . Dal  punto  A fi  tiri  la  linea  A D paral- 
lela 
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lela  al  lato  B F , che  s’ incontri  in  D col  Iato  B e 
dai  punti  H fi  tirino  le  linee  HE  parallele  ad  AD-. 
pongafi  B E — X ^ H E ^ yyB  ~ a , A D ZZI  b.  EfTen- 
do  ^ G F per  la  condizion  del  problema  , farà 
ancora  D E — B G -,  dunque  DG— BEz=zxjtdEGz^ 
ajf — a:  tmDG-.D  A::  E G : E Hy  o {iz  in  termini  analitici, 
x : b : : i x — ; y ; dunque  xyzzzibx  — a b y ovvero 
abzzx.  ib  — y , la  qual  equazione  ci  da  un’  iperbo- 
la  fra  gli  alintoti , e fi  codruifce  cosi . Si  allunghi  la 
linea  D A verfo  I finché  fia  A I zzi  AD  yt  per  lo  pun- 
to / fi  tiri  la  linea  I K parallela  D B , che  tagli  F B in 
K : fra  gli  afintoti  K B y K I defcrivafi  un’  iperbola  ^ 
che  palli  per  lo  punto  A ; <)uefi;a  farà  la  curva  brama- 
ta . La  linea  A B toccherà  1’  iperbola  nel  punto  Ay 
perchè  la  linea  B X zz  DI  è doppia  àìAl.  Se  la  li- 
nea H F tagli  il  ramo  A Hy  l’ intercetta  G F farà  con- 
tenuta dall’  angolo  F B G : fe  tagli  il  ramo  AL  y V in* 
tercetta  .farà  polla  nell’  angolo  al  vertice  KBd  fe 
la  . retta  fi  tiri  all’  iperbola  oppolla  , l’  intercetta  lari 
negli  angoli  adiacenti  K BD  y F B d. 

VII.  Problema  quinto . Polle  le  contazioni  dell’an- 
tecedente problema  j trovare  la  curva  AHy{  Fig,  16. . 

in  Cui  la  curda  A H all’  intercetta  G F fia  nel- 
la ragione  dau  di  m : n . Gonfervate  tutte  le  denomi- 
nazioni di  fopra , è chiaro , che  farà  DE  zza  — x : n^ 
AH  :G  F y o fia  B £ zz» — x : GB::  m:  n ; dunque. 


^ r,  >1  • « — ■*  • « ^ m -f  » 

GBzz ; e perciò  GEizi . x 


m 


m 


n A 

e 

m. 


GDzz  -,A  + — . Otz  GD  : GÈ:  : D A : E H\ 

m m 


dunque 


m 


— n , nx  n* 

. «.+  — : . JT : 

m.  m m m 


V. 


è : y y o fia 
/a  ^1% 
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m—rtt  , m + n , , „ .m  — n 

+ XV  — . t>  J» — -a  b . Pongali . a + X 

' n>  n ° n . 


..  I . ft^  "j-  li  . tu  tn  . - iti  tti 

= 2 , colicene  2 . o z . 46,0  iia . 


, m + n 

ab  — . b 

n 


-y  z : facclafi  ? i — y ~ 1/ , onde 


rlelca . a b—  z u Da  quella  anallfi  ne  nafee  la 

nn 

coftruzione  . Si  allunghi  la  linea  D B verfo  C , onde 
fia  D C :D  B : min:  parimenti  fi  allunghi  DA  verfo 

I , onde  A 1 : A D : i m : n : per  i puiui  C,  / lì  ti- 
rino due  linee  parallele  alle  rette  AD  , DB,  che  fi 
incontrino  in  Ji  : fra  gli  afintoti  AT  /,  a:  C , fi  delcri-* 
va  un’  iperbola  , che  palli  per  lo  punto  A y c ù avrà 
la  curva  bramata  . ^17^ 

•Vili.  Problema  ledo  . Data  1’  indefinita  EB  y 
( F/g.27.  T’jv.4.)  e fuori  di  elTa  il  punto  yi,' determi- 
nare la  curva'  in  cui  fono  i centri  di  tutti  i circoli  , 
che  palTano  per  A , e che  tagliano  in  E B una  corda 
uguale  alla  data  . Uno  di  quelli  circoli  da  A I //  y il 
cui  centro  è C : fi  tiri  la  linea  A B perpendicolare 
ad  E B y € fi  compifea  il  rettangolo  C DB  F . Pongali 
BF  — X,  F C—  y y AB^  a;  dunque  AF~a  — x, 
Z)/  la  metà  della  corda  «data  iJ.L’.chiaro  che  CD* 
-f  D I*  — C F'  + F A*  y onde  ne  deriva  1’  equazione 
XX  -1-  b b —y  y a a — aax-fxx,  la  <^uale  riducen- 

dofi, darà  lax  -u  bb  — a 4 o fia  a «.  f x _i.~ — — 

y y y equazione  alla  parabola  . Qued’analifi  ci  lòmminidra 
la  codruzione  . Si  divida  A B in  due  parti  uguale  in  G: 
fi  tagli  G L {^Fig.'2'ì.  Tav.t{.  ) terza  proporzionale  dopo 
24  , , e fatto  vertice  in  L ,elTendo  il  parametro  =24, 
* d<“- 
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defcrlvafi  una  parabola  ; quella  farà  il  luogo  cercato  . 
Tre  cab  fi  vogliono  dillinguere  : o G L'~  G B ^ o Ila 
^ — 4 , ed  allora  il  punto  I.  cade  in  B , che  farà  il  ver- 
tice della  parabola  : oppure  G $ L G B ^ olia  è > 
ed  il  vertice  della  parabola  cade  dopo  i punti  G ^ B : 
ò finalmente  G 2 L < G £ , o fia  ^ < <t  , ed  il  verti- 
ce della  parabola  cade  in  mezzo  ai  punti  G , B . Se 
pongati  ò—o  f c per  confeguenza  fe  fvanifca  la  linea 
G 2 L f allora  il  punto  G farebbe  il  vertice  della  pa- 
rabola ; ed  etiendo  tanto  G B , quanto  G A quarta 
parte  del  parametro,  è chiaro,  che  il  punto  A è ì\  fo- 
co, e la  linea  B £ la  direttrice  della  parabola  . I circoli 
poi  , che  hanno  il  centro  nella  curva  parabolica  , e 
che  paflTano  per  lo  punto  A , quando  non  tagliano  al-' 
cuna  corda , toccheranno  la  data  linea  B E . 

. IX.  Problema  lèttimo  . I lati  eguali  AC  y AB  dell* 
angolo  A ti  aprino  per  modo,  che  il  punto’ 

C rimanga  fempre  ntillo  fteiro  loco, il  punto  B fempre  (cor- 
ra filila  retta  C E y e la  linea  B D faccia  colla  linea  A B 
un  angolo  retto  fi  cerca  qual  curva  fia  per  defcrive- 
re  il  punto  D .'Calate  fulla  linea  Cfl  le  perpendico- 
lari A N y D My  chiamiti  C A 'izi:  A B — a y B D ~ by 

C M = x B M— y/'  b b-r-yy  y e C B 
, _ ^TT=JJ,  ed  WS  = 

r angolo  A B D ti  fuppone  retto,  i due  angoli  A B N ^ 
D B M faranno  eguali  ai  due  AB  N y B A N y giacche 
tutti  e due  intieme  fono  uguali  ad  un  retto  ; dunque^ 
fottratto  r angolo  comune  AB  N y rimane  DEM  — ■ 
B A 'e  perciò  il  triangolo  D B M farà  fomigliante  al*  • 
triangolo  BANyC  farà  per  confeguenza  AB  : BD:i 
B N : B M'  ivi  termini  analitici , 4 : ^ : l 

X — 
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^ — V — yy:y:e  duplicando  gli  antecedenti,  2 c 
2 

b::  r — \/ b b — yy\  y ; fi  ha  pertanto  1’  equazione 

day—bx — b^/bb — yy  , o(i%b\/bb  — yyz=.  b x — 
2 <iy  : ed  elevando  al  quadrato  , b*  — b^  y*  —b^x  — 
^Jibxy  4-  4 a*  y*. 

X.  In  quelta  equazione  confiderò  x come  ordi- 
nata , ed  y come  aidfia  , che  così  piu  facilmente  fi 
ottiene  la  coltruzione  . Divido  per  b' , onde  fia  b b — 

.44  . 4 a*  , da. 

yy  = x‘ — ^ 

e fi  ha  b b — y y -zzu  u ^ che  è 1’  equazione  all’  ellif- 
fe . Seguendo  il  mio  metodo,  così  dilungo  la  formola 
m’  b'  — y*  u u : \ m*  b'  : b*.  Per  tanto  podi  i diame- 
tri ( r angolo  dei  diametri  , ed 

il  coefficiente  m sellerà  determinato  nel  progreflb  ) , 
intendali  deicritta l’elifle E farà  C G — myyGD:=  u: 
tirili  la  linea  C I talmente  che  fia  C / :=y  ^ I G =z 

‘ ^ y ; dunque  / Z?  = « -f  y=* . Poiché  l’angolo  I 

dee  elTere  retto,  farà  m*  = ^ + i ==  — , ed  m == 

: ma  C S = m i ; dunque  CE-zz.  a’+  b\ 

Ora  C £ ; C F'.:  m : i ; dunque  C F zz  b \ parimenti 
dovendo  elTere  C F • F E ::  b 2a,  farà  F E zz  d a.  Per- 
tanto ilendanfi  i lati  dell’  angolo  CAB  va.  C K ^ onde 
fia  C — 2 tf  ; la  retta  B D pafièrà  in  K E zzz  b:  fi  con- 
giunga C £,che  farà  zz  a a b by^i  tagli  C H zzbyd 
«oi  diametri  C E , C H defcrivafi  un’  elliffie  ; quefta  fa- 
rà la  curva  fegnata  dal  punto  D .{^1%).  XL 
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XI.  l.a  codruzione,  a cui  fon  pervenuto,  m’ infè- 
gna  fare  quefta  analifi  , Tagliata  la  linea  C ìf  — o /> , 
alzando  la  perpendicolare  K E zzi  b ^ e congiungendo  i 
due  punti  C , E colla  linea  C £ , la  quale  fi  ponga  ~ c, 
fi  tiri  la  linea  D O parallela  aC  E , e C O pongafi  = x , 

O D — y . Ciò  fuppofto,  farà  c : 2 4 O M ~ , 


<2  ay 


e C M = jr  4-  : parimente  c : b : :y  : D M — 

= s/Vb-JHi  — A 


^ ; dunque  jB  M : 


c c 


,/cc  — yy 


e C B — jf  4 7'.'^  ^ • Pcr^ochè  l’analo- 
gia del  n.p.  farà  a:  b::—  4-  — A \/^  cc—y  y \ AZ  ; 


2C 

b‘ 


onde  r equaz.  4 y ~ 4-  ay^-^  \/  c c — y y , o fia 

b v/r  c — yy  ir:  c jr  jCioè  '^V— 3*y-=:cV;  e fiualmen^ 
-p- . b' — x'zz:y'y  che  è T equazione  aireliffe  , che  à 
i femidiametri  CHzzzb,  CE  c. 


GAP 


o vii; 

) (.  , I ' 


Trasformazione  delle,  Equazioni  del  terzo  y.  e quarto 

grado. 


I*  TN  grazia  della  codruzione  dell’equaaioni  del  ter- 
X zo , e quarto  grado  , >efponiamo  qui  alcune  cofe 
intorno  alla  trasformazione  di  effe  . Trasformiamo  in 
primo  luogo  un’  equazione  i quando  la  mutiamo  in 
un*  altra , le  cui  - radici  fieno  maggiori , o minori  delle 

A a ■ ■ ' ■ ra- 
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ndici  della  propofla  d’  uoa  quantità  data  ; il  elle  così 
otne.ifi  . Sia  da  trasformare  1’  equazione  x'  4-  e — 
jr  — b'  e ~o  in  im’  altra  > le  cui  radici  eccedano  le 
radici  della  propolla  d’  una  quantità  — a . Si  fac- 
cia X ~ y — » e fi  foftituifca  Bell’  equazione  daca 

quello  valore  della  x ; avremo 

« x’— y'  — 3 y^  -I- 3 4 <ry — a' 

c x’  ~ c y ’ — 2 c j y 4-  r a’ 

— b^  X ~ • — b b y b'a 

— 1^’  e — b\  ; 

e perciò  V equazione  data  l'ara  mutata  nella  fegaentc 
y*  — 3 . y’  4-  3 « y — fl’  :zr  0. 

4"  c •—  1 c a'  c a* 

i b 4"  y X 
' - — yc . 

Le  radici  dell’equazione  propofta  fono  b,  — bj  — c;  quel- 
le della  trasformata  fono^  -f  a,  — b 4-  <»,  — c -f-  a . 
Se  le  radici  della  trasformata  dovelTero  efière  fupem- 
te  dalle  radici  della  trasformanda  d’una  quantità  ~ a, 
hllora 'Infognerebbe  porre  x — y^a  , e lare  le  lolite 
foftituzioni . . , , . ^ 

11.  Serve  fpecialmente  quella  trasformazione  a fa- 
re fparire  il  fecondo  termine  dell’  equazione  . Abbiali 
r equazione  x*  4-  e / 4-  a ^ * 4-  <i  ^ e .zi:  o da  trasfor- 
marfi  in  un’  altra  priva  di  lecondo  termine  . Si  ponga 
X y 4-  m è una  quantità  da  determinarli  ) ; fat- 
te le  foftituzioni , avraffi  - 

y ’ 4*  3 in  y’  -f  3 m m y 4- 

a X*  .-Jr  tf  y*  4-'a  m *y  4“ '**  <*  

X b X 4"  a b y,  m a b 

.-4-  a b Q . . a b c 

Acciocché  non  Itavi  il  fecondo  termine  sella  trasfor- 
mata, conviene  che  fia  3 m 4-  a o , cioè  ;«  zzr ^ ; 

dun- 

\ 
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dunque  01  è la,  terza  parte  dèi  coefficiente  y che  è nel 
condo  termine  della  trasformanda^  col  fegno  contrario. 

Ed  in  realtà  , polla  *—y lì  troverà 


,-_12  + if 

3 27 

+ aéy  — 


, in  cui  non  havvi  il  lecondo  ter- 
mine . ' 


a b c 


III.  Chi  volefle  togliere  dall’  equazione  il  terzo 
termine  , gli  farebbe  neceifario  che  ponelTe  3 m’+  2 « n» 
+ <1  d :=  o , e che  rifolveflè  quella  equazione  di  fecon- 

' do  grado  per  determinare  la  m ; ed  elfendo  in  quello 
Calò  doppio  il  valore  della  m , in  due  maniere  li  potrà 
fare  Ipanre  il  terzo  termine  . Se  mai  i valori  della 
m fieno  immaginari!  , fi  potrà  lenza  dubbio  giungere 
ad  una  equazione  fenza  terzo  termine  , ma  li  intro- 
:durranno  in  elTa  quantità  immaginarie  . Se  vogliafi  an- 
nullare l’ultimo  termine;  per  determinare  la.m  li  pre- 
fenta.da'rifolverfi  1’  equazione  del  terzo  grado  -j- 
a m*  a b m + M b c\  e perciò  non  fi  potrà  determinare 
il  valore  della  m , fe  non  fi  lappia  rilblvere  l’equazio- 
ne propolla. 

IV.  Quello  che  li  è detto  dell’  equazioni  del  ter- 
zo grado , fi  applica  facilmente  a quelle  del  quarto  . Sia 
pertanto  l’equazione  + ■a  x’  + a b x'  + a b c x -h  ab  c à 

0 . Per  trasformar  quefta  pongali  x — ac- 

ciocché fatte  le  fullituzioui , abbiali 

Jf*  ^*-j- 4 ffi  y’-t- 6 w*  y’ -f-  4m’y-4-  »i* 

A x^  4-  4 y’-4- «ty*  4- 3 « »**y -f*  0 ' 

a b X*  "zzi  ■ ■ • 4^y*-t-  % A b m y ab  ìli  zzo. 

a b c X -^abcy-k-abcm 

a b c d ' a b c d 

A a 0 Per 
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. Per  fare  fparite.  il  fecondo  termine  fi  > faccia  4 m + < 


~ 0 ; onde  fia  mrr^ — cioè  uguale  al  coefficiente 

del  fecondo  terniine  divl^  per  4 col  fegno  murato  . Si 
t(5glierà  il  terzo  termine  col  porre  6 m’4-  — 0, 

dalla  rifoluzione  della,  quale  nafcono  due  valori  del- 
la m ; fe  quefii  riulciranno  immaginarli , il  terzo  termi- 
ne Iparirà,  ma  l’equazione  fi  riempirà  di  quantità  im- 
maginarie . Si  annullerà  il  quarto  tèrmine  rilblvendo 
j l’equazione  4 m*  4-  3 a m’-r  1 * è m -ì-  a i>  c — 0 y\z  qua- 
< le  avendo  almeno  una  radice  reale  , come  nef  Gap.  10. 
.vedremo  , fi  potrà,  fenza  timore  .d’,  introdurre  nell’  e- 
, equazione  quantità  immaginarie  ottenere  l’ intento . Non 
,li  può  levare  dall’,  equazione  1’  ultimo  termine  , fenza 
,faper  rifolvere  la  ftelTa  equazione  propofta^.come  ocu- 
• larmente  fi  vede.  , 

. - y.  Si  trasforma)  in  fecoivdo  luogo  l’equazione  pro- 

pofia  in  altra,  . le  cui  radici  fieno,  alle  radici  della  pri- 


ma in  ragion  data.  Ciò  fi  ottiene  facendo  x “ 19}; 

ecco  r efempio .,iSia  da  trasformarfi  l’ equazione  x* — 
,<ix’  4-  4’  x'  — 4’  X 4-  4^^  0 : in  vece  della  x fcrivafi 


4" 


m a y 


m V r ' ’”  y m'ay* 

, e . fi  avra  —^7 

a*  0;  'e  moltiplicando  pór  — - ' fi  avrà  y*  — 


m a y 


4- 


n^a'y*  n' a* y n*  a* 
‘ -J-  - 


0 . 


n a y 
m 


m'  m’  . m' 

VI.  Ci  ferviamo  fpeffo  dell’  anzidetta  trasforma- 
zione ad  efpellere  .le  quantità  fratte  dall’  equazione  . 
Ciò  quello  elèmpio  dichiari  . Abbiafi  1’  equazione  jr’ 

4-  -r-  • * + a X — 4’=:o,  che  fi  voglia  cangiare  in 

O 

al- 
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altra  fenza  1 razione  . Fingali  jr  ~ : (bftituendo,  e ri- 

tt 

ducendo  al  folito  , nafcerà  ^ - 4-  nay  — • 

b 

— 0 , la  quale  , fe  fia  n — ^ ^ è libera  da  frazione . 

Adunque  col  porre  x =r  ottiene  1’  intento . 

« b 

VII.  Alle  volte  trasformafi  un’equazione  in  altra, 
le  cui  radici  fieno  alle  radici  di  quella  in  ragione  reci- 
proca ; il  che  fi  efeguifce  ponendo  x (20).  Con  que- 
lla foftituzione  1’  equazione  x* — 7 jc’  + 3 Jf  — io  a 

fi  cangia  in  ~ — 0 » che  à la 

ricercata  condizione  , cioè  y \ i : : i : * . Se  fi  fofle. 
fatto  X — — , r equazione  trasformata  farebbe  libera 

da  frazione  . Non  cofta  molta  pena  il  comprendere  , 
che  in  quefta  trasformazione  il  primo  termine  della 
trasformanda  palli  ad  efière  1’  ultimo  della  trasforma- 
la , e che  il  fecondo  palli  nel  penultimo  , e così  di 
mano  in  mano  ; e perciò  fe  la  prima  manchi  del  fe- 
condo termine  , del  penultimo  farà  priva  la  feconda  ; 
fe  quella  del  terzo  , quefta  dell’  anupenultimo  e così 
fuccelEvamente . 


CA- 
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C«jirttzime  delle  Equazioni  del  terzo  , e quarto  grado 
eolia  interjecazione  delle  Jezioni  coniche. 

Cla  r equazione  del  terzo  grado  a b x — tp 
l3  =3  0,  in  cui  tf,  e A poflbno  elFere  quantità  pofitive,e 
negativa  . Si  finga  x x ~a  y..,  c fatta  la  Ibltituzione  nell’ 
equazione  propofta,  farà  y x b x — ff  — o.  1 valori 
della  X in  quelle  due  ultime  equazioni  Ibno  determinaci^ 
comecché  fingonfi  uguali  a quelli  dell’equazione  propolta, 
che  fono  <letermina£i,bencbe  ignoti;  e perciò  i valori  della 
^ pure  lo  faranno  . Sono  poi  quelli  uguali  , elTendo  1’ 
jftefTo  y in  amendue  , ficcome  è la  ftelfa  x . Ciò  non 
oflante  per  fervirfi  dell’  interlécazione  delle  curve  , la 
r,  e l’y  fi  fingono  variabili  ; per  lo  che  quelle  due  ulti- 
me equazioni  -elprimono  due  lezioni  coniche  , la  prima 
una  parabola  , la  feconda  un'  iperbola  tra  gli  aiìntoti. 

11.  PremelTe  tali  cognizioni,  fi  dil'corra  in  quella 
maniera  . Egli  è certo , che  fra  le  infinite  afeifife  del- 
la parabola  vi  fieno  ancora  i valori  della  noiira  x , e 
che  lo  fiefib  avvenga  nell’  iperbola  : è cerco  eziandio, 
che  a quelli  valori  corri fpondano  in  amendue  le  cur- 
ve l’y  , u iiano  le  ordinate  uguali . Adunque  fe  le  linee, 
in  cui  fi  prendono  le  r ^ in  amendue  le  curve  fi  faccia- 
combaciare  in  maniera  , che  il  principio  delle  x fu 
conitSre,-e4eLjr,^ed y pofitive  cadano  dalla  ItelTa  parte;  an- 
cora le  y uguali  "ctsnbacieranno  perfettamente  ; onde  le 
curve  dove  fono  i valòìvdeterminati  dell’  >r , e l’ ordinate 
y uguali  , avranno  punti  comuni  d’  interfecazioiie  , 
o di  contatto  . Adunque  a foscelcio , fe  fi  avranno  pun- 
ti di  interlécazione , o di  contà'Kp  ; quelli  apparterran- 
no alle  che  fi  cercano.  Una  tal'iqaniera  di  determi- 
nare 
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«are  i valori  della  •»  fi  addfmanda  eojhruzione  dtlle 
qaazìonì  coUa  ìnter/eeaziont  delle  curve. 

HI.  Se  ne  veda  fubito  T eièm|Mo  nella  corruzio- 
ne della  propofta  equazione  colla  parabola,  ed  iperbo- 
la  fopraccennata  . Prefe  le  x in  A P ( Fìg.  30.  Tav.  4.  ) 
«d  il  principio  loro  in  , li  delinei  col  parametro  zz: 

€ coU’angolo  delle  coordinate  ad  arbitrio  , che  per  e- 
l^nza  Apponiamo  retto  , la  parabola  M A m , che  lia 
toccata  in  A P \ faranno  A P\q  x ^ M P 1’  y dell* 
equazione  ay~xx.  Similmente  fra  gli  afintoti  I Q^, 
F S , [^Fig.3i.Tav.4.)  che  contengano  l’angolo  ICS  ugua- 
le air  angolo  fi  deferiva  l’ iperbola  , le  cui  coor- 

dinate 0.  , C 0,  contengano  il  quadrato  //  i fi.  tagli 
€*  Q rr  jr;  farà  Q^N  ~y  + finalmente  fegata  C D—b^ 
per  D fi  conduca  D B parallela  all’  afintoto  C ; fa- 
ranno DEy  B N k ed  y dell’equazione  yx  + 6 x — ff. 

IV.  Acciocché  fieno  congiunti  a dovere  quelli  due 
luoghi , k linee  D B y^A  P y[  Fìg.  30.3 1 .32.  Tav.^.)  ed  i 
punti  B , A debbono  combaciare;  il  che  ricade'  allo  Itef- 
fo  , le  prelà  D C—  b nel  diametro  della  parabola  pro- 
dotto , fi  conduca  per  lo  punto  C la  C parallela  al- 
la tangente  , e fra  gli  afintoti  2 Q, , F vS  fi  delcriva 
r iperbola  come  fopra  : ciò  fatto  , i punti  d’  interfe-’ 
cazione  daranno  le  , ed  y comuni  'ad  amendue  le  cur-i 
ve  ; adunque  fe  il  punto  di  lezione  è la  iV , 2V^  £ farà 
l’y,  t DE  la  Xy  cioè  la  radice  della  propolla  equa- 
zione del  terzo  grado  . 

V.  Se  4 , e ^ fono  pofitive  , la  deferizione  delle 
curve  è appunto  quella  della  fìg.  32  ^ da  cui  appacifee 
in  un  Ibi  punto  N legarli  le  curve  , e perciò  una  Ib- 
là , e pofitiva  elfere  la  radice  dell’  quazione  : lo  ftef- 
fo  accade  fe  fia^:rro  ; ma  fe  b-  ione  negativa,  fi  dee 
prendere  la  C ZJ  dalla  parte  oppolla , (>  Flg.  33.  Tav.4.) 
nel  qual  cafo  s’avrebbe  fempre  il  punto  di  fezione  iNT, 

ma 
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ma  oltre  quello  , altri  fi  potrebbero  avere  dalle  fezioni 
dell*  altro  ramo  dell’  iperbola  colla  parabola  ; per  de- 
terminare il  quando,  fa  d’uopo  determinare  il  cafo  del 
contatto  , medio  Ira  la  lezione  , e non  fezione . Dico 
perciò  toccarli  la  parabola  , e 1’  iperbola  fc  fia  il  pa* 

rametto  dèlia  parabola  a — — . Si  divida  C D ~ h 

4 ® 

in  il , così  che  17  /I  fia  la  terza  parte , e fi  meni  l’or- 


dinata R R alla  parabola , che  farà 


a —V  -Hr:  — = 


4^’  3 


CR 


è l’ordinata  deU’iperbola  al  punto  R medefimo  (num.3.); 

dunque  n Rè  l’ordinata  d’amendue  le  cur\'e  , ed  il  punto  n 
comune.  Che  fia  poi  il  contatto,  eccolo.  Da  quello  tirili  n it, 
che  tocchi  la  parabola  ; farà  D a ~ D R , per  la  proprietà 
di  quella  curva  (Gap.i.Lih.2.num.i5.)i  e perciò  Ruz^RC: 
ma  quella  è proprietà  della  retta , che  tocca  l’iperbola 
in  R ( Gap.  3.  Lib.  2.  num.  1 1.  ) ; dunque  tocca  na 
r una  e 1’  altra  curva  , il  che  non  avviene  le  non  lì 
tocchino  le  curve  in  a . Quindi  fe  6 fia  negativa  , ed 

A"» 

a — , r equazione  + a S x — af'zzzo  , oltre 

la  radice  pofitiva  D E , ne  avrà  altre  due  negative  ) 
ed  uguali , corrilpondenti  al  contatto  r , il  quale  punto 
equivale  a due  di  lezione  infinitamente  vicini  : le  fia 

f > la  parabola  , oltre  il  punto  N , legherà  il 

... 

ramo  luperiore  dell’  iperbola  in  due  punti,  che  daraa* 

no  due  radici  negative  difuguali';  fe  fia  a < -*'  ■ , 

N farà  1*  unico  punto  di  fezione  ; onde  1’  equazione 
avrà  una  fola  radice  pofitiva . 

VI. 
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, VI.  5e  fia  a negativa  , allora  deefi  deferì  vere  la 
paratóia  dalla  paf te  oppofta , cioè  ve  rfo  F , perchè  il 

ranaetro  è negativo  ; oàde  póda  negativa , o ugua- 
a zero  , uno  farà  il  punto  di  fezione  , che  daràj 
ima  radice  negativa  ; fe  poi  b è pufitiva  , fi  determi- 
nerà* come  *fopra  quando  fia  uno,  e quando  tre  i pun» 
ti  di  fezione.  Dal  chétricavafi  , primo  , che  1’  equa- 
zione ^di  *terzO  grado  abbia  fempre  almeno  una  radice 
reale;  fecondo,  che  delle  reaIi*o  n’abbia  una,  ovvero, 
tre  . ...  t ' 

VII.  PalTo  a coftruire  l’equa^oni  del  quarto  grado. 
Sia  X*  + f g X*  ->ir^  fi  b X — /‘e  o , in  cui  le  quantità. 

poffono  effere  pofitive  , e negative  , anzi  / 
quantità  arbitraria  .,À  .quella  forma  tutte  1’  equazioni, 
del  quarto  grado  potranno  ridurfi  lenza  alterazione  fu- 
ftanziale  (^Gap.7.nmft.2,,).  Si  faccia  x xz:z:  f y , onde  = ; 

b x — 

rfy  = ® moltiplicata  per  m , e po- , 
ila  ~ — n j s’otterrà y -i-  n x*  b x^  in  fy-^  f e ^ o,  ' 

* ' J . . . — mx*  !•'■.,  J l_ 

in  cui  vi  fono  due  quantità  arbitrarie  m,n,  delle  quali 
quella  diprtide  dall’arbitraria/.  Secondo  adunque  il  va- 
lore , clife  fi  aflegnerà  a quelle  arbitrarie*,  nafeeranno  ^ 
differenti  luoghi  "del  fteondo  grado  ,^due  de’  quali  ad 
arbitrio  fcèlti'  ; e cóme  deelì  congiunti , he  daranno  le  * 
radici  della  equazion  propolla  . * 

’VIIfi  A maggior  chiarezza  l’ultima  equazione  dif-^ 

. . ’ ' • I ■ t * t ' ' • • 

' t jU»  fi  - ' - 

fpongafi  cosi,  yy  4*  mjy  -f  — ^ 


f'y'‘  e follituendo.,  nafeerà  y*  + -r 
da  cui  fottratta. at’ 


^ '"T  n mf 

H ;■  e polla  *y  4-  — z 

4 i '* 


~ m — n*.  x'-^  b x^  f é ' 

f.  . j . 1 ^ 

,’  farà-  2’ 


•rti 


•7J 


B b 


bx 
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l>  X + fc  A .Se  fia  m — n ~ 0 , facilmente  fi 


4 


vede  appartenere  T equazione  alla  parabola  . Negli  al* 
tri  cafi  mettali  m — « + r per  avere 

(,2  2 — fe  — + r = jrjr  — e pollo  x — 

^ - =«,  e — f e — + — = -f  a*  ; otterrà 

r ^4^4'’“ 


= u* . La  combinazione  dei  fegni  dà  quattro 


»*  -j-  •»* 

Z T ^ f Z 4 


± ^ 

2* +4* 

+ r 

verlè  equazioni 

9 f 

~ "*»  ^ ~ pti®*  i iperbo- 

la  eoNe  a nel  primo  diametro , la  feconda  è alla  ftef> 
fa  colle  u nel  fecondo  , la  terza  è all*  elifie  , la  quar- 
ta all’  elilTe  , ma  immaginaria  , è perciò  inutile  . In 
tutte  il  quadrato  del  diametro  deli  u (là  al  quadrato 
del  diametro  , a cui  ibno  parallele  le  2 , come  1 : r: 
fe  fia  r=:  1 , l’ iperbola  è equilatera  , e 1*  elifTe  pafTa 
in  circolo  , purché  fia  retto^  1’  angolo  delle  cooroina- 
te  (21).  Raccogliamo  adunque,  che  l’equazione  èalL’iper- 
bola  le  r fli  — n fia  pofitiva  , oflia  s — m negativa  ; 
all’  elifie  le  m — n negativa  > offia.  n — m pofitiva  ; al- 
la parabola  fe  zero  , come  appuntò  a*é  veduto  nel  C ap 
1.  Lib.  u. 

IX.  3’  abbia  ora  in  animo  di  cofiruirc  la  propo- 
lla equazione  + fgx*  + p ò x — f f ~ 0 colla  pa- 
rabola, e coi  serchio.Metùanioci  avanti  gl’occhi  l’equazio- 
ne generale  indeterminata  del  num7.^n  cui  fi  contengono 
tuuc  le  ie^tiooi  coniche  y*+  » jf*+  b x mf.y—f  cz^Om 


— 


Ac- 
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Acciocché  nafca  la  parabola  convien  fupporre  n 

~ equazione  farà  y'+  b x+gy—f  czr  o. 

Acciocché '.nafca  il  circolo  convien  che  fia  toni 

z=z  — I,  la  cU  cui  equazione. è y’  *f  x’  + ^ V -f  ^ y — * • 

/y fcZ=ZO. 

X.  L’  equazione  alla  paràbola  così  fi  di/ponga 
y*  + y + e pofto  y + 

— 2 , ed/f  ■+“  cui  Jftti{C6  2 2 — h x-\-h  dzzih  tf, fatta 

4 ' 

— X +fc«.Vertice.4(r;g..q4.r4t/.4.),  affe.^ £),  parametro 
i defcnvafi  la  parabola  A M ; farà  A P-=:u^  P M=zzz 
fi  tagli  A D d y e farà  D d — u x : dal  punto 

ÌD  alla  D A ùi  normale  D B ^ e per  B fi  con  * 

duca  r indefinita  B R parallela  alla  D A ; farà  R.  M 

g 

~y  . Adunque  BR  y B,M  fono  le  coordi-  , 

nate  x y y della  noftta  equazione  y ed  il  punto  S è il 
principio  delle  afcilTe  . L’equazione  al  cerchio  cosi  di* 

fpofta  yy  + g y + ÌIZL  + xx  + ^x  + ^=: 

^ 4 ' 4 

4-'-^ +/r*ef*tto  y -f  =.u\  \ 

nafee  z a+w  *:=:  € — — +/tf.AdunquefF/g.35.!T4i;.4} 
f Bb  » cen- 


Digitized  by  Google 


ip«  L I B r:  o IL 

centro  C , raggio  C A =(  fi  deferi- 

va il  circolo  AN  B yin.  cui  farà  C Q_—  « , Q_N  ~z: 
fi  leghi  C H zn  , e ferà  H ~ u — zi:  x ; al 

gio^C^y#  fia  normale  ,'e  parallela  iiTL; 

farà  £ 2V  =z  z -f  = y ; dunque  KLyLN  fono  Xy 

y della  noftra  equazione  , col  principio  dell’ afeifle  in 
K . Per  evitare  il  raggio  immaginario  bifogna  prende- 
re>l’  arbitraria  / coficchè  la  quantità  fottd' il  fegnofia 
pofitiva.  Collocato  il  punto  iC  in  ii,  e la  K L fopra  B R , 
quelle  due  curve  làranno  ottimamente  congiunte  ; adun- 
que dàlie  lezioni  loro  condotte  le  ordinate  M.  Q^,  {Fig.'^S. 
Tav.^  fi  determineranno  altrettante  alcilfe  , che  faranno 
le  radici  della  propófta  equazione  del  quarto  grado  . Per 
picciola  rifleflìone  che  fi  factia  , cl  accorgeremo  , che 
il  cerchio  o fega  la  parabola  in  quattro  punti , ò in  due,o 
in  nelTuno  j dunque  le  radici  reali  nel  calò  o fono  quattro, 
o,  due , o nelfuno,  valendo  il  contatto  per  due  . 

XI.  Se  fi  voglia  coftruire  1’  equazione  del,  quarto 
grado  con!  due’  ellilfi  , ■’ nell’  equazione  indeterminata 
yy  + nx*  + 6x  + m/y.-— -/r  z=p  fattanzz  4,  o fia 

mx  . , ^ . 

• • • 

/=—  é'  > fi  ponga  prima  m z=  i , acciocché  rifiliti  l’e- 
quazione yy-f-  sxx  + h X -^.fy-^f  c^—  0 r dipoi  mz=z'z, 
acciocché  rifiliti  1’  altra  yy  + ixx  + hx  + ifjf  — 
fc  z=  0,  amendue,  come  è chiaro  ( liuio.^’:),  all’ellifle.  Se 
fi  vogliano  due  iperbole  , fatta  n , oilia  / — g 
prima  fia  m=za  ^ onde  s’  abbia  y y — Jr  jr  -f  ^ ^ 2 /y ,, 

•—fc  = o:  dipoi  fia  OT 3 , percui «.’abbia  y y x»^ 
, .?  1 ;I 


Digitized  by  Google 


CAPO 


Vili/ 


rp7. 


+ h X -f-  3/y — •/ fino, equazioni  a due  iperbole. (nurn/ò.).-i 
Abbiamo  fuppoibo  p»  eleganza  1’  equazioni  del  terzo, 
e quarto  grado  fen za  fecondo,  termine  , il  che  fi  può 
Tempre  ottenere  falva^  T liniverfalità  , ficcome  nel  capo' 
precedente  s’è  veduto  ; ancorché  per  altro  tal  termine  efi- 
^elTe,  il  prefente  metodo  non  ci  abbandona,  come  eia- 
fcun  da,  per  se  fteffo  può  làrne  la  prova  (2^).  ' » 


CAPO  IX. 

« 

* ^ATcune  avvertenze  'per  (a  Corruzione  dell'  Equazione 

* colla  interfecazìone  delle  Curve:^  • ^ - 

I"  . . < ■■  ■; 

L ' Signor  Rol  ha  promoflb  con  grand’ ingegno  alcu- 
ne difficoltà  contro  l’ interiècazione  delle  curve^' 
per  cui  egli  crede  incerto  il  .metodo  del,  cofliruire  con, 
quella  r equazioni  determinate  . Per  comprendere  ciò, 

Ha  requàzione  determinata  x » jr . a ceb-r-p  ’ W; 

n le,, come  è,  chiaro,  à le  due  radici  reali  4^,  »z=z  bi, 
acciaf jrr3C4  a- — y y,  equazione j al  circolo  del  rag-f 
gio  a : e fofiituendo  . quello  valore  di  x x nell’  equa* . 

farà  a a 


zione 


yy jf . 


a -i-  b + a b— a , ovvero 


a 4-^',  a x=y..v,  equazione  alla  parabola: del  pa-t 

raroetro  >a-  + ib  . Qm, quella  ,.  e col. circolo  .deh  rag-^, 
— A,  fi  collruifca  la  propolla  equazione j nella  fé-, 
guente  maniera.  Gol  raggio  ACziza  fi. delinei^  il  cir-:> 
colo  JD  A D { Fìg.371  r4p:5.\,re  col ' parametro  Afi-b^ 
al  vertice.,4  ,.  e4  ^ìte.AC  fi  iliaci  la  parabola  D A D.\i 
Il  metodo^  di  coftruire  ,11  equazioni  cpn  l’ interfecazio- 
ne  delle  curve ‘efige che  tante ‘fieno'  1*  infe'rfgcazionì *■ 
di  quelle  due  .curye-,. quante  fono  le  radici,  reali  della  ; 
equazione  propolla  , cioè  due  . ■ Dovc^  tratteremo  dei  ^ 
• • X : — ' ' i . 4-'  ‘ cir-  * 
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circoli  ofculttori  delle  curve  dimoftrereino , che  {e  il 
rtrggio  C A fta  uguale  alla  metà  dei  parametro  » cioè 

fc  fia  - ) o che  è lo  fteflb  a~b  \ la  parabo- 

la D ^ D farà  combaciàta  dal  circolo  BAD  nel  ver- 
tice A , fenza  eflere.in  alcuno  altro  punto  legata;  la' 
quale  dottrina  <)uì  fup^ofta  per  certa  ,'come  in  realtà- 
la  è (23),  ci  fcopre  , che  fe  larà  , il  circolo  del 

raggio  4 eflendo  maggiore  dell’  olculatore  , oltre  del 
punto  A del  contatto,  che  determina  \z  C A uguale  al- 
la radice  4«  fegherà  la  parabola  in  due  altri  punti  D , 
D , i quali  determineranno  la  C E uguale  all’altra  b.  Qui 
avvertali , che  il  punto  del  contatto  equivalendo  a due 
di  fezione  , quattro  faranno  i punti  di  fe^tiont  nel.ca- 
fo  prelènte  ; il  che  indica  , che  C A , t C E fi  deono 
prendere  due  volte  , e che  la  coibruzione  ièrve  all' 

equazione  di  quarto  grado  [ x x — x.x  + b-^-ab*) 
ZZI  0 , che  ha  due  radici  uguaK  a due  altee  , le  qua- 
li ieno  eziandio  le  ràdici  ^lla  propoila  equazione.  Se 
poi  farà  4 < è , il  circolo  dei  «aggio  4 efiendo  mino- 
re deir o&filatoce , non  fegherà  la  parabola;  onde  que- 
lla caderà  tutta  fuori  del  circolo  , venendo  iòlamente 
toccata  dal  medefuho  nel  punto  A , il  quale  determi- 
nerà C A uguale  alla  fdlv  radice  a . La  radice  b dun- 
oue  non  viene  determinata  , e peccù)  k interfecazioni 
oclk  curve  non  danno  alk  volte  tutte  k radici  reali 
delle  equazioni. 

. lì.  La  diificolcà  crefeè  fe  fi  introduca  un  circolo, 
il  raggio  di  citi  fia  minore  ancora  di  4 , come  farebbe 

xxzz yy  imperciocché' fatta  la  foftituzione 

nella  equazione  prt^fta,' nafire  la  parabola  dello  fief- 

fij  parametro  b . ( ) = /.X  • Volen- 
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Èffe  la  coftnjzlone^dairafle  della  parabola  FB  F (F/^.38, 

rap.5.}  fi  tagli  C , e col  raggio  C A ==:  — 

li  deferiva  ■ il  circolo  D A D . Eflendo  C B mino- 
re di  ~ y il  circc^o  deferitto  col  raggio  ^*B  fa- 
rà minore  dell*  ofculatore  y e perciò  non  legherà  la 
parabola  ; tanto  meno  dunque  la  parabola  farà  taglia- 
ta dal  circolo  del  raggio  C A nella  luppolizione  che 

Ha  C B>  C A y cioè  h>  Adunque  chi  li  alEda&  a. 

quella  collruzione  , conchiuderel^e  fal&mente  » che  la 
propolla  equazione  non  abbia  radici  reali . 

111.  Eflendo  il  metodo  della  interfecazione  cotanto 
famofo  nell’ Algebra ^er  la  foa  unàverlàlka  ed  utilità  gran- 
de, ci  diipiaceva  di  doverlo  abbandonare  come  incerto 
e paralogiui-co , oiuie  ci  liamo  ingegnati  di  feoprire  la 
maniera  di  adoperarlo  con  ficurezaa  ; il  che  finalmen- 
te abbiamo  ottenuto  mettendo  in  opera  alcune  avverf 
tenze . Egli  è cosa  indubitata  , che  le  due  curve  rife- 
rite alla  uefla  linee»  delle  afeifle^e  col  medelimo  prin- 
cipio di  quelle  , abbiano  delle  ordinate  corrifpondenti 
alla  ftrfla  alcifia  uguali , e reali  ; tfle  fi  interfecheran- 
no  dove  le  ordinate  fono  uguali  , e reali  Adunque 

Siiando  faremo  ficari  di  quelle  due  condizioni  , cioè 
eH’uguaglianza  , e realtà  delle  ordinate  corrifponden- 
ti  alla  foefla  afeifla,  iàremo  ahreà  certi,  che  k iaterfe- 
eazìoni  delle  curve  daramios  le  radici  reali-  delk  equar 
zioni  ; fitremo  poi  dubbiofi  ^ fe  k ordinate  t^ali  pof^ 
fano  elTere  immaginarie  (‘24).  Elàminiamo  ora  fe  nella  cór 
ftruzione  dei  luoghi  di  primo  grado  vi  abbia  alcun  pe* 
ricoio  . Steno  qaeflii  /dja-h  By -Ih  C » y aar  ^ e 
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-f  . Qùì  ft  ofTervi  , che  dato  qualunque  valore’ 
reale  ali’  jr  , 1’  y in  amendue  le  equazioni  dee  eflere 
reale  ; dunque  è impoflìhile  , che  ad  una  x reale  cor- 
rilpondano  ordinate  uguali  immaginane;  e perciò  fé  vi 
fono  ordinate  uguali,  deòno  quelle  eflere  reali , e fi  dee 
avere  , la  intejriecazione . Dunque  il  metodo  è ficuro.  Si 
debbano  coftruire  due  luoghi,  uno  di  primo,  e 1’  altro’ 
di  fecondo  'grado  , cioè  Q_+  Ay<=z.o^>  />  yy  +* 
a y'  0,  ne’quali  Qj  q fieno  date  per  collanti,  c per  la  x a 
dimenfione  lineare,  e p poffa  contenere  ancora  la  fecon- 
da dimenfione  di  x . Nella  prima  equazione  pofi;o  qua- 
lunque valore  della  x reale,  l’y  farà  lèmpre  reale;  dun-‘ 
que  non  * può  accadere  congiungendo  quelli  due  luo- 
ghi , che  ad  una  x reale  curriipondano  due  ordinatec 
uguali,  ed  immaginarie  ; e perciò  ìis  avremo  l’ugiKiglian- 
za  delle  ordinate,  avremo  ancora  la  realtà,  ed  in  oon-: 
feguenza  l’ interlècazione  . Quelli  > due  luoghi  adunque 
fi  potranno  collruire  fenza  timore  di  errore.  ' 

’ IV.  Lo  ftelTo  però,  non'  polliamo  aHerire  dei  due 
luoghi  P + A y’  =z  0 yp  + ay’zzzOfincuiPjp  poffano 
contenere  la  x a prima  , -e  ieconda-  dimenfione  ; per- 
chè può  in  amendue  avvenire  , che  pofta  la  x reale, 
le  y fieno  immaginarie,  dovendok  ellrarce  la  radice  qua- 
drata! per  determinare  il  valore  dell’y;onde  ò.polìibile 
il  cafo,'in  cui  alla  llelTa  jr’xeale  corrilpondano  due  or- 
dinate immaginarie . Adunque  la  congiunzione  di  -quelli 
due  luoghi  è foggetta'a  paralogifrao  . • . ; 

oi . ,V.  Sieno  due  luoghi»  P + + A y'  :=i:  e,  p + 

f y + « y*  = o Dalla  prima  moltiplicata  per  a.  tolgo  la 
feconda  moltiplicata  pervi,  ed  ottengo  cP  — A p + 
-0 <2. — . y rx  0 . Fingiamo  ora,  che  pollo  lo  mlTo 
valore  della  x reale  nelle  due  prime  equazióni  , fi  ot- 
tengano due  y uguali , ed  immaginarie  t ne  verrebbe 
‘ da 
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da  ciò 
naria  ; 


che  ancora 
.è 


\Ap  — a P 


nella  terza  1’  y farebbe -immagi- 
il  che  impoJlìbile  , perchè -fi  trova 

, che  è quantità  reale  . Pofiiamo  per  tanto 

adoperare  francamente  quelli  due  luoghi,  poicchè  non  vi 
farà  timore  alcuno  di  non- ottenere  colia  interfecaz io- 
ne loro  le  radici  reali  , qualora  vi  fieno  nell’  equazio- 
ne , che  fi  cotlruifce.  ■ * , • 

VI.  Acciocché  per  altro  quell’ultima  confeguenza  fia 
legittima,  bilogna  che  la  terza  equazione  non  fia  divifibilc 
per  un  fattore  R , che  contenga  la  x ; imperciocché  la 
nollra  equazione  allora  prenderebbe  la  lorma  lèguentc 

R.M  RN y — ò , fuppofto  il  quoto  — M\ 


ed  — — N ; il  che  , come  é chiaro  , non  infe- 

rifee  necelTariamente  che  fiay= potendoli  ve'_ 

rificare  la  predetta  equazione  dall’  elfere  fol  tanto  R' 
= 0 , fenza  che  fi  verifichi  y~  — (as).  * 

VII.  Dalle  colè  fin  qui  dette  appari fee,  che  fi  poflb- 
no  ufare  con  tutta  ficurezza  .due  luoghi  di,  iecpiido 
grado  per  la  .collruzione  .delle  equazioni,  decer  minate 
di  terzo  , e quarto  , quando  faranno  tali  , che  colla 
fomma,  e fottrazione. delle  equazioni  loro,  o in  altra 
maniera  , fi  polTa  ottenere  una  terza  equazione  dalle 
due  prime  dipendente  , in  coi  l’y  fia.  a lineare  dimenT 
zione  , nè  liavi  alcim  fattore  , , che  contenga  la  x ; le 
quali  avvertenze  fi  fono  da  noi'^avute  nel  capitolo  prer 
cedente  , come  fe  ne. potrà, render  certo  chi  ne  vo- 
glia fare  l’ efperimento  . Quelli  principi  fomminillraf 
no  ancora  i lumi  opportuni,  per  regolarci  quando  co- 

G c ftrui- 
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ftrui^emo  l’ equazioni  determinate  fuperlori  al  quarto 
grado  con  linee  fuperiori  alle  fezioni  coniche. 

CAPO  X. 

Della  Ri/aluzione  analitica  rie! F Equazioni  dei  terzOf 
e quarto  grado . 

AjLtre  il  metodo  di  coftruire  i’ equazioni  deter- 
minate  di  terzo  grado  colle  fezioni  coniche  , 
introdotto  da  Renato  Slufio  Cantmico  di  Leide  , e 
promoffo  da  Renato  Cartello , hawi  un  altro  , che  in- 
legna rifolvere  tali  equazioni  analiticamente  , cioè  ri- 
trovare il  valore  dell’  x dato  per  fole  quantità  cogni- 
te . Il  Cartefio  attribuifce  ciò  al  Cardano  ; ma  quelli 
lo  attribuifce  a Scipion  Ferreo  Bolognefe.  ISe’  probter 
blemi  aritmetici  mai  non  potendo  far  ufo  del  primo 
metodo  , conviene  fempie  ricorrere  al  fecondo. 

II.  Bifogna  in  primo  luogo" notare , che  alle  vol- 
te r equazioni  del  terzo  grado  non'^fono  jn  realtà  ta- 
li y eflendo  abbalfabili  , e riducibili  a gradi  inferiori 
con  certi  metodi,  i quali  qui  da  noi  fi  tralafciano,  ri- 
ferbandoci  di  parlarne  nella  terza  parte  di  qucfto  to- 
mo , dove  tratteremo  delle  equazioni  di  ogni  grado  ; 
di  quelle  qui  non  dilcorriamo , e lupponiamo  l’eqoazio*- 
ni  ael  terzo  grado  in  niunà  maniera  abbaifaifi  a gradi 
inferiori  . Convien  rifictteie  ancora  a ciò,  che  abbiamo 
indicato  dove  fi  è parlato  della  rifoluzione  delle  e- 
quazioni  di  fecondo  .grado  , cioè  , che  quantità  reali 
polTono  nafcere  da’  prodotti  di  quantità  immaginarie  -, 
e per  confeguenza  che  fattori  di  quantità  reali  alle 
volte  lòno  immaginari  . Tali  fono  appunto  due  del- 
le radici  terze  dell’  unità  . Per  dimoftrar  ciò  , fia  ** 
— 1 = o:  una  radice  di  quella  equazione  farà  i , perchè 

' - pollo 
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|)o{lo  I in  vece  di  jr , T equazione  diventa  zero  ; ed 
in  fatti  dividendo  T equazione  jr‘  — i ~o  per  x — i 
0 , ne  rifulta  x’  + x + i o ; dunque  uno  dei  divifori 
femplici  di  queita  equazione  farà  x — i ~ o , e per 
ciò  una  radice  farà  l’  unità  . Per  trovare  T altre  radi- 
ci fi  dee  riiblvere  l’ equazione  di  fecondo  grado  x*  + 


X + I rr  0,  che  ci  dà  x ~ — p ~ ^ — 3 , ed  x ~ 

' — 3 immaginarie . Dunque  le  ra- 
dici cubiche  deir  unità  fono  i , ^ — 1-  — o , 

~ y/ — 3 ) una  reale  /e  due  immaginarie  . 


JLe  radici  «quarte  dell’  unità  ancora  due  fono  reali  , e 
due  immaginarie  , perchè  1’  equazione  x*  — i o è di- 
vifibile  per  x — i r:::  o , ed  x -j-  i ~ o , ‘ riducendofi  con  , 
cali  divilionf  ad  x*  -h  i — o , da  cui  fi  ricavano  le  al- 
tre due  radici  xrr  -f  i , ed  x r:::  — ; fic-  ‘ 

ché  le  quattro  radici  quadrato  quadrate'  dell’  unità  Io- 
ne -+-  » > — * * — ' ® 

im  •■aginarie  . Ciò  premefTo,  fia  l’  equazione  del  ter- 
zo grado  I.  x’  — 3 <*  ar  — b zzzo  ^ in  cui  x , e ^ pof- 
iàno  «fiere  pofitive  , e negative  , ed  ancor  zero  . A 
quella  forma  fi  ppfibno  ^ridurre  tqttq  le  equazioni  del 
terzo  grado  , togliendole  il  fecondo  termine  - fe  ,1’  ab- 
biano , col  metodo  inlegnato  nel  Gap.  7.  num.  2.  , e 
liberando  il  termine  della  mafiìma  poceftà  ' dell’  inco- 
gnita dal  coefiiclence  fe  fiavi  . Fingo  la 
quantità  che  determino  nella  legucnce  maniera  . S’  al- 
zi al  cubo  X ~ ffi  4-  n •**  ^ 4-  3 >n*  n + 

,3  m n’4-  n — + 3 /»  « • + a’:  in  vece  di  m -j-  a 

lòltituita  la  X , e tralportati  tutti  i Krmini  da  una  par- 
te i lira  li*  3 m n x — ra* — , la  qual*  è divifi- 

' C c 2 bile 
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-bile  per  x — ' m • — n ~'o  ; dunque  x rz:  m -j-  « è' una  del- 
ie lue  rlidiei  . Si  paragoni  ora'ciafcuri  fermine  della 
‘equazione  propofta  colia  feconda,  e li  troverà  mnz=za. 


m 


* A* 

^ -T  n'  ~S  ; , dunque  to’  + — - zz  ^ , ed  m*  — b 

. .4  . * • m*  ^ 

e iìnalinente  m 


m 


v/ A 4-  • 

/s  . • 1 — — 

4 


Kella  ftefla  guifa  fi  trova  n rz:  i/  ^ ^bb  y 

I <2  ' "7  * 

^^el  valori  di  wi , ed  « fi  prendono  i radicali  fecondi 
col  legno  contrario  , p»chè  altrimenti  tali  valori  riu- 
IcirebDCTo  uguali  ; ‘'quindi  'farebbe  m n atz  to’  zz  « , ed 

"j  À 2 TO^  zz  ^ ' da  cui  ricavali  «*  zz  a*  ; m*  azz 

b p ...  b b • ' . - . 

— , e perciò  a’zz  ; onde  il  metodo  prefente  non 

■ applicabile  , che  alle  fole  equazioni  ,del  terzo 

gjrado,  m cui  fi  verifica  tal  condizione  . Quello  inconvej- 
niente  fi  Icanfa  operando  come  fi  è,  fatto.  (.25). 

HI.  Ciafcuna  radice  terza  à tre  valori:  per  efprùner- 
li,  altro  non  fi  dee  fare,  fe  non  fe  moltiplicare  il  valo- 
re ritrovato_pe_r  le  tre  radici  terze  dell’  unità , cioè  r, 


Z1_L±  A— 3 — » - V- 


Valorl  dell’  m 


avremo  adunque 


.<  a ^ 


2 4 


— * + vT- 


•3>; 


-*  1 A 


.1 


A?  _ .. 

• 4. 


a/' 


1 


Va- 
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X. 


£105; 


b 

* *.  t 

a 

4 ’ 

' 

, 

1 + y 

a 

' 4 

2 * 

' 5 

'Vtl  ■, 

— I — V^—  3 . 

o 

4 . 

V 

a 

1 

IV.'  Nove  fono  le  combinazioni  pofiìbili  di  queftì 
valori  ; per  rigettare  le'  fei  inutili , fi  deono  fciegliere  le 
'tre  ’itt  cui  i valori  di  m , ed  n moltiplicati  inlieme 
• danno  + a.  : con  quefto  criterio  determineremo  le  tre 
Veglienti  radici  dell’  èquazion  propofta 

' .^1. 

X^\  T . ! V'  ^ ^ 2 *4 

-V  ^ x/bltK  j ìT^.  — !•.+ — 3 
* “ I ^ * 4 * ' 2 


+ 


y±._ 


^ £i_ 


4 • 


-p  — ' — v/ — 3> 

• » •-  — — 

n 

— t — v"' 

n 

« 

( * 

— 1 + 


-X  — -,  I ■ ,Q  / - ' 2.'  . . ' 

v_^  _ _ 

' ‘ 4.  . ■ • - 

V.  Affinchè  fi  intenda  clò^ihiaramente,  fi  dee  av- 
rertrre'  .-  che  le  nove  radici  , che  rilultano  dalle  nove 
combinazioni. dei  valori  di  m , ed  « , appartengono  ad 
un’  equazione  di  tiono  grado  y la  quale  eflen  o-  n 
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bile  in  tr^-  di  quelle  del  terzo  , fra  le  quali  hawi  la 
noftra  avvieneche  tre  delle  predette  nove  combinazio- 
ni fervano  per  le  radici  della  nollca . Delle  nove  com- 
binazioni fi  fono  icelte  le  tre  , in  cui  moltiplicando 
il  valore  di  m per  il  valore  di  n , fi  ottiene  il  prodot- 
to ; perché  ,neir  equazione  jr’  — 34  x — b ~ 0 , il 
termine  — 3 a jt  corrilponde  al  termine  — 5m  n x .del- 
ia lormola  generale  ; e perciò  m n dee  corril'poadere 
ad  4 (27) . ' - 

VI.  Altra  oflervazione  ìnterelTante  dee  farfi  intorno  ai 
tre  valori  ritrovati  della  jr  ; cioè , che  quelli  tre  valo- 
ri fono  tutti  reali  quando  fia  , owero  4*  > 

— , cioè  quando  i valori  m , n fono  immaginar]  : e 
che  i due  fecondi  fono  immaginari  quando  fia  4 ’< 

cioè  quando  i valori  /«  , « fimo  reali  ( il  che  a prima 
vifta  lèmbra  un  paradoffo  . Varie  dimofirazioni  di  ciò 
hanno  date  gli  Analifli:  noi  ci  concerneremo  delia  iè- 

guente  . Si  ponga  la  quantità  — =:  />,  e — — 4*>=: 

j , * ^ ^ ^ ^ X 

farà  w = \/  p -h  v'  che  buttata  in  ferie  è ~ p ‘ -1-  y 

— ’_f  + y p — v/'ljr  =:  p* 

\/  q — q — 1 q — y’  &tc.,comc  fi  ricava  da  quello,  che 
abbiamo  iniègnato  nel  Lib.i.  (^p.  3.  hum.  33.  Lalcio  i 
divitòri  dei  termini  della  ferie  , perché  effendo  gli  llef- 
fi  nei  tei  mini  omologi  di  ambe  le  .ferie»  non  tuìhano  la 
dimoftrazione  . Sommati  i valori  diw,  ed  n biicuciiiv 

I 

ferie ,,  fi  avrà  per  la  fomma  2 p*  ~ c y — • 2 7’  5tc,,  e- 

lir 
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lidenclori  i termini  onde 

il  primo  valore  di  *=■«  + «»  o la  quantità  q ua  pofi- 
tiva  , o negativa  , farà  Tempre  reale  . 11  fecondo  valore 

..  . ^+^/=T  - — 1-\/— 3 

di  X e 2. 


m 


n. 


a ■ » 

Moltiplicate  arabe  le  ferie  per ^ ® Ibmmate  ; i 

foliti  termini  in  cui  ^ono  le  quantità  radicali  fi  elide^ 
ranno  ; moltiplicata  poi  la  prima  ferie  =:  m per  + 

— 3 , e la  fecond»^  = n per  " ; i termini  in  cui 

non  fi  ritrova  la  quantità  radicale  fi  elideranno  , e 
rimarranno  quelli  in  wi  elTa  fi  ritrova,  i quali  faran- 
no immaginari  fe  v/y  fia  quantità  reale  ; faranno  poi 
reali  fé  q fia  quantità  immaginaria;  percl^  molti- 
plicando per  t/37, -ne  rifulta  — 1/3? 

tità  reale  , ficcome  abbiamo  infegnato  nel  Lib.  i.  Gap» 
3.  jmm.  i^3.  Dimque  il  fecondo  valore  di  x 1= 

^ ^ n farà  immaginario 

fl.  . . . ' . ij  O ' ' 

quando  t/7  quantità  reale  , e farà  reale  quando 
^7  fia  quantità  immaginaria . ‘Lo  ftefTo  metodo  fi  tenga 

per  lo  terzo  valore  della  x — • ^ 

7-  > + ^ ~ 3 n.  Gli  Algebrifti  mai  non  avendo  fa- 

puto  liberare  le  radici  dell’  equazioni,  del  terzo  grado 
dagl’  immaginari , hanno  à c«J  dato  il  nome  dt  «/o 
irredudHi*. 

V 
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VII.  Rifolute  i’  equazioni  del  terzo  grado , ci  ab- 
biamo aperta  lai  ftrada  per  la  rifoluzjone  di  quelle  del . 

?uartò,  la  quale  Lodovico  Ferrari  fimilmente  Bologaefe 
u il  primo  a conolcere . AfTurao  la  formola  generale  man- 
cante del  iecondo  termiae  , a .cui  tutte  ridur  fi  poflbno 
(Lib.2.Cap.7.num.2.)  , cioè  x“  db  a c x + a'  d — o‘. 
le  fpecie  ^ , c ^d  peflbno  elTere  e pofitive  , e negati- 
ve , ed  anche  ~o;  la  a,  che  fupplifce  1’  omogeneità 
de’termini , vuol  fempre  come  poUtiva  rignardarfi . Di- 


fpongo  la  formola  nella  feguente  guifa  x*-^  a .b  + 


■ a’ A + m , 

-I = a m X 


m. 

'9 


a c X 


4 


a c 


^ a m . X + — a-,  b m , La  prima 

in  m 

4'” 

parte  dell’  equazione  è uh  quadrato  perfetto  da  cui  ft 
può  edrarre  la  radice:  aiEnchè  nella  feconda  parte  la 
quantità  , che  la  nm  moltiplica  , ila  un  quadrato  , fa 

d’  uopo  , che  il  quadrato  di  ^ eguagli  l’ ultimo  termi- 
ne . Determiniamo  il  valore  di  m per  modo  . che  tal 
condizione  li  verifichi’  . Pertanto  5ovrà  eflere  — i 

4m  . 


• — a*d  a,b-\-  m - q moltiplicando  per  4 m , e di- 

m 4 m 

videndo  per  a,  — = — 4<id+^  + w , ovvero. 

-*  ÌTl  i 

^ b m'  + b b =zo  , che  è una  equazione 

— 4 adm  ■ ' ’ ’ 

del  terzo  grado  , che  ha  per  lo  meno  una  radice  rea- 
le, Supponendo  determinato  il  valore  della  m , s’ef* 


trag- 
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90^ 


traggano  le  radici  nell’  equazione  del  quarto  grado  già 

preparata  or*  + f — ^ ~ + \/  a m . jr  + — ; dunque 

2 im 

X X \/  a m 4-  “ o , la  qual  fbrmola  invol- 

2 y/ 

'4- 

vente  l’ ambiguità  de’  légni  abbraccia  i due  ' trinomi 
del  fecondo  grado , ne’ quali  la  propofla  del  quarto  ri- 
folvefi  . 

Vili.  Quello  metodo  mi  mette  innanzi  una  faci- 
le , ed  elegante  maniera  di  dimoftrare  , eh’  ogni  for- 
mula del  quarto  grado  è rifolubile  in  due  trinomi  rea- 
li , comunque  le  lue  quattro  radici  folTero  immagina- 
rie . A quello  fine  io  rifletto  , che  fé  la  quantità  m è 
pofitiva  , amendue  i trinomi  trovati  l'ono  reali  ma  le 
m foflTe  negativa  , efli  involvono  le  quantità  immagi- 
narie . 1 valori  di  m che  fi  ricavano  dalla  rifolu- 
zione  d’  una  equazione  cubica  fono  tre  : ad  avere  i 
due  trinomi  reali  balla  eh’  uno  di  quelli  tre  valo- 
ri fia  reale  , e pofitivo  : io  dico  che  lo  farà  neceffa- 
riamente  . Per  provarlo  ritorniamo  all’  equazione  di  ter- 
zo grado,  da  cui  dipende  il  valore  di  m.  Quella  equa-’ 
zione  ordinata  , e polli  tutti  i termini  da  una  parte  , 
ha  r ultimo  termine  fempre  atletro  del  fegno  — , per- 
chè a fupponefi  pofitiva , e c f è pofitiva  quantunque  c 
fofle  negativa  : ma  tutte  1’  equazioni  cubiche  , in  cui 
1’  ultimo  termine  fia  negativo  , hanno  una -radice  rea- 
le pofitiva  ; dunque  una  almeno  delle  radici  della  .no- 
llra  equazione  è pofitiva  , e però  avremo  in  ogni  cafo 
un  valore  di pofitivo . Che  poi  un’equazione  cubica, 
in  cui  fia  l’ultimo  ternjme  negativo  , abbia  una  radice 

D d rea- 
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reale  pofitiva , facilmente  fi  comprenderà  , fe  prefe  tre 
radici  negativ'C  , da  cpiefte  fi  formi  una  equazione  di  ter- 
zo grado  ; perchè  in  quella  l’ultimo  termine  verrà  ne- 

celfariamente  pofuivo . ,*  i ^ » 

IX.  In  un  cafo  folo  fembra  che  la  formola  de 
jiohri  trinomi  venga  a mancare,  cioè  quando  m — . o , 
che  accade  quando  c zzz  o . In  tale  calo  nell*  ultimo 

termine  viene  a rifultare  la  frazione  — , di  cui  non 

fappiamo  il  valore  : ma  in  quello  cafo  la  formola  lì  rifolve 
col  metodo  adoprato  nelle  equazioni  quadratiche.  Tuttavol- 
ta  anche  il  prefente  metodo  ufato  con  artitìcio  è utile, 

potendoli  determinare  il  valore  della  frazione  —~=  „ il 

v'  m 

quale  è finito  . Si  ripigli  la  formola  del  tento  gra- 
do m*  + <2.  b m'  h b m — a c*  — o . Egli  è manife- 

— ^ a d m 

Ho , che  elTendo  m —o  ^ i due  primi  tjjrmìni  rifpetto 


al  terzo  fono  nulli  , e perciò  reitera  b b — 4 a i 


m 


4 c*  t dunque 


x/hb 


v/  a, 


irr  - , il  qual  valo- 

v m 


1—4  ^b  b — 4 d~2 


+ 


te  pollo*  nella  formola  darà  x’  -|- 

a 

•“  ~ o . Gli  altri  due  valori  di  m , in  fuppofizione 

di  f ~ 0 , s’  ottengono  dalla  rifoluzione  della  formola 
m m + 2 b m b b — ^ a d ~ a , e Ibno  m ~ — b + 

\/  /^  a.  d y tn  ~ — b — 4<*‘fj  i quali*  polli  ne’ trino- 

mj  danno  le  due  coppie  x* x s/ — i b \ a,  Ji 

V'  4 d,  XX  -)-xV^  ■ — ab  — 4 v/4  4 jf—  4 v^4  d . Se 

d è 
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Jl  è negativa  , ovvero 
« ; 


effendo  pcfitÀ'a  fé  è < — ^ , 

^ 4« 


i 


binomi  x*  a h ò — 4 a jy  : 1 ab'-  2 fono  reali; 
fe  poi  fia  d > i ^ : 4 a , allora  fono  reali  i trinomi  del- 
la prima  coppia  ; dunque  una  equazione  del  quarto 
graao  è fempre  divifbile  in  due  del  lècondo  reali . 

X.  Poiché  s’  è dimoftrato  , che  tinte  le  Ibrmole 
del  quarto  grado  rifolvere  fi  polTono  in  due  rrinomi 
reali  del  fecondo  grado , egli  è evidente , che  tutte  le 
radici  immaginarie  del  quarto  grado  fi  potranno  efpri- 
mere  per  1’  immaginarie  del  fecondo  . Imperocché  le 
radici  immaginarie  del  quarto  grado  fi  facciano  — x , 
ed  eguagliate  quelle  lèmplici  equazioni  al  zero  , e mol- 
tiplicate infieme  , rifulterà  una  forinola  del  quarto  gra- 
do lènza  radicali , che  fi  può  rifolvere  in  due  trinomi 
reali  , i quali  riloluti  daranno  le  radici  di  quella  for- 
ma p -f  — I,  elfendo  due  quantità  reali. 

XI.  Do  compimento  a quello  Capitolo  col  indi- 

care qualche  metodo  per  ellrarre  le  radici  quadrate  , c 
cube  dalle  quantità  irrazionali  , che  potrà  fervire  di 
lume  ancora  per  le  radici  fuperiori  . Debbafi  ellrarre  dal 
binomio  s-f-v/T  la  radice  quadrata  . Fingafi  quella 
~x-\-yy  e figurili  y elTere  un  radicale  ; dunque  do- 
vrà elTere  x’  -H  o x y -|-y  — 3 -f-  pongafi  x'  -j-  y"* 

= 3 , 2 X y nz  \/~b  ; farà  x*  -f-  e x’ y’  y*rr  9,  e 4 x‘  y* 

Zz  b : e lòttratca  quella  equazione  dall’  antecedente 
avremo  x* — 1 x’y’  4-  y*~  r : ed  ellraendo  la  radice 
quadrata , farà  — x’  y’  zz:  i , ed  y’  — x’  -f-  i : ma  c 
x^  -f  y’  — 3 ) cioè’y  — 3 — x’  ; dunque  x*  + i 

— X*  , cioè  X zz:  I , ed  y’  — X*  H'  i zz:  2 , ed  y zz:  q,. 

Dunque  la  radice  quadrata  di  3 -f-  \''~ò  è 1 x/~^. 

XII.  Si  debba  ellrarre  la  radice  cuba  da  20  -f- 

D d o \/ 392 
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y/ 390.  Sia  quefta  —x+yy  edyfigurifi  un  radicale 

farà  jr’  + 3 JT*  y -f-  3 y*  y’  — 20  + 392  ; pon- 

gafi  Jr’  3 Jr  y*  =I  20  , y'  -f  sy  jr*  = 392  : ele- 

vando a quadrato  , x*  6 x*  9 x'  y*  ~ 400  , y* 
-f-  6 y*  jr*  -f-  9 y’  jr^  ~ 392  : e fbttratta  quefta  dall’an- 
tecedente , farà  X*  — 3y'  X*  -i-  3 X*  y*  — y*  — 8 : ed  e- 
ftratta  la  radice  cubica  , farà  jt’  — y’  — 2 , ed  x’  — • 2 
— y*:  ma  abbiamo  x* -J-  3xy*  — 20  ; dunque  farà  x* 

-|-3x’  — dxZ22  2o  , cioè  x' — Se  quefta  e- 

quazlone'  del  terzo  grado  à radici  razionali  , trovere- 
mo la  X quantità  razionale  : tale  nel  cafo  prefente  è 
il  2 ; dunque  farà  x 2 , ed  x*  = 4 , che  foftituito  nell* 
equazione  x* — 2 :rr  y*  darà  y'—'^,  ed  y 2 . Per  tan- 

• • - - 9 

to  farà  2 — 20  -f-\/3Q2,  come  in  realtà  fat- 

to lo  fperimento  ritrovafi . p4el  terzo  Libro  Capo  4.  in- 
iègneremo  la  maniera  di  Coprire  i fattori  razionali  di 
qualunque  equazione . / 

Xlll.  Altro  metodo  per  ottenere  lo  fteftb  fine  è 
il  feguente . Sia  daeftram  la  radice  feconda  del  radicale 

3 "h  v/T.  Si  faccia  x rr  \/ 3 4"  » e fi  prendano  tut- 

ti i valori  di  x:  e comecché  ogni  radicale  quadratico 
ha  due  valori,  pofitivo  uno,  negativo  l’ altro  ;^quindi  tut- 
ti i valori  di  x faranno  quefti,  cioè  x zzi  34- 

xz=:\/ 3- — v/T, x=r — V 3 — \/%yX— — y/ 3+^/V: 
fi  eguaglino  quefte  equazioni  al  zero , e fi  moltiplichi- 
no infi-me  , e nafeera  1’  equazione  x* — • 6 x’  -f  i ~ o. 
Si  rilolva  quefta  in  due  fattori  reali  di  fecondo  grado; 
il  che  fi  può  ottenere  così  ; fia  un  fattore  reale  di  fe- 
condo grado  X*  *f*  ^ divida  per  quefto  l’e- 

' qua- 
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quazione  x*  Ac.  ; avremo  per  quoto  **  — m Jr  6 — 
n 4-  m’  , e per  refiduo  6 m x + a n « x m x + o n 
4.  m’  4-  I . Se  quefto  refiduo  folle  zero , allora 

r equazione  del  quarto  farebbe  Hata  divifa  in  due  fat- 
tori reali  di  fecondo  grado  ; per  fare  adunque  che  que- 
llo refiduo  lia  zero  fi  ponga  6 mx  4-  2 h w x m’ x 
=r  o , e 6 n 4 — n m’'4-  * = ° avremo  dalla  ^ima 

di  quelle  equazioni  <5  + in  — m’=zo,c6  ^2  n-^in:^ 
e Ibftituito  il  valore  di  /n’  nella  feconda  , fara  6 « 4 » 
— 6 n — a«*4i=o>  cioè  n*  ed  ra  = iv  e pere  10 
m’  = 6 4-  2 n ==  8 , onde  m = ^Ò.  Adunque  i due  lat- 
tori  di  fecondo  grado  x*  m x 4_«’  » Jf*  ^ * 1^'  ” 

4 m'  fi  cangiano  in  x’  4x^/8  4 ^ 

nei  quali  è divifibile  perfettamente  l’eqaazione  di  quar- 
to grado.  Si  rilblvano  quelli  fattori,  onde  fia  ' 

4 I , ed  X = v/T  4 I , ed  avremo  i valori  di  x in  ra- 
dicali lèmplici  foltanto,  quando  i propelli  erano  radir- 

cali  di  radicali , . , , t 

XIV.  Sia  da  eftrarfi  la  radice  cubica  dal  radicale 

20  4 • Si  faccia  x = \/  20  4 S9-i ^ 

dano  tutti  i valori  di  quello  radicale  ^ che  lono  lei  , 
perchè  tre  ne  ha  il  radicale  cubico,  a cialciirto  dei  qua- 
li apparteng(Mio  due  valori  del  radicale  quadratico,  on- 
de in  tutto  fono  fei  : fi  eguaglino  quelli  valorj  al  ze- 
ro : indi  fi  faccia  il  loro  prodotto,. ed  avreniox 
4-  8 “o  : uno  dei  fattori  reali  di  fecondo  grado  di 
quella  equazioi^  èx’  — 4x42,  il  quale  rifoluto 
da  X 2 4 come  fopra  num.  la. 


CA- 
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J.e  formai  e y che  fono  fiate  ritrovate  nella  rljoìuzlone  AeìV 
JÙ<luazlonl  del  terzo  grado^Jì  cojlruifcono  coi  fenij  ' 
e coseni  circolari  y ed  iperhotici. 

I.  Siccome  il  Signor  Eulero  introduce  nell’  Algebra 
O i feni , c cx)fleni  circolari , cosi  il  Conte  Vicen^ 
20  iRiccati  introdufie  gl’  iperbolici  . Ecco  in  quello 
Capo  un  l'aggio  dell’  ulo  loro.  Sia  C ( Fig.^^.Tav.^) 
il  centro- deir  iperbola  equilatera  AEFNy  CAfa  il 
femiatle^  C Q uno  degli  alintoti  y che  faccia  con  C A 
un  angolo  fèrairetto  : dal  vertice  A fi  oali  la  perpendi- 
colare A'K  lopra  1’  afintoto  , e dopo  C Jl  e qualun- 
que C G fi  formi  una  ferie  di  rette  C AT , C G , ^ ^ 

C P &c.  , che  fieno  in  proporzione  geometrica  conti- 
nua, e che  chiameremo, lècondo  l’ufo  comune, uamtf- 
ri  : dai  punti  G , //  , P fi  alzino  all’  afintoto  le  nor- 
mali GEyHFyPN.  E’  proprietà  dell’  ipetbola  da 
dimoftracfi  a luo  luogo , che  gli  fpaz]  A K G Ey  E G H F, 
FH  P he.  fieno  uguali  ; c perciò  gli  fpazj  A K G Ey 
A K H F y A K P N he.  fono  fif  continua  proporzione 
aritmetica  : e chiamato  A K G E — v-  , alla  retta  C K. 
primo  termine  della  ferie  geometrica  corrifponde  lo 
fpazio  “ o , al  lécondo  C G corrifponde  lo  Ipazio  , 
al  terzo  C H lo  fpazio  2 a*,  al  quarto  C P lo  fpa- 
zio 3 fV  he.  ; ed  univerfàlmente  al  termine  m corri- 
fponde lo  fpazio  frf—  I . fi  . Se  tra  CAT,  C G fi  trovi 
una  media  proporzionale  y .lo  fpazio  («•  fi  dividerà  in 
due  parti  uguali  per  la  fleffa  proprietà  da  dimoflrar- 
fi  : le  due  medie  , fi  dividerà  in  tre  parti  uguali  : 
iè  tre  y in  quattro  : e generalmente  fe  il  numero  del- 
ie proporzionali  continue  tra  C'  AT , C G farà  m , il  nu- 
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mero  delle  parti  uguali,  in  cui  fi  dividerà  farà  m 4-  i* 
Dunque  a rovefclo  , per  dividere  lo  fpazio  i*-  in  parti 
uguali  del  numero  m , conviene  ritrovare  fra  C ^ , C G , 
il  numero  /n  — > i di  medie  proporzionali  ; il  che  uni- 
verlàlmente  parlando  , quantunque  non  fi  pofTa  fare 
geometricamente , con  varj  itrumend  mecanici  per  al- 
tro fi  ottiene . Quelli  fpazj , che  fono  in  ferie  aritme- 
tica in  riguardo  alle  rette  della  fèrie  geometrica  che 
dicemmo  numeri , fi  chiamano  logaritmi.  Corrhpondendo 
a quattro  termini  della  ferie  geometrica’  che  fieno  in 
proporzionalità , quattro  nella  ferie  aritmetica , che  pu- 
re lòno  in  proporzionalità',  come  è chiaro  dalla  na- 
tura delle  due  ferie  ; ne  viene,  che  la  fomma  di  due 
logaritmi  fia  uguale  al  logaritmo  della  quarta  propor- 
zionale dopo  C A" , ed  i numeri  de’  due  logaritmi  aati:  ' 
così  , elTendo  C X : C G : : C H : C P geometricamen- 
te , farà  ancora  o : A X G E : : AXHF'^AXPì^l 
aritmetlcamentejadunque  farà  ancora  A X P N'=^A  X G IP 
■^AXHF. 

IL  II  femlaffe  C A H chIama’/<rno  tutto- , e fi  de- 
nomina r,  la  normale  £ fl  fi  chiama  leno  retto  del  lo- 
garitmo , la  C i3  coflèno  della  llelfo  , e fi  efprimoaa 
con  S h u.  yC  h (JL  : il  coflèno  del  logaritmazero  è — r ,' 
ed  il  lèno  è zero.  Il  fèno  E lì  fr  prolunghi  fino  in  I. 
ed  in  e dal  punto  fi  cali  la  normale  S K all’  a- 
flnroto  ; farà  E l~H  CyEE~ES:iziBf^j  per  gli  an- 
goli fèmiretti  ; quindi  C V ~ E J , da  cui  fi  deduce 
C R zmG  E.  e percià  CGyCkyCRm  proporzione 
continua  , effendo  CG,CA,C?£in  continua  propor- 
zione per  la  natura  dell’iperbola  . Dunque  alla  C R , 
nu'nera  minore  di  C A , e terza  proporzionale  dopa 
C G f C X y corrilponde  il  logaritmo  A X R S negativa 
~ — p,  effenda  lo  ipazio  S R X A zz:  A X G E per  la. 
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nominata  proprietà  della  iperbola  ; il  cofleno  di 
cui  è C S — C /i  ed  il  feno  é S B ~ >—  S h f*- . Adun- 
que farà  S h-~-  — S h f*.  ^ e C h — i».  — Chy^. 

IH.  Si  chiami  il  logaritmo  A K H F ~ic  ; farà 
CD  — ChVfFD  — Shv:  fia  inoltre  il  logaritmo 

AF  p N=  4-  T,  C M—C  h.  + 7T,  N M=S  h.  -h  t; 
e prolungate  D F , MiV  in  !«,(>,  e facile  vedere  , che 
E I ^ F L , N Q,  tono  le  differenze  dei  feni , e cofTeni 
rilpettivi  ; farà  dunque  E 1 — C h — Sh  F L ~ 
C h T — S h y N Q_—  C — S h.  Inoltre 

Gl  — £AiiirA^ ytìi,— 

v/T  v/'S • 

eh  n — S JiTt  f F Q.—  C h . (A.  ir  — C h . f*  -f~  ir  ; e fi- 

■v/  3 , 

nalmente-C  I—v^  i.C  hf^yC  c.  C hr^C  (^—\/  2 . 
C Ji . ]jr^ir  r dunque  C G zzi  v^'a  . C h (>■  — ' 

/C  h ^ — S htA.\  C h (A.  -j-  S h fjt. 

\ ^ J ZZI  32 • finiilmente  fi  trova 

2 , 

^ ^ C h V -i-  S h n ^ p ■ C h.  u.  -t-  ir  4-  5 /i.  1*  -f-  ir  ^ 

, v/  3 3 

Dovendo  adunque  eflere  C F:  C G:  : Ctì  :C  P ( num. 
1.),  fatta  la  lolliuizione  delle  elprellìoni  analitiche,  e 
palfando  all’equazioue , fi  trova  fubito  il  primo  Teore-' 

ma  C h h . t*’+‘^zz(^ChfA,+  Shf*’'). 

{C  hv  + S h ir):  r . 

IV.  Eflendo  per  la  natura  dell’iperbola  C h' 
shzzzrr  y farà  C h + S k zzi  — -77  : e foftituito 

— f in  vece  di  CA-f-i'A  nel  primo  Teorema  , 

Ch  — S h jjj. 
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nafcerà  il  fecondo  C h . /u.  + t — S h . /x-|--rrr 
^ C A M.  — S h H-)  . {C  II  T — S h-w  ) : r , Se  il  logarit- 
mo X fi  foffe  pielo  negativo  , vaierebbero  le  ftelTe  ef- 
preflìoni,  col  divario  lòltanto  del  fegno  nel  S h x. 

V.  Vagliono  ancora  per  i leni  , e colfeni  circola- 
ti i due  leguenti  Teoremi  analoghi  ai  gii  ritrovati, 
come  cialcuno  potrà  chiarirli  col  fare  attualmente  le 
moltiplicazioni  indicate  , e confrontando  poi  i prodotti 

colle  formule  del  C e.  t , e 5’v.  + t ritrovate  nel 

Capo  10.  del  Libro  primo,  num.  7,  e i2  ; ecco  iTcoremi 

— i . S -c  X 

e — .1.  i’f/x).^CeT+ 

C c . + X — — I.  Je.jx-hTT  n: 

(Cc  (A,  — v/  — i . Se  (*.).[€  ex  — i.  S ex  ):  r. 

Se  fi  tratti  dell’arco  — t , fi  dee  foltanto  mutare 
il  fegno  al  S ex  . 

VI.  Supponiamo  ora  il  logaritmo  , o l’arco  (*■  u- 
guale  à ir  ; nalceranno  quelle  quauro  formule 

I.  Chzi*.+  Sh2p.~  [C  hi*^  + Sh  iaV  : r, 
ù.chzfj, — shz  t>.=:  {c hii-^Shy^y'.r  ; 

-H  — 1.  Sezfx=z  [Ce  {*.  + y/ s c p.)': 

4.  Cc2  v/ — i.Scz<4.=  {CeiJi — c a)'  : r‘: 

e fòmmate  , e fottratte  le  prime  due  , e indi  divile 

per  2 , s’ avrà  _ j 

. • 

Chzf.  =((  C A ^ A /xy  + f C A ^ .y  /,  U 3’)  : o 

S h 1 C h S h i^y  — ( C h p.  s h 

E e Fc  r- 
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Formole  analoghe  fi  trovano  nella  ftefla  maniera  per 
il  iéno  , e colfeno  dell’  arco  doppio. 

VII.  Se  prima  di  fare  la  foinma  , e la  fottrazione 
delle  predette  prime  due  formole  fi  eltragga  la  radice 
l'econda , e dopo  la  fomma  , e la  fottrazione  fi  faccia 

la  divifione  per  2 , e la  moltiplicazione  per  r* , e fi 
palli  dippiù  il  fecondo,  membro  in  primo  ; fari 
C hf*- 

^(C  h h 2 h 2 * j 

S h/ji 


Collo  ftelTo  metodo  fi  ritrovano  ifeni,  e i coflèni  della 
metà  degli  archi,,  che  hanno  efprclfioni  analoghe  a quelle. 
Vili.  Due  logaritmi  , ir  fi  confiderino  come  un 
logaritmo  folo , a cui  fi  debba  aggiungere  il  logaritmo 
f ; fi  avrà  per  il  primo  Teorema 

C h . + V — 

(C  A.(A  + ir4*d’A._ju,4-ir).(  + : r : 

e folli tuto  per  C A ..  fx.  + T + A ^ -f-  ir  il  fuo. valore 

Qnum.^. ) i farà.  CA..<x  + T + f + vS’A.f<.  + T-f.f  — 

( C A ^ A /x).  ( C A T + 5 A ir}  (r  A * ^ ^ • 

e polli  i tre  logaritmi  uguali  ; làrà 

Ch^fi  + Shsi*-  — - . Nella  ftelTa  gui- 

I ■»  I , , . \ 

•r  f • ^ . C h u.  — S h u. 

fa  li  ritrova  C h 3 fi  — S h 3 ^ zzz . 

Fatta  la  fomma,  e la  fottrazione  di  quelle  due  formu- 
le 
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le , e dividendo  per  2 ; farà  finalmente 
C A 3 n:  ((C  A /*  + vJ  /i  f*y+CC  h f* — S : 9.  r r ^ 

J A 3 f*  — A ;*+ 5 A (C  A jit — Af<-)’ j ; 2 r r . For- 

mule analoghe  fi  ritrovano  collo  fteffo  metodo  per 
r arco  triplo  . 

IX  Se  ^rima  di  fare  la  fomma  , e la  fottrazione 
delle  predette  formule  fi  eflragga  la  radice  terza , e do- 
do la  fomma,  e la  fottrazione  li  faccia  la  divifione  per  2, 

e la  moltiplicazione  per  r s farà  per  il  logaritmo  futtriplo 

Chi*—  (c^  h 3 fA+J  A 3 ^r)*  +{C  h^(i—S  A3/*3‘). 

i_  t "i 

S h (t  z=z  (jC  h 3 li.  + Sh3i*)  ‘ — (C  A 3 1* — ‘5’  A 3 /i)"  j:ar.  * 

Formole  analoghe  fi  trovano  collo  fteffo  metodo  per 
r arco  futtriplo . 

X La  maniera  , con  cui  abbiamo  fin  qui  opera- 
to, ci  inlègna  per  induzione,  che  vagliono  fèmpre  le 
feguenti  equazioni 

C h ni*  ^ A A A /x  — J A J ; 2 r"  * 

S hn  i*  — ^(C  A i*-i~'^  A i*Y — (C  A l* — A 2 r*~' 

C f n — v'^fl*y-i-{C  et* — \/ — i-S  Cf^yy^r"' 

Seti  u=: n+x/'^i^c l*y—{C c i*-~\/ — I .vJ 2 r~' 

f)ofto  n numero  intiero , o fratto,  il  numeratore  di  cui 
ia  r unità  . Adunque  quefte  formule  faranno  atte  a ri- 
trovare un  logaritmo , o un  arco  multiplo  , o lummul  - 
tiplo  di  un  altro.  Le  predette  equazioni  hanno  ancora 
luogo  quando  n fia  un  fratto  qualunque  , anzi  quando 
fu  un  'numero  irrazionale  , come  dimoftriamo  nel- 

E e 2 ■ le 
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le  noflre  Tnfìituzionl  ; onde  poflbno  effe  fervire  a mol- 
tiplicane e dividere  il  lo;raritma  , e l’arco  iif  qua- 
■ lunque  ragione  . La  brevità  di  quello  Compendio  non 
ci  permette  di  fermarci  pid  a lungO’  sù  di  ciò.  (cb).  . 

XL  Palliamo  ora  alla  coftruzione  delle  radici  del 
terzo  grado  elpreffe  con  le  formule  cardaniche  , facen- 
do ufo  dei  feni  , e coffeni  iperbolici , e circolari , Qiie- 
fte  radici  ^ ftccome  fi  rileva  dal  Capo  precedente  , han- 
no la  fórma  > che  fegue  ^ 


= 4-  + ^/ti- 


+ 


— — s/  il 


. .4  14 

la  quale  equazione  , per  confervare  T eleganza  nella 
cofiruzione , fuppongo  divifa  per  2.  Quattro  ipotefi  qui 
fi  deono  fare  , cioè  o t b fi  lùppongono  amendue 
pofitive  , o amendue  negative  , o a pofitiva  e ^ ne- 
gativa , o finalmente  b pofitiva-,  e a negativa  ; noi  ci 
contenteremo  di  fare  la  coftruzione  nella  prima  ipote- 
■fi  , potendofi  da  ciò  fàcilmente  dedurre  fa  coftruzione 
deir  altre  . Due  cali  fi  danno  in  quefta  ipotefi  ; o è 

— > , e allora  la  formula  cardanica  non  contiene? 

immaginarro  alcuno  : ovvero  è-^-— , e‘ allora  la 

*•  4 

formula  contiene  il  radicale  quadratico  immaginario 

JS’el  primo  cafo  fi  paragoni  la  formola  cardanica  col- 
la formula-  del  coffeno  del  logaritmo  futtriplo  . 

€ h — + C h — S h F : 2 r 

3 . ^ 

( num.  9-  ) alla  quale  ha  unx  ftrettilfima  analogia  ; 
ed  il  confronto  fi  faccia  nella  feguente  maniera  , fin- 


gendo 


/ 


bb 


C h I*  S h (A. 


r- 


, * c 
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aai 


^ . Sommando  , e fot- 

« 4 • r-  ^ ^ ^ 

traendo  quelle  equa2Ìoni  , nafcerà  — ^ ~ ~ "T  > ® "* 


/li  _ .■  = '11^-  ; danque  £iii.  1* 

I 4 r * ^ r-*  4 

*. Lt  + tf’rra’  : ma  è, per  là  natura  dell’  iperlmla 

^ , 2 ' 

C A / — jTf*’=  »•’  ; dunque  r*  a’  , ed  r =:  a’ . Per 

tanto  — farà  C A — , chiamato  - quel  logaritmo- , 

''  ' ^ A '■■  -1 

il  coffeno  di. cui  fia  — , ed  il  fena  tutto  «*.  Da  ciò 

««  A*  •. 

ricavali  la  feguente.  coftruzione-  . Delcritta  Tiperbola 

equilatera,,  il  cui  39-  Tav.  5.--)femiafleyf  C fia  a*  fi. 

’tadl  C M.—  — à *e  fi'  alzi  il  ftno  M N : 'dai  punti  A y. 
o 2 a 

N fi  calino  full’ afmtoto  le  normali  >4 AT  ,'iVP , efi  di- 
vida in  tre  parti  uguali  il  logaritnao  >4  ^ P .Ar,,trovan-? 
do  ( num.  I.  ) fra  CAT,  C P due  medie  proporziona- 
li, la  più  picciola  delle  quali  fia  C G , a cui.corrilpon- 
de’  il  logaritmo  A G E terza  parte  dì  A K P N da 
(>  fi 'conduca  G.E  perpendicolare  all’ afmtoto.,  e da  E 
i cali  il  lèno  E B ; quello  determinerà  il  colfeno  C 

a cui  farà  uguale  ---  t. 

b b 

Xll.  Nel.cafo  poL , io.  cui  f».  — , ed 

_ 4 


in  confeguenza 


I 4 


a'  imflv’S'itiarh 


, “fi  parago.il 
ìu 
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la  formula  cardanica  divlfa  ^er  a 'coU‘ effione  del 

• coffeoo  circoiaire  dell’  arco  futiriplo 

I 

= ((Ce/*  + .Scf^y  + 

{Ce  (i. — 1 c fj.yy  : 2 r ~ , fìngen  do 

-A-  e 

3 I 4 . r- 

^ ^Cc(t — iy — I.J  c/4.  Da  ciò 
- 4 

fi  troverà  — g -v/ à’ — — ££f  > cioè 

3 4 ““  r-* 

/;  * — — • 

, Leu,  S,-uL  * * 

* “=♦ - ed  eflendo  Cct*-  S c zz:  r*  ^ 

h ^ i . 

ftrà  r‘  = 4*.,  ed  r = 

— , purché  li  prenda  per  feno tutto  a*, e 
b ^ 

a*  C c fi.  Ciò  fomminiftra  una  facile  collruzione 
della  formuIacardanica.^F/^.40.rau.5.)Col  raggioCvf— av 
fi  deferiva  il  circolo  ^ iST , e fi  prenda  C M zz  —;  farà 
Ani'  arco  : quello  fi  divida  in  tre  parti  uguali , la 
prima  delle  quali 'fi a AEz=  — , eficali  il  feno£B; 
C JS  colfeno  farà  — , ^ 

A 

«r 

XIII. 
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XIII.  Il  cofleno  C M non  folamente  appartiene 
eir  arco  A N ^ vnA  ancora  alla  periferia  pi'.ì  l’aTCo  A N: 
e pollo  A N 2 E terza  parte  di  quella,  i'umma  , e calato 

il  feno  a jE  2 S ; farà  C 2 B pure  uguale  ad  — . Simil- 

mente  il  coHèno  C M appartiene  a due  periferie  pili 
r arco  AN  : t pollo  A N 3 E terza  parte  di  quella 

Hbnima  , ft  troverà  C 3 B uguale  benanche,  ad  — .La 

terza  parte  di  tre  periferie  più  A N torna  nel  punto 
B : di  quattro  nel  punto  2 E:  di  cinque  nel  punto  $ 
e cosi  in  giro,  fina  all’  infinito ..  Dunque  tre  colfeni  fol 

tanto  fi.  poflbno.  determinare  uguali  ad'  — . Queflie  co- 
le verrantip'  pid  chiaramente  fpiegate  nel  capo  , che 
fègue  . Se  nel  fare  il  confronto  nelle  altré  tre  ipotefi 
fi  urtallè  nel  f»io  tutto  ‘iranvaginario , fi  abbandoni  la 
formula  del  colfeno , e fi  prenda  quella  del  ièno  (29) 


CAP  O XII. 


Sì  rìjahorv»  alcuni.  Pr^ileinif  che  fu peranù  il  feconda  grido. 


I. 


PR.oblema  primo . Fra  due  quantità  date  4,  trovare 
due  medie. proporzionali.  Se. la  prima  di  queftelia  jr, 


XX 


farà  la  feconda;  — ;.  e comecché  a : x \ 

a a 


: b , s’avrà 

l’eqiHizione  x'z=z*b.  Per  fcioglierla  in  due  indetetmi- 

n.i- 


1. 
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ra  te  del  fecondo  grado  , fi  ponga  xji—a  y\  ne  verrà  ancora 
.X  >'m  a.  b , la  prima  alla  parabola  , la  feconda  all’  iperbola, 
-che  così  coftruifco.  AC.,  A Q_[  Fig.  41.  T^tv.  5.  ) ft  leghino 
ad  angolo  retto  : fia  A C ~a  , e con  quello  parametro  all’ 
alfe  A Q_  fi  delinei  la  parabola  ATM.  Sia  inoltre 
iAB—b.y-e  chiufo  il  parallelogrammo  AC  DB,  frinii 
«fintoti  AQ^t  A C .fi  ddcrivA  l’ iperbola  M D che 
palli  per  ^lo  punto  D quelle  due  curve  fi  fegheranno  lol- 
tahló  In  M da'  coi  condotte  M P , M Q_  normali 
ad  ACy'AB;  Ja/retta  AP—MQ_ù.rz  la  jc  prima 
bielle  medie  proporzionali  , ,ed  AQ_—MP.—  y farà 

la  feconda  rr • • • > 

II.  Se  li  voglia  coftruire  l’equazione  con  due  pa- 
Tabole  , li  moltiplichi  elfa  per-jc , acciocché  fia  x‘‘zzzab  x ; 
€ fatta  jr.jr  — ay  , ne  verrà  yy  — é x . Delccitta  come 
dbpra  da  parabola  ATM,  li  delcri-va  l’ altra  ASM 
a:,ol  parametro  A B —b  all’  alfe  A P la  lezione  M 
delle  due  parabole  darà  A P prima  , ed.  A Q_  feconda 

delle  medie  proporzionali  fn  A C , A B . Per  giugne- 

le  alle  tre  equazioni  indeterminate  , di  cui  abbiamo 
fatto  ufo  , non  v’era  bifogno  dell’equazione  determi- 
nata x' — a b ; .perchè  chiainate.  le  medie  proporzio- 
nali jr,  y,  abbiamo  à:  x: . x : y::y:  b ; dunque  a-y  — 
tc  x , b X y y , a b zz  xy  . 

iU.  Se  piaccia  introdurre  il  circolo  , fi  congiunr 
gano  le  due  equazioni  alla  parabola  in  quello  modo 
y y — a y + X X — b X ~ 0 , per  cui  li  otterrà 
- ■>  ■ ■ — - 

» d , J>  aa-i-.bb  . , 

y — -f.  ir ^-zz  — - — , equazione  al  cer- 

chio , che  cosi  coftruifco  - CJ5zz-^,I>£zz-^  for- 

' mi 
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mino  un  angolo  retto  in  D ( .F%.4'2.7’4y.5,  ) : ft  con- 
giiinga  C E , con  cui  fi  dercriva  il  circolo  E AB  ^ e Ì1 
conduca  EP  parallela  al  diametro  ^ B ■;  faranno  IcJS  P 
PM— Defcritta  adunrjne  vertice e pa- 
rametro l>  f all’.£  P la  parabola;  la  fezione  di  tjuefta  , e 
del  cerchio  darà  EP  prinna  yMP  feconda  delle  medie 
proporzionali  tra  4 , e i . Segandofi  le  curve  in_  un  fui 
punto  , unica  farà  la  foluzione  reale  del  problema . \ 

IV.  Problema  fecondo  . Dividere  un  arco  in  tre 
parti  uguali  . Sia  1’  arco  dato  M P Q_N  divifo  in  tre 
parti  uguali  nei  punti  P , Q_  Fig.43.Tav.^.)  in  guifa 
che  le  corde  M P^  P Q_,  Q^N  fieno  uguali:  dai  punti 
P , 0,  fi  calino  le  nornaali  P S ^ Q^T  fulTa  corda  M Ny  6 
le  rette  MN,  ST  £l  dividano  in  due  parti  uguali,  dal- 
lo.fieflb  punto  D : fi  chiami  D M=-  a y DS  x yS  p 
rrzy  ; farà  S T zzz  P Q^zzz  M P — <2  x . Quindi  eflendo 
Af  P*  = M d'*  ^ P S\  farà  analiticamente  4 or*  = 4*  — 


aax  44.  444 

aax-^xx-{-yy  , ovvero  x x -i — ^ — I-  — ~ 

+ Si  ponga  -4 — ^ — 2 , Ccchè  fia  zz— — 

3 3 , 9 

’yy\i.i  : 3 , ed,  avremo  1’  equazione  air 

- 9 3 • . . 

iperbola  col  femiafie  prìnao  — - e fecondo  —=-j 

, , 3 , 

che  così  coftruifco  . Divido  M N ìà  tre  parti  uguali 
M Rf  R A y A,N  : centro  A , col  primo,  femiafle  A R 

=r  iST  =r  — , e col-  fecondo’  deferivo  l’ iperbo- 

la  y la  di  cui  fezione  col  cerchio  darà  M P terza  par- 
te deH’arco  M N e dal  punto  P tirata  P Q parallela 
< • F f ad 
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ad  M N ^ il  punto  determinerà  1’  altre  due  terze 
parti  Q > Q . 

V.  L*^  iperbola  lega  il  circolo  non  lolamente  nel 
punto  P . ma  in  altri  dee  punti  2 P , i P r vediamo 
che  co  fa  fignifichino  quelle  due  fezioni  . li  punto  P 
lega  y come  fj  è veduto  , V arco  dato  M P N in  tre- 
parti  uguali  . U punto  a P fega  in  tre  parti  egua- 
li r arco , che  rllulta  da  tutta  la  circonferenza  piià 
1’  arco  dato  ; perchè  condotte  MxP,  aPaQ;  pa- 
rallela zi  M N ^ c h 2 y faranno  quefte  egua- 
li , in  vigore  della  corruzione  (31)  dunque  gl’ archi 
M P 2 P y 2P3P2Q,.  2 N fàranno.  uguali  : 
ma  la  foìtima  loro  eguaglia  l*  intera  ciròonferenza'  y % 
r arco  dato  ; dimque  ciafeuno  farà  la  terza  parte  di 
ouefta  fomma  . Similmente  il  punto  3 P fet^e  a divi^ 
tiere  in  tre  parti  uguali  due  circonfèrenze  infieme  coH* 
arco  dato*,  imperciocché  le  tre  corde  AÌ3P, 

Q^iV  ,•  la  feconda  delle  quali  è parallela  ad  M PT , fo- 
no uguali  fra  loro  ; adunque  gli  archi  raaggferi  ddl« 
iemicirconferenza  M N ^ P y ^ P M.3  3 OM  H fa- 

ranno eguali  : ma  queftì  prelì  infieme  fono  due  circorr- 
ferenze  piu  l’arco  dato  M N ; dunque,  cialcuno  farà  la 
ttrza  parte  dì  qufcfta  fomma Per  dividere  'tre  drdoti- 
ferenze  più  l’arco,  dato  ferve  il  punto  P,  quattro  cir- 
^coofetenze  più  ì'  arco  rdàca  il  punto  i P -y  cinque  più 
.l’arco  dato  il  punto  3 P,  e così  in  giro  ; dal  che  ap- 
parlfce,  che  là  noftra  equazione,  e xoftruziene  divine 
in  tre  parti  ugUaK  arxihi*  inficiti , cioè  tutù  «quelli  > che 
- hanno  per  tetminì  i'puntr  Af, i'f,.  che  fono  inaiti;  e 
perciò  il  problema  farebbe  di  grado  infinito  , ovvero 
tra/cs^Jentf  ogni  grado  finito-,  fe  i punti  P,  a Pi,  3-P 
ftc.  non  tornafléro  gli  ftelfi . _ .... 

Vi.  Racilmemc  fi  comprende , che  i punti  P,  2 P, 

3P 
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3 P dividono  la  periferia  in  tre  parti  uguali  ; perchè 
chiamata  4a  vcircoòfer^nza  rcr  c , l’ar^®  dato  ~ a , (afa 

M P a P =:'-Ì^nna è M P:z=  dunque P a P 

3 3^3 


Similmmte  è M N $ P ~ 


7c  + a 


maMaP— ; 

' 3 - 

dunque  2P.'3l>=:4-,  ed  in  cotifegaenza  farà  ancori 
. r.  -3  -*  . t . I • , • 

^ * 

3 P =:  — ..  Non  foggiungiamo  cofa  alcuna  del  punto 

jy,  dove  parimenti  fi  fegano  al  circolo  , e 1’  iperbola^ 
wrchè  fé'  dal  putito  M.  ad  N fi  tiri  M AT,  a Cai  da  jy 
lia  parallela  ^ W , -e  da  M tirifi  di  nuovo  M M \ a- 
vrenigi  tre  rette  / che  •combaciano,  e perciò  uguali , ma 
inette  à dividere  P arco  come  fi  defidera. 

I Vii.  Problema  terzo . Sopra  una  data  A B forma- 
re un  triangolo  il'ofcele  A C -B  y F7g.  44.  Tav.^.)  che 
abbia  -l’angolo  al  vertice  futtriplo  dell’angolo  alla  baie. 
Suppongali  divifo  1’  angolo  il -in  tre  parti  uguali  colle 
rette  B Di  B H.  Pet  la  fifn*litudijie  dei friangoli  AB  Sy 
A C u it  -C  A : A B : A B i A Adunque  , chiamata 
C A —iC  B — X y AB — BD -zz:  a , farà  analiticamente 

x:  a:  : * : A E zz  —]  quindi  C Ezz  x ^ zz- ^ 

•X  \ . • . Jr  X ' 

II  triangolo  .D  AB  èù£bfi::ole;  dunque  A Dzz  AB  zz  à. 
Per  la  fimilùudÌBe  de’  triàngoli  C B Ey  È D E y è CE: 

C B :^  B -E  : B D y •ovvero  analiticamente : 


a X 


x:4  4 ; B-V^z.  -y 

jr — tf- 

fcele,  DC  'zzBDz 


mO;,  per  il  triangolo  C D B ifo- 

dunque  eflendo  A t> 
-t-£>C 


x ^ it  a 

F f 2 
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tt  X*  ' 

. D C ~ A C , farà  a + —z 1 — x , da  cui  nafce 

X — a 

r equazione  del  terzo  grado  x' — 24*’  — 4*jr  + 

0 . 

Vili.  Una  ftefTa  parabola  collocata  in  .due  manie- 
re coftruifce  1’  equazione  . Moltiplico  quella  per  x , 
.onde  (ia  Jt* — 2 a x* — aVì-tf’  x :^  0 : pongo,  x’' — 4 
ed  elevando  a quadrato  , x* — 2 a x’-j-  4’  x*  ~ 4’  y’:  e 
.tolto  da  una  parte  2 4V,  e dall’altra  2 4^-j-2  4’x,  cheper 
l’equazione  l'uppalla  fono  uguali;  nafceràx* — 2 4 x’ — 4V 
^ 4*y’ — 2 a^j — 2 4’x;  e fatta  la  foflituzione  nella  propo- 
rla già  moltiplicata  perx,  e h divifìone  per  4 4 ; farà  y y 
— 2 ay  — ^ 4‘x  0 . Sia  {Fìg-AS-  'A  B~x  una  li- 

nea data  divifa  in  due  parti  uguali  in  F‘,  da  Cui  fi  tali  la 

normale  FGz=.  — : col  vertice  G * e col  parametro  =;  <s 
4 

fi  deferiva  la  parabola , che  pallérà  per  i punti  A ^ By 
e le  rette  AL^  LI  faranno  le  coordinate  x,  y dell’e- 
qiiazione  xx~ax—'ny  . Alla  retta  A B fi  inalzi 
la  normale /f// ztt;  B r=;  4,  e la  parallela  HK—a\ 
il  punto  A caderà  fuori  della  defctitta  parabola  : verti- 
ce K , affé  K H , paràmetro  ~ 4 (i  ‘deferiva  la  fleflà 
parabola  I che  pafferà  per  lo  punto  Ay  t le  rette  A L, 
Li  faranno  le  coordinate  x',  y dell’ et^uazione  y y — 
2 4 y — ^'4  X rz:  0 » Abbiamo  tre  punti  di  lezióne  / ,2/, 
3/  , e perciò  tre, radici  , A L y A “2  L , A 5 L : Ì3, 
prima  pofiiiv'a  maggior  d’  4 : la  feconda  negativa  , e 
alquanto  minore  di  4 ; la  terza  pofitiva  minore  di  4 ; 

tutte  per  altro  „fonoi  maggiori  di  . Della-  fezione 

del  punto  A non  parlo  , perché  di  la  radice  introdot- 
ta X ~o  . '(32) . . t.  - - 

IX. 
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IX.  Ricerchramo  ora  diligentemente  a che  ferva- 
no- le  tre  radici  reali  . Dall’  aiulifi  fi  sà  , che  la  ipri- 
ma  maggior  di  ci  determina  il  triangolo  A C B 
44.TaVi‘j.)  , in  c«i  l’angolo  A C B iià  all’angolo  CAB 
: : 1 : 3 . A fcoprire  il  triangolo  determinato  dalla.radi- 
ce  negativa  alquanto  minore  di  ^ , fia-  con  quella  radice 
coflruito  il  triangolo  ifolcele  ..4  C A ì,,e  fi 

tiri  B E,  che  incontri  yf  C prodotta  in  E talmente,  eoe  fìa 
B-E  A B ; ferà-  l’angolo  A C E~  A B E:  poi  fi  fac- 
cia l’angolo  E B D z=z  B C B , in  maniera  che  la  B D' 
incontri  in  D-  laC^  prolongata  dalla-  parte  di  A- \ farà 
AD  zzzA’B-  , il  che- così  brevemente  di  moflro  . EHai- 

do  i triangoli  A^BE  y AC  B limili  farà  A Em  — 

jf.  ^ 

ritenute  le  denominazioni  AB  — a , BC  — AC  — x; 
onde  farà  CE—^-^—^—  : e per  la  fimilitudine  dei 

triangoli  C EB  , farà  DB  — , che  dò- 

^ ».  » .a  a- — X jr’ 

vrà  effere  uguale  ad  a:  + ;r  in ivirtù -dell’ equazione  del 

nunii7.  da  cui  è ftata  dèternainata^  la  ;r:  ^ fi  noti,  che 

in  quello  calò  la  è negativa  , e perciò-  nel  fecondo 

membro  di  quella  equazione  in  vece  di  « — r,  fi  dee 

Icrivere  <*  -f  jr  )> . Ekmque  per  i medefimi  triangoli  IV* 

mili  C B B ^ BrEDy  farà  Ì).£  , da  cui  for- 

- X 

tratta  A E ~ ,.  rella  D A ~ a — A' B\  quindi  l’an- 
golo ADB  — ABDy  e ^rciò-  l’angolo  C A^B  ^2  D. 
Inoltre  all’angulo  CAB  eliendo  uguale  l’angolo  £,  e all’ 
altro  D l’angolo  C BE\  farà  l’angolo  A C B,  perche  eguale 
ai  E -h  CB  Ey  — 3 D ; e per  conlèguenzi  fura  l’ angolo 
ACB  : C AB  : : s : ^ ‘ Serve  adunque  la  prel'ente  radice  a 

co- 
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coftruìre  un  triangòlo  ifofcele  , in  £uiI'«ngólo  al  venice 
liia  all’angolo  .alla  baie  .come  3 : i..  St  fi  fo/Te  propolio 

• quello  problema,  fi  farebbe  .ottenuta  la  llelTa  equazione. 

X.  Veniamo  alla  terza  radice  pofitiva,  ma  minore 

-<<li  a.  SoprzAB  Tav.^.)  foriftirCo  il  triangolo 

.ifofcele  A C B f fi  conduca  B E ^ A B ,onde  ila  il  tri- 
. angolo  AB  E limile  .al  triangolo  A C B e fi  .tiri  B D 
^in  maniera  ) che  il  triangolo  BED  Ùa  Umile  al  tdan- 
-golo  CEB\  AD  dovrà  elTere  uguale  ad  AB  , il  che 
,ii  dimoftra  come  l'opra . Ciò  polto  , l’aqgolo  A C B zm 
ABE=iABC  -\-C  BE=zC  AB  + BDE=  a CAB 
-•f  AB  D ZZISI  C A B rf  ADB  ; . dunque  farà  1’  ango- 
lo CBD  — aCAB  , ed  A D B ^ A B D = 3C  A B; 

• e per  confeguenza  AC  B zz^C  A B . Quella  radice 
adunque  lèrve  a coilniire  un  triangolo  ilofcele , in  cui 
r angolo  al  vertice  fia  quintuplo  delfangolo  alla  l)a- 
lè  . Ciafcuno  di  quelli  triangoli  infcrivendofi  in  un  cer- 
chio, .condurrà  a .dividere  la  periferia  del  medéfimo  in 
fette  parti  uguali , come ’H  potrà  comprendere  per  pic- 
<iola  rifleliìone  che  iàcciaiì  < > 

XI.  Problema  quarto  . Data  la  parabola  ADE  ^ 
;(  Fìg.^^.Tav.^.  ')  il  di  .cui  afk  fu  .AGf  il  parametro 
A I zza  y t h tangente  nel  vertice  A fia  A B.y  4n  £ui 
abbiaG  if  .punto  B ; (tirare  - una  .linea  B D E ùn  manie- 
.ra , che  calate  le  ordinate  D F , E G Hai  punti  di  .le- 
zione Dy  E alci  la  linea  B E colla  parabola,  fia  F G zz:  a . 
Quello  jiroblema,,  quantunque  non  ditficile  a fcioglierfi, 
il  propone  -per  indicare  come  ci  .dobbiamo  regolare  , 

Suando  nel  problema  fi  includono  linee  dipendenti  da 
ue  punti  .4i  lezione  ; imperciocché  fe  lì  prenda  per  in- 
cognita .una  .delle  due  AE  y D F appactenenù  al  folo 
punto  di  lezione  Dy  il  problema  afcenderà  ad  un  grado 
doppio  di  quello  che  in  realtà  fia  ; pet  la  qual  colà 
conviene  prendere  per  incognita  una  quantità  che  fia 

co- 
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comune  ai  due  punti  di  (èzione  D , ed  £ » Tale  è., 
prodotta  BDE  in  H , 1’  z\\g{À(x  BKAy  e le  linee  da 
quello  dipendenti  ; la  ta;igente  tfìinque,  deir'  angqlo 
li  H A fia  r incognita  ^ che- chbmo:=:  t , e pongo  il 
(èno  tutto  zrz  éy  A B ^ A F zzzyy  e perciò  D Fzzz 
» per  la  proprietà,  della  parabola. 

XIL  Abbiamo  t : a :i  i : A H ^ dunque  H F:3r 
— 4-  t ma:  « : r ; : H F -.  J9  F , cioè  : ; — + ir . v'Txi 

t t 

ficchè  a è + t X — a x/àx  : e quadrando  , a’  F 4- 

t I ^ 1' V ■ A X 

1 a D t X t X — Jf  > Cioè  X 4"  — — 7* 

4’  F ’ " ' ' ' * 

•— T » Per  trovare  i due  valori  della  x-  così  dirpong a 

^ j - ^ 


« X ' O A b 4*  4 Ò .4*  b ' . 

la  forinola  , + _ _ — =__  _ + 


à^é 


" V w ,1  tC^élj  J . ■ .«  i «D 

-r  = -r?—-irJ  4unqoe.x  = -^  — - 


mé 


4«* 


4f* 


~ ^ ^ . I due  valori  della  x danno  le  due 

f . 4t  t 


4* 


a'b 

t 


^ . ...  2,X-  J. 

afciflè  A F,"AV ; onde  ht  differeiaza-T"  Y ' 

darà  T intercetta  F(?,  che  efler  dee=<i;  adunque  ab- 

cioè 


biamo  1*  equazione  — \/ 

t , 4É 


«*5 


t*  4"  4a*òt’ — a*~o. 

XIII.  Per  collruire  quella  equazione  faccio  f rrra  r, 
che  è la  parabola  data  le  fi  prendano  le  x nell’  alle, 
e le  di  lei  ordinate  h chiamino  t . Fatta  la  foftituzio- 
ne,  naicera  x’  4-  4 ^ — ® > ovvero  Jf*  -1-  4 ^ c 

•—a  A 


t 
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Delle  Equazioni  determinate,  che  il  quarto 
grado,  e delle  Linee,  che  il  fecondo 
forpaflTano . 


•a 


CAPO  PRIMO. 

Alcune  Proprietà  univerfalì  delle  Equazioni . 


I-  He  cofa  fia  equazione  fi  è efpollo  nel  Capo  IV. 
• del  Libro  I.  , dove  fi  è ancor  notato  ciocché 

appartiene  alle  equazioni  determinate , che  tKm.  fupera- 
no  il  quarto  grado  ; delle  quali  abbiamo  veduto  otte- 
nerfi  compiuta  , e generale  foluzione  : cofa  , che  va  al- 
trimenti nelle  equazioni  di  grado  fuperiore  al  quarto  , 
giacché  nella  rilòluzione  di  quelle  manca  la  dcliderata 
lèmplicità  , ed  ampiezza  , benché  non  fiafi  perdonato 
a fatica  . Nel  prelénte  libro  elporremo  , per  quanto 
la  brevità  che  ci  fiamo  proporti  comporta  , le  cole 
che  rtimiamo  più  neceflarie  per  la  migliore  irtruzione 
dei  Giovani.  Incominciamo  da  alcune  proprietà  univer- 
fali  delle  equazioni , che  lèrviranno  di  fondamento  alle 
teorie  che  faremo  per  dare. 

IL  Acciocché  fi  proceda  con  metodo  , chiamo  ra- 
dice d’  una  equazione  quella  quantità  , la  quale  collo- 
cata nell’  equazione.  ftelTa  in  vece  dell’incognita  fa 
che  tutti  i fuoi  termini  fi  diftruggano  ; e per  rifolu- 
zione  dell’  equazione  non  intendo  altro  , che  ritro- 

g vare 
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vare  cjuefla  radice  : così  la  quantità  a è una  radi- 
ce deir  equazione  x'  6 x'  + c’  x — a c*  ~o  , per- 

3 / 

m a X — a a X 

che  melTa  in  vece  di  x da  a'  b a + c*  a — a o, 

— a’  — ia’ 

cioè  o czr  o . 

III.  Prendiamo  ora  T equazione  canonica  x"  -f- 
A x"~  ‘ -h  B x”'~\  . . -f  P — Oyt<f>{ià  una  delle  fue  radici, 
per  cui  la  quantità  (p”  A i>"“'  . . . -j-  P , 

diflruggendofi  tutti  i termini,  fia  — o . Se  divideremo 
x”  + A -f  B jf'"*’ . . . -h  P per  x — <f> , li  giungerà  ad 
un  refiduo  mancante  della  lettera  x , che  chiamo  R , 
e ha  il  quoto  di  detta  divifione  . Comecché , per  la 
natura  della  divifìone,  il  divilbre  nel  quoziente  inheme 
col  rehduo  dee  dare  il  dividendo  farà  (x  — '<p)  ■ Q^-fR 
crz  x'"  A x"~'  4-  B x"~*.  . , r P : ma  x""  + A x"~'  &c., 
nella  fuppofizione  di  x ~(t>  diventa  zero  ; dunque  an- 
cor diventerà  zero  ^jr  — 0)  . R,  e fi  avrà  (jt — f ). 

+ R 0 y e perciò  R nr  0 . Adunque  fe  <p  farà  una 

radice  dell’  equazione  x'"  Ax"~'  + B x”‘~' . . . P 

~ 0 y X — 0 dividerà  efattamente  1’  equazione  mede- 
fima  ; e però  avremo  {^x  — <?  ) • ( ^ •’f"”* 

...  + P'  ) — o y nella  quale  jt"*"'  -f  A'  x”~'  &c.  è il  quo- 
ziente , che  proviene  dalla  divifione  di  x"  A x”~^ 
he.  per  X — f ( avverto  , che  il  fegno  appoco  ai  coef- 
ficienti A y B'  he.  altro  non  fa,  che  diftingàergli  dai 
coefficienti  A y B y he. , lo  che  balli  una  volta  avere 

avvifato  1 . Riflettafi  ora  , che  x'*  A -J- 

P — o diverrebbe  zero  fe  1’  altro  fattore  x”~'-^  A x”'~* 
he.  foffe  zero  . Sia  A.  una  quantità  , la  quale  polla  in 
vece  di  x,  faccia  che  tutti  i termini  del  predetto  fat- 
tore fi  diftruggano:  fi  proverà  come  fopra  , che  x — A 
è un  divifore  efatto  della  quantità  x""'  A'  x'”~*  -h 

B' ^ fif  ^ e pgr  confeguenza  1’  equazion 

prò- 
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propofta  non  è punto  diverfa  da  queft’  altra  ( x — <p  ) . 
(x  — xV  + B'x"-*-....  +P')  = o, 

ancor  qui  x”  ’ + A'x'”~*  &c.  rapprefentando  il  quoziente, 
che  nafce  dalla  divifione  di  x*”"*  + A x"*’  *f  fl'x'"'‘ 
&c.  per  X — X . Col  medefimo  raziocinio  fi  potrà  di- 
moftrare  , che  farà  x"  + A x”"'  + B x""’  + C x*~’  + 
...  {^x  — — y-  ) 

porto  che  9 f ^ f T , /»  &c.  fieno  i valori  di  x dell’ 

equazione  x"  -f“  ^ • ••  • « + P — 0. 

IV.  Fino  ad  ora  fi  è fuppofto  , che  fiavi  fempre 

una  quantità  , la  quale  riduca  a zero  1’  eipreflìone  x“ 
+ A 4-  B x""’  + &c.  , e così  pure  le  altre  x""' 

+ A'  x”-’  4.  B x”-’  &CC. , x"-*  4-  Ax"-'  4-  B ^c. 

da  quella  dedotte  mediante  la  divifione  . Querta  fup- 
pofizione  viene  giurtificata  dalle  foluzioni  delle  equa- 
zioni date  nei  libri  precedenti  , e fi  potrebbe  giuftifi- 
care  ancora  con  tutta  1’  univerlàlità  mediante  una  fo- 
lida  dimoftrazione  , fe  non  temeftimo  che  mancarte  il 
tempo  ad  akre  cofe  , che  debborto  dirli . Si  avverta  fol 
tanto  , che  non  havvi  bifogno  che  una  tale  quantità 
fia  reale  , potendo  eflère  benillimo  del  genere  delle 
immaginarie  . 

V.  Dalle  cofe  qui  fopra  dette  ne  inferiamo  , che 
qualfivoglia  equazione  algebraica  può  fempre  figurarli 
come  un  prodotto  di  tanti  fattori  del  primo  grado  , 
o reali  , o immaginarli  , quante  fono  le  unità  con- 
tenute nell’  efponente  del  grado  di  erta  : e ficcome 
Ogn’  uno  di  quelli  fattori  porto  uguale  a zero  la  fà  ve- 
rificare , così  tante  faranno  le  lue  radici  , quante  fa- 
ranno le  unità  del  fopraddetto  efponente  . Se  nafcefle 
il  dubbio  che  forteto  più  , potrà  dileguarlo  la  feguen- 
te  dimortrazione . Supponiamo  adunque  , che  x — 9 

( X — >•  ) . ( X — T ) Scc.  fia  eguale  ad  x*"  4-  A x'-'  4- 
6 x'-*  . . . 4-  F = 0 , ed  il  numero  dei  fattori  x — 

G g 2 * — X, 
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jr  — , Sfc,  r.  Fingafi  ora  che  iST  pofto  In  vece 

di  X faccia  fparire  tutti  i termini  dellequazione  ; farà 
( — <?').(/£'  — x) . (A;  — t)  &;c.  ^ o : ma  ciò  non  può 

lliccedere  fe  non  ha  uno  di  quelli  fattori  eguale  a ze- 
ro ; dunque  farà  JC  eguale  ad  uno  dei  valori  <f>, 
f*  he.  ; dunque  è impolfibile  ritrovare  un  valore  A"  di- 
vergo da  <t)  , X , ir  he.  , che  pollo  in  vece  di  x faccia 
verificare  1’  equazione  ( x — <ì> . [ x -7—  x ) . he.  — 0 , 
cioè  che  faccia  verificare  Inequazione  x' -ì- A x'~^  ■+■ 
li  x’~^ ...  4-  P~o,  la  quale  non  dilferilce  che  nella 
forma  dalla  precedente  . Il  problema  : date  le  radici , 
ritrovare  T equazione  a cui  appartengono  ; riceve  dalle 
cofe  dette  una  facile  foluzione  . Le  radici  date  fieno 
a e:  fi  formino  i binomii  x — a,  x — 

X — ^ X — d y X — e y e fi  moltiplichino  tutti  in- 
fieme  : e pollo  il  prodotto  eguale  a ^ero  , fi  avrà  la 
ricercata  equazione  , la  quale  farà  x^  — (a 
+ d -f-  e)  . X*  -j-  { a h -f-  a c -fad-fae  + i^c  b d -f- 
•f-be-\-cd+ce-\-de^.x^  — {abc-\-»bd+a.be 
-h  a c d -f-  a c e -j-  a J e-f-  b c d -j-  b c e -f^-  b d e -j-  c d e),  x^ 
-h(abcd-f-abce-f-abde-i~acdc-l-bcde).  x 
abcde=zo. 

yi.' Il  prirho  termine  adunque  delle  equazioni  altro 
non  è , che  rincognita  elevata  alla  potellà  dell’  indice 
uguale  al  numero  delle  radici.  Il  lecondo  termine  con- 
tiene 1’  incognita  innalzata  alla  potellà  prollìmamente 
minore,  ed  ha  per  coeHiciente  la  fomnia  di  tutti  i le- 
conai  termini  dei  fattori,  ovvero  delle  radici  col  légno 
. Nel  terzo  termine  la  poteftà  della  x fi  di- 
minuifee  ancor  d’  una  unità  , ed  il  fuo  coelliciente  è 
la  fomma  dei  prodotti  delle  radici  a due  a due  . La 
potellà  deir  incognita  nel  quarto  termine  fi  dimiuui- 
Ice  gradatamente  , ed  il  coelliciente  è la  fomma  dei 
predocti  delle  radici  a tre  a tre  col  feguo  contrario  j 

e co. 
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t così  in  feguito  fino  all’  ultimo  termine  , che  è il 
prodotto  di  tutte  le  radici  prefe  col  legno  contrario  . ' 
Quelle  proprietà  fon  feconde  , e danno  gran  lume  . 

VII.  Ricaviamo  primamente  , che  fe  dopo  avere 
ordinata  1’  equazione  per  la  x , manchi  qualche  termi- 
ne , egli  Ila  indicio  certilfimo  , che  o la  fomma  delle 
radici  , o degli  ambi  , o de’  terni  Scc.  Ha  ~ o ; cioè 
fe  il  lècondo  , la  fomma  delle  radici  : fe  il  terzo  la 
fomma  degli  ambi  JtX.  Il  Cartefio  ne  deduce  ancora  , 
che  altrettante  fono  le  radici  pofitive  , quante  fono  le 
mutazioni  dei  legni  in  — , o — in  , e altrettante  le 

negative  , quante  Ibno  le  fuccellioni  dei  fegnl  nei  ter- 
mini contigui;  così  nell’equazione  -f  3 — 4~o, 

perche  havvi  una  fuccellìone  dei  legni , ed  una  mutazio- 
ne, vi  farà  una  radice  polìtiva,  ed  una  negativa  ; ed  in  fat- 
ti abbiamo  x m — 4 , a-  iz:  i . La  regola  va  benilTìmo 
fe  tutte  le  radici  fieno  reali , ma  e lailace  fe  ve  ne  fiano 
d’immaginarie:  così  nell’equazione  x’ — 2 x -}-  7 — 0, 
che  ha  radici  immaginarie  , lècondo  la  regola  vi  faranno 
due  radici  pofitive  : la  moltiplico  per  -f-  3 , ed  avrò 
+ X-  + X -f  21  — o , in  cui  fecondo  la  regola  tutte 
le  radici  dovrebbero  elfere  negative  . Quelle  due  colè 
non  polTono  Ilare  infieme  (i)  . 

Vili.  Promovendo  le  confiderazioni  fopra  1’  equa- 
zione del  num.5. , ne  inferiamo  una  regola  per  innalzare 
qualunque  binomio  x — a alla  poteftà  m . Per  tal  fi- 
ne lùpponiamo  , che  tutte  le  radici  fieno  uguali  , per 
efempio  ~ a , onde  fieno  tutti  i fattori  x — ~ 0 , e 
il  numero  loro  — tu  . L’  faciie  ricavare  , che  il  primo 
termine  lia  x™  : che  il  fecondo  fia  x«- ■ moltiplicato 

per — ma:  che  il  terzo  fia  a*-’  moltiplicato  per  a' 
prefo  tante  volte , quanti  lòno  gl’  ambi  a b ^ .1  c , ad 
&c.,  cioè  tutti  gli  ambi  di  m : che  il  quarto  fia  a""* 
moltiplicato  per  prefo  tante  volte  , quanti  fono  i 

ter- 
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terni  ahe^  &c. , cioè  tutti  i terni  di  « ; e così  fuccef- 
fivamente  . 

IX.  La  queftione  è dunque  ridotta  a fapere  quan- 
ti ambi  , terni  , quaterni  &cc.  vengano  fatti  da  un  nu- 
mero m di  lettere  . Imperocché  liapponendo  che  que- 
iti  numeri  fieno  trovati,  e che  fi  elprimano  per 

C , D &:c.  , avremo  — m a x"~'  A à — 

— Da'x"'-\  . . + 4",  che  farà  il 

m 

valore  cercato  di  x — 4 . Il  fegno  fuperiore  deH’uItimo 
termine  vale  le  m fia  pari,  l’inferiore  le  dilpari . 

X.  Per  trovare  primieramente  quanti  ambi  4 ^ , 

tff  , ^ r un  numero  m di-  lettere  &c.  può  dare 

combinandole  in  tutte  le  maniere  pollìbili  , ofTerviamo 
in  primo  luogo,  che  quando  fi  faranno  formati  tutti  que- 
lli ambi  , le  lettere  fcritte  per  componerli  faranno  il 
doppio  de’  medefimi  ofTerviamo  in  feguito,  che  cialcuna 
lettera  ,^,c  Scc.  dee  efTere  ripetuta  il  medefimo  nu- 
mero di  volte  , e che  ciafcuna  elfendo  moltiplicata 
con  tutte  r altre , non  per  fe  ftefla , farà  ripetuta  m — i 
di  volte  ; quindi  il  numero  delle  lettere  da  Icrivere 

formando  tutti  quelli  prodotti  dee  efTere  m X m — i ; 
dunque  il  numero  di  tutti  i medelimi  prodotti  dee  efTere 

^ , e quello  è il  valore  di  A . 

XI.  Quanto  al  coefficiente  B del  quarto  termine  , 
ofTerviamo  , che  fatti  tutti  i terni  del  numero  m di 
lettere  , farà  il  numero  di  quelli  la  terza  parte  del 
numero  delle  lettere  , che  contengono  : e che  ciafcu- 
na di  (quelle  farà  ripetuta  lo  ItelTo  numero  di  volte  : 
è che  hnalmente  quello  numero  è uguale  al  numerò 
degli  ambi  dell’  altre  lettere  ; perchè  4 , per  efempio , 
de^i  unire  cogli  ambi  bc^cd^bd  , &c.  per  formare 

i ter- 
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m — I X 2 j m — I X w — 0 . 

^ (num.  IO);  dunque ^ e il  numero 

delle  volte  , che  ciafeheduna  delle  lettere  a^by  c &fc. 
farà  ripetuta  in  tutti  i prodotti  di  cui  fi  tratta  : e co- 
mecche  il  numero  di  quelle  lettere  è m ; così 

m X — i X — 2 farà  per  confeguenzj  il  numero  di 

tutte  le  lettere  fcritte  ; dunque  il  numero  cercato  de’ 
prodotti  a tre  lettere  y »b  c , a b d &cc.  farà 

mX”  — I Xm  — ^y  e quello  è il  valore  di  S , o del 

2X3 

coefficiente  del  quarto  termine  . 

XII.  Il  coefficiente  C del  quinto  termine  , cioè  a 
dire  del  numero  dei  prodotti  di  quattro  lettere  , che 
dee  dare  il  numero  m di  lettere  , li  troverà 

m X ni  — I X ni  — 2 X w — 3 1 » 1 r 

— — : — ^ , dovendo  tal  numero  ef- 

2X3X4  * 

fere  il  quarto  di  tutte  le  lettere  fcritte  in  quelli  pro- 
dotti, e ciafeuna  di  quelle  lettere  dovendo  elfere  ripe- 
tuta il  medeliino  numero  di  volte  , cioè  con  tutti  li 
prodotti  di  tre  lettere  , cha  da  il  numero  delle  lette- 
re  m — i . (2)  . 

XIII.  Formando  nella  ftelTa  maniera  tutti  gli  al- 
tri coefficienti  , 1’  andamento  dei  quali  è patente  , e 
follituendo  nelle  formule  in  luogo  di  Ay  By  C,  D,  Ey 
hcc.  i valori  ritrovati,  fi  avrà  in  fine  x" — 

_ V/  « — I * > m X '»  — > X m — 2 , 

-X  — 

+ 
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. )H  X '«  — > X 'n  2 X — 3 4 «-4 

4-  — i a X * 

2X3X4 

>n  X >»  — I X — 2 X w — 3 X — 4 „ 

2X3X4X5  ~ 

per  la  poteflà  ;n  di  -r  — j . Se  il  binomio  foffe  x 4- 
altro  ntni  h avrebbe  da  fare  , che  mutare  i fegni  a 
quei  termini  ,.in  cui  a trovafi  a potelbà  dilpari  (3). 

^IV.  Allorché  fi  vorrà  adoperare  la  formula  prece- 
dente per  alzare  un  binomio  qualunque  a una  potellà 
data  , niente  làrà  più  facile  . Non  fi  avrà  che  a folli- 

m 

tuìre  nella  formola  di  x — a in  luogo  di  x il  primo 
termine  del  binomio  dato  , in  luogo  di  — a il  lécon- 
do  , e in  luogo  di  m 1’  efponente  della  poteflà  alla 
quale  fi  vuol  alzare  il  binomio  propollo  . Propongafi 
per  efempio  di  alzare  3 c e — 1 b d alla  quinta  potellà: 

fi  farà  5 e c zzz  X j o.  b d ~ a ^ ^—triy  e fi  avrà  fubito 
* 

•*'"  = 3«f  = 243ec, 

— max'"  ' — — 5X  2^</X3^‘‘  — — Q 1 o b d e*  c*  f 

. a X - — 10X4^  ^ y.  ^ec  ~ 

a 

1 o S O b*  d'  e'  c'  j 

mX'”— J X m — a * 

“ =— loX  2^^X  3«f— 

— 700  b^dw\ 


mX  m~  I ytn  — 'zXm  — S 4 

' m A X m 

2X3X4 

5 X '^l’d  X3«f  = 240^^i*ff, 
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my.  m — I X >»  — 'i'X.m  tn  — 4 , 

^2XSX4X5 

— ly'lbdy^eczzz  — 2 Cl  b^  d\ 

Avendo  i termini  feguenti  per  fattore  m — 5^:0,  fa- 
ranno tutti  zz:  0 ; onde  raccolti  in  una  fomma  i prece- 
denti , fi  otterrà  la  potelia  ricercata  . 

XV.  Volendo  alzare  a una  poteftà  data  una  quan- 

tità comporta  di  più  di  due  termini  , potrà  farfi  fa- 
cilmente collo  metodo  . Se  fi  tratti , per  efera- 

pio,  di  un  trinomio  : nominando  x il  primo  termine  del 
trinomio  , e - — a la  fomma  dei  due  altri  ; la  difficoltà 
della  elevazione  del  trinomio  farà  ridotta  a quella  del 

binomio,  poiché  ciafcun  termine  in  a jr'""'  , ^ 

a x'""’  Stc.  non  avrà  quantità  da  alzarfi  più  compo- 
rte , che  quelle  dei  binomj  . E quando  fi  avià  un  po- 
linomio più  comporto  ancora , fi  ridurrà  fempre  la  dif- 
ficoltà all’  alzamento  di  un  polinomio  più  lemplice  • 

XVI.  Comecché  v x + a + a\  tà 

— r* 

— - — ~ X -fi  4 , l’  induzione  ci  infegna  , elle  la  noftra 

X -j-  4 . 

formola  canonica  ferva  ad  eltrarre  le  radici , ed  a con- 
vertire le  frazioni  in  ferie  : nel  primo  cafo,  in  vec? 

di  in  fi  metta  , e nel  fecondo  — r,  e fi  operi  cò^ 
n . 1 

me  fopra . Oltre  l’induzione,  nelle  nortre  Inftituzioni 
rechiamo  la  dimortrazione  del  dotto  Sig.  Clero  , che 
non  è componibile  colla  brevità  del  prelente  Compenr 
dio  (4).  £ quefta  è la  famofà  fomajolaNeutoaiana  ,.co» 

H h cui 
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cui  facilmente  fi  ottengono  le  poteftà  , e fi  rifolvono 
in  ferie  le  radici  , e le  frazioni  . 

XVII.  Finifco  il  prefente  capitolo  con  efporre  u- 
na  proprietà  intereffante  dei  coetiìcienti  d’  una  equa- 
zione , la  quale  confifte  in  quello,  che  col  mezzo  dei 
coefficienti  d’  una  equazione  fi  può  efprimere  in  ter- 
mini cogniti  la  fomma  di  qualunque  potella  delle  ra- 
dici , benché  quelle  fieno  incognite  : eccone  la  prati- 
ca . Sia  r equazione  x”  — A x""''  + B x”~'  — ■ C x ’ 
-f-  D x”~* . . . -b  P , le  cui  radici  fieno  4) , x , w , f*  Scc., 
la  fomma  delle  quali  facciafi  M i : inoltre  fuppongafi 

M 2 rr  4>’  + x’  + ir’  -f  Scc. , cioè  eguale  alla  fomma 
dei  quadrati  delle  radici, 

M 3 ziz  + x’  -b  TT*  + ; e generalmente 

r rr  f -b  X'  -b  w'  -b  f*'  , cioè  eguale  alla  foni- 

ma  della  potellà  r delle  radici  j io  dico  i^he  vagliono 
le  feguenti  equazioni 
Idi  = A , 

ìd  0,  ^ A M I — 2 B , , 

2d  2=z  A M <2^  BM  i + 2C  , 

M4Z=AM3 — BM2+  CMi— 4l>, 


M r :rc  A M.  r— i — B M.  r — 2 -b  C M.  r— 3 . . .4-  r JH  , 
<ialle  (juali  , come  T oculare  infpezione  dimollra  , fi 
hanno  1 valori  M i , M 2 , M 3 he.  dati  per  i foli  co- 
efficienti A y B , C he.  . Quando  mancano  i termini 
nella  propolla  equazione  fi  fuppongano  i coefficienti  e- 
guali  a zero  . Benché  facile  cofa  fia  comprendere  la 
legge  con  cui  fi  formano  le  predette  equazioni  , non 
• per  altro  egualmente  facile  giuftificarle  con  dimollra- 

. zio- 
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zione  , la  quale  fuol  richiedere  un  calcolo  affai  pro- 
liffo  . Le  medefime  però  fi  proveranno  fpedicamente 
a fuo  luogo  coir  ajuto  del  calcolo  dilferenziale . 


G A P O IL 

Trasformazione  delle  Equazioni, 

^"]T?  Rasformare  una  equazione , ficcome  abbiamo  dct  - 
J-  to  nel  Libro  i.  Gap.  7, , altro  non  è , che  ri- 
trovare una  feconda  equazione  mediante  l’  introduzio- 
ne di  una  nuova  incognita  , le  cui  radici  abbiano  una 
certa  relazione  colle  radici  della  propofta  . Quindi  fi 
vede  , che  per  efeguire  una  qualunque  tra-'formazio- 
‘ne  , batta  efprimere  con  una  equazione  tra  1’  incogni- 
ta della  propolla  , e quella  della  trasformata  , la  re- 
lazione , la  quale  (ì  vuole  che  corra  fra  le  radici  di 
quetta  e di  quella  , ed  in  appreffo  eliminare  la  prima 
incognita  coi  metodi  dati  nel  Libro  i.  Capo  4. 

11.  Principiamo  dal  trasformare  una  equazione  in 
un’altra  , in  cui  lieno  negative  le  radici , che  nella  pro- 
potta  fono  pofitive  , ed  al  rovefcio  . Prendali  1’  equa- 
zione generaliflìma  x"  A x”~'  B x"~’  -f-  C 
“ o , e facciafi  x — < — y'.  Efeguita  la  fottituzione  , 
di  fuetto  valor  di  x nella  propotta  equazione  , ci  ac- 
corgeremo , che  i termini  in  cui  fono  le  potettà  pa- 

• ri  della  x retteranno  collo  tteffo  fegno  , e i teripiioi 

delle  potettà  difpari  muteranno  .il  légno  ; dal  che  li 
ricava  1’  operazione  brevilfima  di  cambiare  da  pofitiv.e 
in  negative  , e al  rovefcio  le  radici  di  una  equazio- 

ne , ^ol  folo  cangiare  il  fegno  ai  termini  delle  po- 
. , H h a ■ t?- 
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teftà  dlfpari  ; co?'i  te  nell’  equazione  jr’  — "z  x'  — gjr 
-f-  6 itz  o (i  cangieranno  i fegni  ai  termini  delle  pote- 
llà  dlfpari  , onde  fia  — x'  — 2jr’+5jr+ó,  orna 
-f2jr’  — ^ X — 6 ~ 0-,  avrà  (|uell;a  equazione  le  radi- 
ci come  fi  voleva.  Ed  in  fatti  le  radici  della  propofta 
fono  3,1,  — 2 , e le  radici  della  trasformata  fono 
3 j t » ^ ■ 

III.  Vogliafi  in  fecondo  luogo  trasformare  una  da- 
ta equazione  in  un’  altra  , la  quale  abbia  le  fue  radici 
maggiori  , o minori  per  una  certa  quantità  delle  radi- 
ci della  propofla  . Sia  x 1’  incognita  dell’  equazione 
propofta  , y quella  della  trasformata  , ed  n la  quanti- 
tà , della  quale  fi  vogliano  aumentate  , o diminuite  le 
radici  della  prima  equazione  . Volendoli  y maggiore  , 
o minore  di  x della  quantità  n , dovrà  elfere  y zn  r + a 
( il  fegno  4-  ferve  per  l’accrefci mento  delle  radici , ed 
il  fegno  — per  la  diminuzione  ) . Eftendo  y ~ + n, 
farà  jr  — y qT  n : e foftituito  y — n in.  luogo  di  x nel 
cafo  di  accrefcere  le  radici  , ed  y + n nel  cafo  della 
loro  diminuzione  , fi  otterrà  la  trasfórmazione  brama- 
ta . 

IV.  Si  voglia  trasformata  1’  equazione  ir* — 5 x* 
4-  4 zi:  0 in  un’altra  , le  cui  radici  fieno  eccedute  dell’ 
Unità  dalle  radici  della  propofta  . Dovrà  dunque  effe- 
re  x zz:  y 4-  i ; onde  avremo 

Jf*=zy*+ 4y’ -f  dy*  4-  4V+i 
— —'Sy*— loy — 5 

4 ==  + 4 : 

e ibmmando , farà  y**  + 4 y’  "f  y’  — 6 y zz  0 . Effondo 
le  radici  di  quefta  equazione  0,  i,— *2, — 3,  c quelle 
della  propofta  1,2,  — i , — a , ognun  vede,  che  que- 
fte  fuperano  quelle  per  1’  unità  , come  fi  voleva  . Si 
offern  ciò  che  accidentalmente  è accaduto  in  quefto 
V - efem- 
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cfempio,  cioè,  che  la  trasformata  è divifibìle  pery,  e perciò 
abbaffabile  ad  un  grado  minore  della  propofla  ; dal  che  fi 
ricava,  che  quella  trasformazione  alle  volte  può  fervi  re 
per  deprimere  1’ equazioni  ad  un  grado  inferiore:  Se  la 
trasformata  debba  avere  le  radici  maggiori  per  l’  unità 
delle  radici  dell’equazione  in  x,  fi  ponga  x—_y — . i ; 
e fatte  le  foftituzioni , fi  troverà-y*— 4^’ y’ 7f-  6y 
^ o , le  cui  radici  — i , 0 > - » 3 fuperano  per  l’unità  le 
radici  dell’  equazione  in  x , che  fono  — 2 , — 1,1,2. 
Che  poi  i predetti  numeri  fieno  le  radici  delle  rilpet- 
tive  equazioni  , fi  può  efperimentare  col  metterli  nell’ 
equazione  ftelTa  in  luogo  dell’  incognita , offervando  che 
tutti  i termini  fi  elidono . 

V.  Per  ottenere  con  maggior  Speditezza  le  tra- 
sformazioni 1 opraccennate  , fi  affum.a  1’  equazione  ge- 
nerale Ax”  -f  «x^-’  -f  Cx— ’ + 7:>x"'-  + &c..=  o, 
in  cui  li  debba  follituire  n 4-  y ad  x , elTendo  n una 
quant  ità  negativa  quando  li  tratti  di  accrefeere  le  ra- 
dici , ed  una  quantità  pofitiva  'quando  quelle  • fi  voglia- 
no diminuire  . Per  la  formola  Newtoniana  efpolla  nel 
Capo  precedente  num.  14.  farà 
A x"" zzz  ( n -J-  y ~ A n"  m A n”~'  y -}- 


m.{m — 1) 


. An”-y  + 


.2*3 

m-~.U 

^•3*4  . ' ' i'. 

B =:  B.(/i  + y — B m *—  i).  B «""-’y  +• 

( m — I ).(  m — 2 ) 


.B  n"-’  y* 


( m — 1 ).(  m — ^ )•(  ff»  — 3 ) 
3*  3- 


+ . 
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( /K  — 1 ).(  m — 2 X w — 3 ).(m—  4) 

à.3-4 


c — c c n"'-  »+  (,n— 2>C  + 

(m  — 2).(w  — 3) 


-.C  n”~* + 


( w — . 2 ).(  m — 3 X m — 4 ) 


2 . 


.C  «-•-«  y’  4. 


( " — - ¥ " - 3 Xjn-M^^ 

2.3.4 

P Ar«-»  1=;  P.(n+  y)*-’=  P «'»-  ’+[«-— 3).P  n"~*  y + 

■ o n-y -h 

. -l).o  + 

I - • 3 

( m — 3 ).(  OT — 4).(m  — 5).Cm — <5)  * t ♦ , 

” > +&C. 

Dunque  cominciando  dal  termine  che  non  contiene  ly 
cioè  dall’  ultimo  dell’  equazione  , ed  unendo  quei  che 
hanno  l’y  alla  ftefla  poterà  , farà  * 

+ B n"~‘  + + D n'"-’  &cc. 

A n-"-’  + ( »*  — I ).B  2 ^ C j ^ 

(m  — s).D  n ~*  + hcc.^.y 

f m.{m  — i)  ^ , Tot—  ).fni  — 2")  'v 

+ ( + 4. 

2 ■ ■ ~ 2 • * 
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+ ( ^Al!LrpÌ!!}.-^Ì.A  «- « + 


( m — I ).(  WJ  — 2 ).(  m — 3 ) 


.8  n"-«  H- 

\c  «'""»  + 


^ • 3 

c m — 2 ).(  w — 3 )-C  — 4 ) 

• 3 

2 • 3 / 

m.(  m — I M « — 2 ).(  m — 3 ) 


2.3-4 

C OT  — I ).(  m — 2 ).(  m — 3 ).(  m — 4 ) 


2.3*4 


.A  ìi"~*  -f- 

.8  n«  * + 


( /B  — 2).Cm  — 3).(  m— 4).(m— ;5) 


r»  y* 

-»  • O • 4 

rn- 

0*4 


.C  -f 


VI.  Raccogliamo  le  proprietà  dei  coefficienti  dell 
equazione  in  y . In  primo  luogo  fi  ofTerva , che  1’  ul- 
timo termine  dell’  equazione  in  y non  è altro  , che 
r equazione  propofia  , in  cui  fia  fiato  fofiituito  n in 
vece  di  jf  . Secondo  , che  il  coefficiente  dei  penulti- 
mo termine  dell’  equazione  in  y fi  forma  dal  Tuo  ul- 
timo termine , moltiplicando  ciafcheduno  membro  di 
quefto  pel  Ilio  efponente  , e dividendolo  per  n . Ter- 
zo , che  il  coefficiente  dell’  antipenultimo  termine  fi 
deduce  dal  coefficiente  del  penultimo , moltiplicando  cia- 
fcun  termine  di  quefto  coefficiente  per  la  metà  del  l’uo 
efponente  , e dividendolo  per  n . Quarto , che  il  coef- 
ficleate  del  termine  che  precede  rantipenukimo  fi  può 

ri- 
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ricavare  dal  coctficiente  di  quefto  , moltiplicando  cia- 
Icun  de’  luui  membri  per  la  terza  parte  del  luo  elpo- 
neme  , e dividendolo  ancora  per  n ; e così  in  appref- 
io  . Da  tali  proprietà  dei  coethcienti  dell'equazione  in  y 
nafce  un  metodo  generale  , ed  egualmente  facile  , per 
confeguiie  le  trasformazioni  di  cui  trattafi  . 

VII.  Sia  r equazione  x*  A x'  lì  x*  + C x -\- 
D — o da, trasformarli  in  un’altra  , le  di  cui  radici  y 
fieno  minori  per  la  quantità  n di  quelle  della  propolta. 
Comincio  dal  mutare  x in  n , ed  ottengo  D'  : molti- 
plico  ciafcun  termine  di  D per  lo  luo  efponente  , lo 
divido  per  , ed  ottengo  C : moltiplico  ciafcun  termi- 
ne di  C per  la  metà  del  Ino  elponence  , lo  divido  per 
n , ed  ho  B'  : moltiplico  ciafcun  termine  di  B'  per  il 
terzo  del  fuo  elponente  , lo  divido  per  n , e conlègui- 
fco  A : moltiplico  finalmente  ciafcun  termine  di  A' 
per  la  quarta  parte  del  fuo  efponente  , lo  divido  per 
72  , e ne  nafce  i. 

Il*  A n'  B n^-]-  C n D D , 

4n*-i-3y4M’-Ì“2  B n C zzz.  C 

6 ^ A n B — B 

4 « 4-  = A'  . ^ 

I ‘ n:  t . 

Si  rnoltiprìchi  adeflb  C per  y , B'  per  y’  , A'  per  y*-, 
1 per  y*  , ed  otterremo  1’  equazione  trasformata 

y*  -|-  A y’  + B'  y*  -\r  C y + D ~ o,  cioè 

y*  -p  4 77  .y’  6 aa  ,y^  4-4  72’  .y  -}-  72* 

A +3  + 3 -^'1*  + ^ n'zzz  0 . 

4"  B “ha  Bn  4 B n 

4—  4“  ^ 

4*  ■O 

Vili. 
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Vni.  La  trasformazIoHC  anzidetta  c quella  ftet- 
fa  , di  cui  ci  fiamo  ierviti  Bel  Capo  7,.  del  Libro*  2.. 
per  togliere  il  l’econdo  termine  da  una  qualunque  e- 
quazione  . Ptrtrebbe  anche  adoperarfi  per  togliere  il 
terzo  termine  : ma  llccome  nel  ''coclficiente  del  terzo 
termine  della  trasformata,  n afcende  a due  dimenfioni 
così  per  -ottenere  1’  intento  farebbe  necelTario  rifolverò 
un  equazione  del  fecondo  grado  Similmente  .per  tq-^ 
gliere  il  quarto  termine  farebbe  d’  uopq  ril'oLvere  up! 
equazione  del  terzo  grado  4 una  del  quarto  per  tòglie- 
re il  quinto  termine  , e cosi  via  difcorrendo  ; in  ma« 
siera  che  1'  eliminazione  dell’  ultimo , termine  non 
potrebbe  ottenerci  fenza  rifolvere.  un’,  equazione  affattpi 
umile  alla  prqpofta  ; tutte  le  quali  cole  furono  da  tio< 
notate  nel  Capo  citato,  (5)  . , _ ^ 

IX. 'Si  trasforma  in  terzo  luogo  una  equazione  , 
quando  fi  cangia  in  un’  altra.,  le  cui  radici  fieno  a quel-^ 
« deila  propofta  in  ragion  data-.  Acciocché  fi  com- 
prenda quella  trasformazione,  fia  1’  equazione  generale 
+ A + B -f  C .*""’  8cc.  = o : fi  facci» 

*:y  : : p :q,‘  onde  fia  x =:  foflituendo  quello  va- 


. lore  di  X nell’  eqrtazion  generale  , farà 

' ’ m—i  '■  '*  mLt  ■ ' ' ' I 

^-4—  -f  8cc.'  i='o  : e moltipli- 


cando 1’  equazione  per  — , avremo  • . .1..  . . 


il  che  fi  farebbe  ottenuto  immediatamente  , fe  fi  follè 
cangiata  nell’  equazion  propofta  la  x in  y , o fe-  fi  fof- 

I i fe 
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■fé  in  fegulto  moltiplicato  ciafcun  termine  di  detta  e» 
«juazlone  per  il  termine  corri fpondente  della  progref- 

fiòne  geometrica  i,  &c.  ^ cioè  il  primo  di 

quella  pel  primo  di  quell» , il  feconda  pel'fecondo,  8cc. 
Egli  è facile  a comprenderli , che  le  radici  dell’equa- 
zione in,y,  faranno^  » quelle  dell’  equazioa  in  x nel- 
la dan  ragióné  di  f-’.p.  ■ ^ ‘ 

X.  La  propolla  equazione  Ila  Jf’  + 4 jr*  -f-  jf  — 
Cr  0 , che  ha  per  radici  x =:  t , xrr  — a,  x=:—  3, 
fi  voglia  trasformare  in  un’  altra  , che  abbia  le  radici 
doppie  delle  aazidelte  radici  ^ Avremo^  1»  ragione  di 

i-i  ...  : ...  . -, 

y : p eguale  alls  ragione  dia  jquindi  farà  ^ 

<r  perciò  operando  come  fi  è indicato  nel  numero  pre- 
cedente , u otterrà  1’  equazione  trasforviata  y-  -h  a y* 
+ 4y  — 48—0,  le  cui  radici  a , — • 4 , — 6 fona 
doppie,  come  ciafcun  vede,  delle  radici  x.  Se  l’equa  « 
zione  in  x fofiè  privf  quache  termine,  fi  rimpiaz- 
zi col  zero . i 

XI.  La  fopraccennaca  trasformazione  ci  apre  la 
ilrada  di  liberare  l’equazioni  dai  coefficienti  fratti , fen- 
za  che  il  primo  termine  venga  ^ moltiplicarli  per  al- 
cuna quantità  che  non  fia^  i’gnità  in^ierciocchè  met- 
tendoli fotto  r occhia  I’'  equazione  generai ilfima  tras- 
formata come  nel  auak  9. , IL  ofiecve^  che  il  coelE- 

ciente  del  fecondo  termine  è — , quella  del  terzo  è 

Sic.;  (e  dunque  fia  .-4'  = -^  'B  — Scc. , dovran- 

no  tali  coefficienti  efière  — , Scc.  Per  tanto  le 

■fp‘  fr 

* fi- 
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faremo  p — \.'q^st  &:c-  ) cioè  ■egyale  al  prodotto  di 
tutti  i denominàtori  dei  scoeificienti  i farà  — - ~ r t , 

U I 

— ~ -zn  nt  s'  &tc. , cioè  ' faranno  tutti  1 coefEcienti  del- 
la ^trasformata  liberi  da  frazione.,,;  , ‘ .... 

i . ^11.  Sia;  per  jeifsnipio' d’  equazione 


J rj  • ^ 

— X 0 . Il  "prodotto  dei  denominatoi‘i  tr  ^ 

farà  3.7.6  : e perciò  . foftiti^endo  aiell’ . eqyazio- 
Jie  'Cbè  fi  avrà,  per  Jo  nurg. ’p.  , iU’ ve- 

ce di  q Ideilo  valore  , ed  in  vece, di  j>  P unità; 
otterremo y^-1-  2,7.6  y‘+  3*.  7*  • <5*  V +.  3^-  7*-  d’zz:  o, 
la  quale  è fenza  coefficienti  fratti . Effendo  il  denomi- 
natore 6 divifibile  per  3 , e 2 effendo  il  quoto  ; in  cam- 
bio di  fare  ;g  = 3 . 7 < 6i,fi  può  fare;y  z;:;  3 ,7,2,  che 
pure  l’equazione  in  y verrebbe  ^fenza  -firacti-:  cioè  farebbe 
V / -f  2.7 . 2V‘ 4- 3‘ ? .3’  = o , 

cioè  y*  + 2 8 y*  -j-  i o 5 8 .4  y 4 5 * ^ <5  i 6 czr  o .• 
XIII.  Se  fi  abbia  in  animo  di  trasformare  un’  e- 
quazione  in  un’  akra,  > lé  eui  radici,  fiepQ  , reciproche 
di  quelle  -della propftfta  j,  Tf  ^avrà  che  a,’ porre 


-jr  = — / e fóftitùirè  — in 'dece  dì  'i-t  tofe,  ^bftituitò  — 

an  vece  di  x nell’  equazione  i’— x — 5 x -f  6 p, 

‘ - ‘ i -2  '■  '5  ■’/  < '/  ■'  -- 

otterremo^, — -—■— ^,4  6 Cioq  »:>.  q 

y_4y  _rx'+  4=  oV'ie  cui  ndic; 

fono  reciproche  delle  radici  della  propofta  y che  fono 

— 2-,  3. 

li  2 XIV. 


■fes* 
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' XÌV.  Con  quella  trasformazione  le  radici  maflime 
di  un’ equazione  fi  cambianQ  in  minime,  e al  rovefcio; 
di  modo  che  fé  fupporremo  , che  le  radici  dell’  equa- 
zione in  jf , difpofte  lecondo  l’ordine  della  loro  gran- 
dezza , fieno  <p,  TT,  A.,  (x-y.  quelle  delT equazione  in  y, 
difpofte  pure  fecondo  l’ordine  della  loro  grandezza,  ùk- 

ranito— JL  -1-.^-  E’ 'egli  ancora  evidente  , che 

colja  medefima  trasformazione  i primi  termini  della  e- 
quazione  in  divengano  ultimi  aella  trasformata,  e per 
lo  Contrario  gli 'ultimi,  primi  ; onde  fe  avremo  un’equar- 
zione , la  quale  fia  ihancante  del  penultimo  termine  , 
potremo  facilmente  cohfeguime  un  altra,  la  quale  marv- 

dhi  del  fecondo,  col  folo,  foftituire  — in  vece  di  x . 

' - y 

XV.  Non  poflTo  aftenermi  dall’  efporre  uri*  altra 
‘maniera  utiliflìma  cK  trasformare-  le  equazioni , benché 
mi  convenga  tralafciame-la  ditnoftrazione,  la  ^uale  non 
e 'adattata  alla  brevità  tli  quelli  Elementi  ; può  per  al- 
tro vederfi  appreffo  il  Signor  Della  Grange  nelle  Me- 
morie deir  Accademia  tli  Berlino  all’Anno  1767.  Sia 
adunque  1’  equazione  generalilBma  y"— - -f-S 

— • C z=zi)  p ed  M I , M<2  f'  M a Sfc.  fino  ad 

_ ,r 

M m . 1 difognino  la^fomma  delle  poteflà  delle  ra- 

dici di  detta  equazione  fino  alla  poteflà  m.  m — i, 
quali  fomme  fieno  efpreflfe  per  i coefficienti  — A t 
— C &tc. , ficcome  infognammo  al  mim.  17.  del  Capo 
precedente . Indi  colla  foguente  forinola  generale 

K n zz:m  M in  — a n M i . M l,n  — i-l- 


1 n . 1 n — i 


Mi.M  1 «—2  • 


Min 
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Min  — 3&C.  , in  cui  m è 1’  efponente  delT  equa- 
zion  propofta  , n può  eflere  qualunque  numero  intiero 
poiltivo  , fi  trovino  i valori  JfiT  i , A"  2 , ^ 3 ^c.  lò- 
flicuendo  fucceflivamente  in  luogo  di  n i numeri  in- 
tieri l'f  1 f 3 &c.  fino-  al  numero  m.  m — i inclufir. 

' 2*1 

vamente-.  Si  avverta  di  terminare  la  ferie  per  ciaicun 
valore  di  quando  fi  giunga'  al  termine  , in  cui  qual- 
che valore  di  M afcenoa  alla  feconda-  poteftà  , il  qua- 
le inoltre  fi  dee  dividere  per  2 : così  per  il  valore  X a 
fi  troverà 

X QZ=m  M 4 — 4 M i M A 3 fari 

K ^z=zmM6  — 6MiM  5 + ^M2M4  — 

' <y.5-4 , 

2.3  2 * ' 

i quali  valori  di  K efilèndo  dati  per  M 1 ,M  ^ Scc. , 
faranno  dati  ancora  per  i coetficienci  , A,  B ^ C Us» 
Si  faccia  inoltre 

a=:  K ly.  •.••••,*.• 

» <r-AT  I — JT  2 


hKt  — fliPo-firs' 

e — .y.  ..  . . 

O • . • 

\ c K T — b K<2.->t^a-KZ  — if  4 

a ■ ^ 

4 

Scc.  &c.  ite '•  - j 

fìn- 
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finché  fieno  efauriti  i A^alori  di  A'.,  -onde  e,  d 8cc. 

faranno  in  numero  -ZZ_i  , e faranno  dati  per 

2 

I 

;C  Scc.  Finalmente  pofta  r Ti.  fornù  IVe? 

•p*  — • ^ 

quazione  2”  — a z*— ’+  ^ z'"’ — c z'"-’  + z'~*hcc.  — o. 
Quefta  equazione  è tale  , che  qualunque  -valore  di  x 
eguaglia  il  <}uadrato  di  una  delle  differenze  fra  -due  ra- 
dici deir  equazìon  pcopolta.:  così,  fé  due  radici  dell’ 
equazione  in  x fieno  <f> , .''t  ; farà  un  valore  di  a ^ che 

chiamo  2',  = ^ — ,n  , e perciò  — w -(ò)! 


CAPO  HI. 

’EjponeJi  un  metodo  di  Jlabilire  il ,v^ro  grado  dell' Equa~ 
nion  determinata  , che  najce  da  un  •numeri}  di  Equa- 
zioni indeterminate  eguale  al  numero  delle  in- 
5 , cognite , che  cjfe  contengono  \ e Ji  applica  lo 

...  V metodo  per .refpu{/ioac  dei rar  . 

dicali  dall' Equazioni.. . . . • , 

^^TOn  ci  tratterremo  a riferire  tutte  le  varie  ma- 
X V niere  , le  quali  fi  fogliono  mettere  -in  opera  per 
tale  oggetto  , e laremo  contenti  fdi  dar  fol  tanto  in 
fuccinto  il  metodo  affai  femplice  del  Signor  De  Be- 
zout,  efpofto  nelle  Memorie  dell’Accademia  delleScien- 
ze  per  l’anno  1764.  E comecché  quello  “metodo  ge- 
nerale per  1’  equazioni  di  qualunque  grado  fi  riduce 
finalmente  ad  eliminare  l’ incognite  dall’  equazioni  del 
primo  grado  ; perciò  bifogna  richiamare  alla  memoria 
£uaoto  su  di  ciò  fi  è 'detto  nel  Capo  4.  'del  Libro  i. 

Ai 
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Ai  metodi  ivi  efpofti  place  qui  aggiungere  uir  altro  , 
in  cui  fi  fa  ufo  dei  coeilìcienti  indeteraiinad  . Siena 
primieramente  le  due  equazioni  ax  + b y c ^a'  x + 
b'y  — e'  : fi  moltiplichi  la  prima  equazione,  per  n , la 
quale  così  moltiplicata  fi  aggiunga  alla  feconda,  ed  avre> 
mo  («  — « f + c'  : e pollo 

uguale  a zero  il  coeificiente  una-  di  quelle  due  in- 
cognite , fì  deternànerà  la  n ^ per  mezzo  di  cui  li  farà 
fparire  dair  equazione'  una  incognita  . Facciali  per  e-> 

lèmpio  « ; farà  n “ 


, il  qual,  valore  Ib- 


ftituito  nell*  equazion:  precedente  y,  nafcerà  1’  equazione 

/ b*  A , . .V  ^ f I , * , 

I -f-  4I  , jfrz:  — + c'  f in  cut  vi  e una 

fola  incognita.  Se  li  avefle  voluto  eliminare  piuttofta 
la  jr , conveniva'  porre  n a -|-  a = 0 , da  cui  li  cavava 

n ~ — — -1-  ^'Y.yz=.  — -f- <r'.  SienO 

*•  \ ai  . j tf- 

tre  equazioni,  e tre  incognite  a x + 
y y -Y  e 2 nz:  i , a"  x -j-  A"  y 4-  c"  z i:z:  et  : moltiplica- 
ta la  prima  per  n , e la  léconda  per  n*^  , e-  fornmate 
tutte  tre*  infieme  , li  avrà-  ( a n a'  n ■+•  a y.  x -f- 
{ b n + b'  n + b*y  y -f-  ("c  n 4-  c a 4"  c*).  z'ezzd  n et  n 

+ et  : e fatta  c 11. 4-“  a n 4-  a'*  ~ a,  A 4^  F n*  4“  b*zz:oy 

li  deter mineranna  con  quelle  due  equaziom.l  valori  di  n, 
»Vche  folUtuitl  nell*  equazione  di  fopra;  faranno  Ivanire 
i termini,. in  cui  vi  è la  x e la  y , e rimarrà  il  termine, 
in  cui  efille  la  2 . Fatto-  poi  x » 4“  4-  <»''  0 , 

rn/  -F  c n'  + tf"  ~ a , fi  avrà  un”  equazione  colla  fola 
incognita  y ficcome  fatto'  b n b'  tù  + b '=z  o , e n 4* 
e'  rf  e'  — 9 ,,  fi.  avrà  un*  equazione  colla  fola  inco-* 
gnita  X . Se  quattro-  fodero.  1’  equazioni  , e-  q-iatrro  le 
incognite,  fi  moltiplicheranna  tre  equazioni  per  tre  ewt- 

ficien- 
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ficienti  indeterminnti  ;i  , n- , n“  ; e generalmente  fè  il 
numero  delie  equazicni  , e delle  incognite  forte  m , rt 
moltiplicheranno  m~~i  equazioni  per  altrettanti  coef- 
ficienti indeterminati , i quali  determinati  come  fbpra 
fi  è infegnato.,  fi  avranno  tante  equazioni  determinate, 
quante  incognite  . 

11.  Sieno  ora  due  equaaàotii  indeterminate  di  qua-, 
lunque  grado  , che  contengano  due  incognite  x , ed  ^ , 
V Ultima  delle  quali  in  amendue  I’  equazioni  abbia  per 
efponente  martìmo  la  n ; cioè  fieno  due  equazioni 
I.  >4  y"  4-  B _y""'  + C -f"  ^ SfC.  = 0, 

H.  A'y-;  -I-  B /-'  + + D' y”''  &cc.  :p  o , 

in  cui  i coefficienti  A , B ^ C , D Stc.,  A' , B' , C , D',  &cc. 
fieno  comporti  di  quantità  cognite  , e della  incognita 
X.  -La  feconda  equazione  moltiplicata  per  A , e fot-< 
tratta  dalla  prima  moltiplicata  per  A\  darà  una  terza  , 
in  cui  y farà  elevata  alla  potertà  maffima  n i : fi- 
milmente  la  feconda  equazione  moltipllcata  per 
ibttratta  dalla  prima  moltiplicata  per  ./4'y  + B' , da- 
rà una  quarta  equazione  , in  cui  n — j làrà- 1’  «fpo- 
nente  maffimo  dell’y  : « moUipLicata  la  feconda  e- 
mazione  ptr  A y*  + B y ^ , ed  in  feguito  ibttratta 
dalla  prima  moltiplicata  per^  y*  -+•  B'y  + C , fi  otter- 
rà un’  equazione , in  cui  il  grado  martìmo  della  y pu- 
re farà  n — I . Egli  è chiaro , che  continuando  la 
medefima  operazione  finché  i moltiplicatoti  fieno  del 
grado  n — i , fi  ottenga  , oltre  le  due  pnoporte  , un 
numero  n di  ceduazioni  di  querta  forma  a y*~‘  b y"“* 
hcc.  =0,  in  ciaicuna  delle  quali  faranno  potenze  diverfe 
dell’  y in  numero  di  n — i . Ora  le  fi  figurino  tutte 
quelle  potenze  come  altrettante  incognite  diiferenti  del 
primo  grado  , fi  avrà  un  numero  n di  equazioni  del 
primo  grado,  ed  un  numero  n — i di  incognite;  onde 

coi 
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coi  metodi  indicati  nel  mim.  i.  fi -potrà  ottenere  una 
equazione  detetminata  , in  cui  manchi  T y , e vi  ha  la 
lòia  incognita  x . 

III.  Sia  da  eliminarfi  l’incognita  y dalle  due  c- 
quazioni , che  feguono 

I.  A y'  B y + C — 0 . 

II.  A'y^  -r  B y -j-  C 0 . 

’ ' A A'  y‘  -j-  A' B y -i~  A C 0 . 

A A'y  -h  AB'y -i- A C = o . 


in. CAB — AB).y-h^'C — AC  =0. 
AA'y’-hAA'B  + A B'j.  y’  + (A  C B B).y  + B’ C— 0. 

^ y > '-j_  (A  B fi > y’  d-  c + fi  fi  J.  y + fi  C — 0. 


IV.  (A'  C — AC),  y + B'C  — BC  =0. 
Dalla  prima  moltiplicata  per  A'  fottratta  la  feconda 
jnoltiplicata  per  A^  nafee  la  terza.  Dalla  prima  mol- 
tiplicata per  A' y -j-  B'  fottratta  la  feconda  moltiplica- 
ta per  y + fi  , nafee  la  quarta  . La  terza  , e la  quar- 
ta , come  ognun  vede  , fono  del  primo  grado  , quan- 
do le  propofte  erano  del  fecondo  . Dalla  terza  , e dal- 
la quarta  equazione  ritrovati  i valori  di  y , cioè 

formo  1’  equa- 


y = 


zione 


A C — AC 


B C — B'C 


AB'—'AB^^  ac—ac 

JC  — AC  _BC'~B'C 


oflìa 


AB  — AB  A'C — AC 
(A:C  — ACy  — (AB'—A'B).(BC’---B'C),t^ 
quazione  in  cui  manca  1 ^ _ 

IV.  • Abbianfi  ora  due  equazioni  di  diverfo  grado 
rifpettivamente  all’ incognita  y da  eliminarfi  , e fra  » 
il  maflimo  efponente  di  detta  incognita  in  una  , e 

K k nelr 
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nell’  altra  fia  n — u : tali  fono 

Ay"  + C y"'*  + D y“"'  &c.  = 0 , 

Ay-»  ^ jg'y"-"-*  + Cy ■'-«-*+  D' y"-"-*  &c.  = 0 , 
in  cui  A yC  hcc.  y A\B-^C  f &c.  contengano  l’ al- 
tra incognita  x , e quantità  note  . Si  moltiplichi  la  pnma 
equazione  per  Jty  e U feconda  per  A y">  e fatta  al  loU- 
to  la  fbttrazione  della  feconda  dalla  prima  , ne  rifulterà 
una  terza  equazione,  incoila  maflìma  potetti  di  y fa- 
rà n — I . Si  moltiplichi  in  feguito  la  prima  equazione 
per  A'  y R y e la  feconda  per  >4  y"  + ‘ + B y"  > e fot- 
traendo  quetto  fecondo  prodotto  dal  primo  , avremo  una 
quarta  equazione  pure  rifpetto  ad  y del  grado  n — i . 
Fatto  ciò  , il  valore  di  y’^“ , che  fi  ricaverà  dalla  fe- 
conda delle  equazioni  date , fi  iottituifca  nelle  potetti 
di  y maggiori  di  y"~*~’,  efiftenti  nelle  equazioni  terza, 
e quarta  ; e con  tal  foftituzione  faranno  ambedue  que- 
tte  in  riguardo  al  y ridotte  al  grado  n — u — i ( 7 ) ; 
onde  colle  medefime  , per  le  cofe  dette  nei  numeri 
precedenti  , fi  potrà  fare  fparire  1’  y • 

V.  Se  abbianfi  più  di  due  equazioni , ed  altrettan- 
te incognite  ; li  faccia  prima  con  due  equazioni  fpa- 
rire un’  incognita  , e con  due  altre  facciafi  fparire  la 
feconda  ; e così  di  mano  in  mano  facendo  fparire  l’al- 
tre  , fi  giungerà  ad  una  equazione  di  una  fola  incogni- 
ta . L’  Autore  di  quetto  metodo  dimottra  nel  luogo  ci- 
tato , che  r equazione  finale  non  conterrà  la  x elevata 
a grado  maggiore  di  quello , che  convenga  ; il  che  non 
fempre  fi  ottiene  cogli  altri  metodi . 

VI.  Nei  cafi  particolari  fpeflb  fuccede  di  evitare  con 
qualche  induttria  i calcoli  prolifli , nei  quali  per  Io  più  ci 
inviluppano  i metodi  generali,  che  abbiamo,  per  eliminare 
l’incognite.Sieno  per  efempiotre  equazioni  jr*+y*-l-z*2=:a*, 
» + y + 2 = ^ ^ a y* . Faccio  il  quadrato  dell’  u- 

no 
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no  e deir  altro  membro  della  feconda  equazione-,  cioè 
jt*-j-y‘+z"-j-axy-j-2xz-^2y2=zó^  : e ponen- 
do y’  in  vece  di  * z , che  gli  è uguale  per  la  terza 
equazione  ; farà  jr’  + y’  + z’  2 > . ( z -|-  ^ + 2 ) = 
ma  per  la  prima  equazione  abbiamo  x’  + y’  + 2’  — a*, 
e dalla  ièconda  x y ^ z ~ b ; dunque  foftituendo  , 


farà  4*  2 i y ~ , da  cui  deducefi  y = 


3*- 


lb 


con  che  è poi  facile  ritrovare  il  valore  delle  altre  in- 
cognite . 

VII.  Il  mefbdo  , di  cui  abbiamo  fin  qui  parlato , è 
attidìmo  a liberare  1’  equazioni  dal  radicali  . Ciafcu- 
no  dei  radicali  contenuti  nella  data  equazione  efpri- 
mafi  iper  z , y , u &c.  ; nafperanno  tante  equazioni 
quanti  radicali , le  quali  avendo  foli  due  termini  , po- 
tranno fempre  renderli  razionali  elevandole  a quella 
potedà , che  conviene  . Inoltre  fodituendo  nella  pro- 
poda  equazione , in  luogo  dei  radicali  , le  incognite 
corrifpondenti  z , y , 1/  ^c.  , fi  otterrà  un*  altra  equa- 
zione anch’  eda  razionale  ; adunque  fe  il  numero  dei 
radicali  fia  r , d avrà  un  numero  r 4*  i equazioni  ra- 
zionali , ed  un  numero  r di  incognite  z , y , w &fc. , le 
quali  eliminate  col  metodo  di  quedo  capo , d giungerà 
ad  una  equazione  fenza  1’  incognite  2 , y , « Scc.,  e per- 
ciò fenza  radicali  Prendiamo  ad  efempio  1’  equazio- 

> I I I 

ne  4 r=  v/  X + v/  y . Pongali  x — u y zr:z:  ed 
alzando  al  cubo,  farà  2 rz:  w* , y ~ 2*  ; e collocato  nell’ 
equazion  propoda  u , e z in  vece  dei  loro  uguali , farà 
a zz:  u + z . Abbiamo  adunque'  tre  equazioni  razionali  , 
•cioè  xZ22u*,yzz:2',4Zr:K-f-z,  e due  incognite , z , 
ed  u da  eliminard  ; il  che  efeguito  , d otterrà  una  e- 
quazioa  razionale  colle  fole  incognita  jt,  y. 
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Vili.  I radicali  fi  pofTono  ancora  eliminare  dati* 
equazione  nella  maniera  , che  fono  per  efporre  in  un 
efempio  facile  , ma  che  per  altro  è atto  a far  com- 
prendere r univerfalirà  del  metodo  . Si  voglia  libera- 
re dai  radicali  l’ equazione  x+  y/'  a ■+  6 =z  o . Si 

‘finga  un’equazione  coi  coedìcienti  indeterminati,  del  gra- 
do , che  rilulta  dalla  moltiplicazione  degl’  indici  dei 
radicali,  la  quale  nel  prefente  cafo  farà  di  quarto  grado , 
perchè  gl’  indici  dei  radicali  fono  a , e 2 , che  molti- 
plicati infteme  danno  4 ; onde  1’  eqiiaaione  (la 
or*  * Jt’  4-  w J!*  -)-  f*  jf  4“  ^ 0 <■  fi  faccia  per  brevità 

4 v/  ^ , e fi  divida  per  x -f  p l’  equazione  fin- 
ta X*  + (j)  x’  &rc.;  avremo  per  refiduo 

V p' — ^p-f-x:  fi  foftituifca  in  vece  di- 
p il  fuo  valore  , e farà 

p*  — a*  “f  6 A b 7^-  4 • 4 4*  ^ A b 

•— * p*  — — a 

”f"  p*  ^ ir  <1  -|-ir  b-\-  1 iry/a  b 

Pp  = — Pv/T  P 

, + ^ X . . , 

Se  quefto  refiduo  fofle  zero  , farebbe  x + p un  diviio- 
re  perfetto  della  equazione  4- <t>  x*  Scc.  : inoltre  fe 
4*1  Pi  X non  contene(fero  radicali  , 1’  equazione 

X*  4-  4>x’ Scc.  farebbe  libera  dai  radicali  , e perciò  fa- 
rebbe l’equazione  deliderata  ._Si  finga  adunque  quefto 
.refiduo  uguale  a zero  , in  maniera  però,  che  fieno  ze- 
ro tutti  i termini  ,fenza  i radicali,  e tutti  i, termini, 
‘^che  contendono  lo  ftelTo  radicale  ; avremo  per  tanto 
le  equazioni,  che  (eguono,  4*4-  ^’-t-64^  + Tr44-ir^4- 
x=;o,  — 3^^  — 0^  — (fb — p — 3 f 4 — 0, 

4* 
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4 . tf  .f-  i 4-  a ir  = 0 ; e perciò  farà  w — — ■ 2 . a -f 

X ::z^  — d’  — h*  — ■ 6 a h 1 . a 4"  ^ — «*  ' ^ ; e , /x 

ritrovandofi  uguali  a zero  (^SÌ  , 1’  equazione  finta  di 
quarto  grado  fi  convertirà  nella  feguente 

f*  — 2 . 4 -I-  ^ . jr’  4-  ^ ^ 

vede  , è libera  dai  radicali,  ed  ha  per  fattore 

X + \/T" 4-  v/T=:  0 ^ L’  altro*  fattore  , che  è di  terzo 
grado  rifpettivamente  alla  x , pure  conterrà  dei  radica» 
li  , e fi  fuole  chiamare  reciproco  in  riguardo  al  prima. 
La  prerogativa  di  auefti  fattori  è ^-che  moltiplicati  in* 
fieme  diano  un  prodotto  razionàle  . 

IX.  Il  Signor  Varin^  Matematico  Inglefe  ' efpelle 
i radicali  dall’equazione  in  quello  modo  . Si  voglia 
elénte  dai  radicali  l’ equazione  x + a + \/'  ^ — o . 
Si  trovino  tutti  i valori  di'quefta  efprefiìone  , i qiia- 
Ji  , perché  cìafcun  radicale  di  fecondo  grado  ha 
due  valori  , ' fono  quattro  , e fono  i feguenti  x 4* 

^ a 6 fX ^ a^-\/ ^iX  — * 

— fi  faccia  il  prodotto  di  tutti  quelli  fattori  , 

il  quale  darà,  una •? equazione  priva  di- radicali'  In  fat- 
ti raohiplicfindo  ;i  dule  primi*  fra  loro  , làrà  il  prodot- 
to jr’  4-  2 jr  \/~a+  4 — ^ i e gli  altri  due  daranno  per 


prodotto  jr’  — 2 X \/  4 4"  4 — “ ^ • c di  nuovo  fatta  la 
moltiplieazkine  di  quefti  due  prodotti,  avremo*  l’ equa- 
zióne di'  ^arto-  grada  xl*  -^'i2  .-45.4-  ^ '•  r'  4-j  4 v— . bc^ài 
che  è lènza  radicali  .\  ^ 

X.  Alle 'volte'' ned  cafi  particolari  fr  èfpellono  i 
'radicali  con  maggior  facilità  di  quello  , elio  permet- 
te l’efpofto  metodo  . Sia  requazione  v/' 


-a 


Digitized  by  Google 


L I B R,  O III. 


^6^ 

1 — _ * 

: fi  moltiplichi  requaziooe  pervf  j e farà  libera  dt^i 

radicali  . Alle  volfe  fi  ottiene  1*  intento  lafciando  da 
una  parte  del  fegno  di  eguaglianza  un  radicale  , ed 
elevando  1’  equazione  alla  poteftà  indicata  dall’  indi- 
ce del  radicale  ftelTo  . , Sia  * ~s/ h + c \ fi  faccia 

>/— . ! . ’ ...  • ‘ . 

a — c zrv  ^ jt’  , ed  elevando  a terza  poteftà , fi  otter- 
rà l’equazione 4 — c'z:zbx  libera  dai  radicali  . Que- 
llo metodo , quando  i radicali  fieno  più  di  uno , fpeffb 
riefce  inutile  : ma  coll’opportuna  foftituzione  fi  arriva 
finalmente  ad  una  equazione  priva  di  radicali  . Sia 

4 — -f-  y/y  : elevando  i cubò  , farà  ^ ^ + y 

+ 3 ^ x^  y -fs  v^y^r=x-j-y-f-3  K y . {\/  X + 

^y)‘:  ma  abbiamo  a ~ dunque  fofti- 

tuendo , farà  4’  = x + >^  + 3 * y/lTy  -,  ed  (4’ — x— yV 
a*  X y f equazione  razionale. 

^ * 4 — 

XI.  Sia  r equazione  x •*—  3 ^ 0 , che 

fi  voglia  fcevra;  di  radicali  ; farà  xzrv^iT-h  x/^  • 
e Quadrando,, e paflaudo  dlppiù  il  dóppio. prodotto  de’ 
radicali  nel  primo  membro  , farà 

x’  — 1 ^ 4 b “ \/  4’  -f-  \/ , ed  X*  4 X*  a b -\- 

4 4’ ^’zir  4-j-^.-+-iv^ 4*^’i  o Ila  x^— • 4 — b + '^^ ab'ziz 

4 x’y/  aby  ed  ( 4 )’•+•  4 4^  16  x*v/  a*  b'-^ 

4 y77\  ( X*—  4 — o = 4 C’3  xi-f-  4 + 

onde  farà  finalmente  ( x* — a x* . 4-(-3+4*-f-6  ab+ 

1 6 a b .(  3 **  -h  a .+  b y.  equazione 'libera  dai  radicali. 

CA- 
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jRì/oluzionc  delle  E<fuazìoni , che  hanno  fattori  razionali 
di  qualunque  grado  . 

I.  "pp^fforg  razionale  dì  una  equazione  è quello , che 
X/  non  contiene  ‘quantità  alcuna  radicale  : tal  è 
* 4-  T relativamente  all’  equazione  x'  + <P-  -{■  f t—  o. 

4-  ir  - 

1 fattori  razionali  fi  dicono  di  quel  grado  , a cui  in 
eflì  afcende  1*  incognita  : così  * 4-  h dirà  fattore  ra- 
zionale di  primo  grado  della  predetta  equazione  ; ed 
X*  -f  ir  ar  4-  fi  dice  fattore  razionale  del"  fecondo 
grado  deir  equazione  x’  4-  ir.x’  4-irx.x4->-?>’r:io, 

4-  A,  _j_  (j)  (j)  ^ 

perchè  la  x nel  primo  fattore  è alla  prima  dimenfio- 
he  , e nell’  altro  afcende  alla  feconda  . Quando  le  e- 
quazioni  dotate  fieno  di  fattori  razionali  di  qualunque 
grado  , farà  fempre  in  noflro  potere  il  ritrovarli  col 
metodo  , che  or  ora  efporremo  , dopo , d’  aver  dimo- 
flrato  , che  l’equazione  x''  4-  ‘ 4-  B x'"’  + C 

4-  D x'-*  &c.  » , pofti  A'  y B t C y B 8dc.  nume- 

ri intieri  , non  poffa  avere  alcun  valore  della  x eguale 
ad  una  frazione  razionale  . La  dimolìrazione  di  quella 

verità  è fèmplìciflima.  Sia  dunque^,  fe  e poflìbile,  xrr: 

e Ceno  w,  ed  n numeri  tra  loro  primi  , cioè  che  non  ab- 
biano per  comun  div.fore  fè  non  fe  1’  unità  : efegui- 
ta  la  Ibflituzione  del  valore  di  x nell’  equazione  , ot- 
m'’  , Am"’-'  , Bm’’-*  i • i- 

terremo  — 4-  — | zzr-  occ.  = a : e moltiplt- 

candò  per  farà  ~ ^ A m'’"*  4*  Scc.:r=o, 

' n ' 

4 . . t . . . . ei 
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A m'~'  — — n 5<c. 


ma  il  fecondo 


membro  d!  quella  equazione'  è intiero  ; dunque  lo  farà  e- 


ziandio — , il  che  è impoffibile  . Che  fia  così , fi  avverta, 


che  effendo  — una  frazione  in  numeri  primi , — non  può 


effere  intiero , fe  n non  fia  I’  unità  ; poiché  effendo  — 

frazione  in  numeri  primi, ed  intiero, dovrà 

elfere  m'’*'  multiplo  di  n , ovvero  lo  fteffo  n ; dunque 
in^~'  ... 

— - farà  intiero  ; e per  la*  fleffa  ragione  farà  intiero 


wr 


tn 


p-j 


~ — 6ec.  fino  ad  — ; il  che  , effendo  in, 

a numeri  primi , non  può  accadere  , fe  non  nell’  ipote- 
fi  di  n ~ I ,•  ed  in  coiifeguenza  di  x — m . Retti  dun-: 
que  ftabilito  i che  qualfivoglia  equazione  , il  cui  ter- 
mine della  maffima  potettà  dell’  incognita  non  abbia 
coefficiente  diverfo.  dall’  unità  , nè  gli  altri  termini 
fieno  intrigati^  da  frazioni  ; non  polfa  effa  avere  valori 
della  X razionali  fratti.  • < ■ . • • v 

li.  Veniamo  ora  al  metodo  di  rintracciare  i divi- 
fori  razionali  delle  equazioni  , il  quale  da  noi  a cagion 
di  brevità  farà  applicato  folamente  alle  equazioni  nume- 
riche , tanto  più  , che  feguendo  le  ftelfe  traccie  , non 
è difficile  farne  ufo  nelle  equazioni  litterali  . Sia  per- 
tanto r equazione  generaliffima 

X"  + A X’"'  4-  B + C x'-^ . . . . A-  P e fi  vo- 

glia in  primo  luogo  efaminare  • fe  effa  contenga  fatto- 
ri razionali  di  primo  grado  ..  Io  quì'fuppongo  , che 
la  propofia  equazione  fia  libera  da  frazioni  , potendo- 

fi  ciò 


p~* 


m 
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fi  ciò  fempre  confeguire  coi  metodi  indicati  al  Capo 
c.  di  quefto  Libro . Da  quefta  fuppufizlone  immediata- 
mante  ne  deduco,  che  fe  la  propofta  equazione  è dotata 
di  fattori  razionali,  non  faranno  eflì  in  alcuna  maniera  in- 
trigati da  frazioni  ; altrimenti  qualche  valore  della  jc  fa- 
rebbe una  frazione  , contro  ciò , che  fi  è di m odiato  al 
numero  precedente  . Fingafi  — tt—q  elTere  un  fattore  di 
quelli  che  cerchiamo  , cioè  razionale  , e per  quefto  li 
divida  la  propofta  equazione  x'+  A x'-'  hcc....  -f  P~o. 
Efeguita  la  divifione  , li  trovenì  ir*'  -j-  ^ ir'~'  -|-  B tt'-ìi 
+ C it'~\  . . . -f  P elfere  il  reGduo  , il  quale  coaver  r- 
( Lib.  3.  Gap.  I.  num.3.  ) che  fia  eguale  a zero  , per* 
che  fupponen  x-^t  eflere  un  fattore  dell’  equazione. 
Dunque  avremo  ir’'  -f-  >4  ir’—'  -f  B t’’-*  . . + P ~ 0 , e 
F =z — Tt'  — A ir'-'  -f  B ir''-’  5cc.  : é chiamati  M,  iV, 
0^  , K , r , &ic.  i coefficienti  dei  termini  dell’equazio- 
ne ir  *■  4-  ir’“‘  + B ir'"’  + C ir"*  &C.  incominciando 

dal  termine  , in  cui  t è alla  prima  dimenfione  ; farà 
P~~Mr  — Nv'  — <^ir’~  Rir*  — r ir' ...  — t.; 
dal  che  G viene  in  cognizione  , che  fia  P diviGbile  pec 
T , e che  perciò  il  valore  razionale  della  x Ga  un  di- 
vilòre  intiero  dell’  ultimo  termine  dell'  equazione  pro- 
pofta . Dividaft  r ultima  equazione  per  t , e pongali 

~ ~F'i  farà  — Nv — -Qr’ — Rir’ — Tu*... — ir'—’, 


onde  rilevafi  , che  P'  M è diviGbile  per  ir . Chiama- 
to — — — “ Al‘ , con  Io  fteflb  raziocinio  fi  dimoftre- 

w 

rà  M'  + N diviGbile  per  * ; ed  eftèndo  il  quoto  iV' , G 
troverà  Gmìlmente  iV'  -f-  diviGbile  per  ir  ; come  an- 
cora G troverà  per  ir  diviGbile  +_R  , ed  ,R‘  + T , 
chiamato  + : ir  — Q^,  e (Q.'+B);  “x  — Pt. 

DunqueB,P'  + M,A4  + iV,  V+Q.,0;+K,R'+r, 

LI  &c. 
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&c.  fino  a che  fieno  efauriti  tutti  I coefficienti  dei 
termini  dell’  e<mazione  propofta  , devono  efTere  per  t 
divifibili  , poito  che  x fia  un  valore  razionale  della 
X . Se  fra  quelli  coefficienti  fi  annoveri  ancora  1’  unità, 
cofficiente  della  maffima  poteftà  dell’ incognita  , o^un 
vede  , che  compita  tutta  1’  operazione  , farà  il  rilulta- 
to  eguale  a zero  . 

IH.  Dall’  efpofta  teoria  fi  ricava  una  maniera 
afifal  fpedita  di  fcoprire  i fattori  razionali  femplici  di 
qualunque  equazione , che  fuppotigo  libera  da  frazioni , 
e paragonata  al  zero  . Si  ritrovino  tutti  i divifori  intie- 
ri razionali  del  termine  ultimo  dell’  equazione  ; ed  e- 
fèguite  le  divifioni  di  eflb  termine  per  ciafcun  divifo- 
re  , ai  quoti  fi  aggiunga  il  coefficiente  del  penultimo 
termine  : le  fomme , che  rifultano  , fi  dividano  per  i 
predetti  rifpettivi  divilòri  ; e fe  le  divifioni  fuccedano 
efatte  , ai  quoti  aggiungali  il  coefficiente  dell’  antipe- 
nultimo termine  , e fi  leguitino  a dividere  le  fomme 
rifultanti  fèmpre  per  i predetti  rifpettivi  divifori  i e 
prolèguendo  tale  operazione  fin  che  fieno  efauriti  tut- 
ti i coefficienti  dei  termini  della  propoifla  ^nazione  ; 
le  |li  ultimi  rifiutati  faranno  zero , u conchiuderà  , che 
i divifori  intieri  razionali  dell’  ultimo  termine  dell’  e- 
quazione  fono  i valori  della  x ; e che  perciò  fottrat- 
li  dalla  X tali  valori , cioè  uno  per  volta  , fi  avranno 
altrettanti  fattori  razionali  femplici  della  data  equa- 
zione . Se  poi  nel  fare  tale  operazione  s’ incontri  qual- 
che fomma  non  divifibile  pel  fuo  divifore  rifpettjvo  , 
di  quefto  divifore  non  fi  tenga  alcun  conto  : e fe  tutti 
i divifori  incontreranno  limile  difficoltà  , farà  ciò  indi- 
. zio  certo , che  l’ equazione  non  ha  fattore  alcuno  fem- 
plice  razionale  . Avvertali  per  altro  di  operare  nella 
maniera  indicata  non  folo  coi  divifori  dell’  ultimo  ter- 
mine prefi  pofitivamente,  ma  ancor  con  li  ftelR  prefi 

nega- 
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negativamente  , acciocché  la  prova  rlefca  efèguita  fe- 
pra  tutti  i divifori  razionali  intieri  dell’  ultimo  termi- 
ne deir  equazione  , fenza  lafciarne  fuori  alcuna 

IV.  Si  dilucidi  cogli  efempi  1’  efpofta  dottrina  . 


A I , 

2 , 

4, 

5 » 

2f  2 0 , I 

0 , 

— '5  1. 

— 4 , 

C — i d , 

6 , 

— " » > 

0 , 

0—16,— 

3 , 

0 . 

E 9,2 

2 , 

2 5 . 

F 9,1 

I , 

5 • 

G 4 , ■ 

6 , 

0 . 

H 4,  , 

3, 

■ 

0 . 

/ — I ,r- 

2 , 

““  5 • 

A—  t 

I 

f 

— 1 . 

L 0,  , 

0 , 

0 . 

I o 


2 o 
- 1 
3 


Abbiafi  da  efaminare  fe  ftanvi  fattori  razionali  di  pri- 
mo grado  nell’  equazione  k — ^ 5 — 5 Jf’  "h  t»  5 

4x.-^3o  = o.  In  linea  orizzontale  A ferivo  ordina- 
tamente tutti  i divifori  intieri  razionali  di  20,  inco- 
minciando da  I ; e nella  linea  orizzontale  B ferivo  i 
quoti , che  nafeono  dal  dividere  1’  ultimo  termine  dell* 
equazione  —20  per  ciafeun  divìfore  fèparatamente  ; 
ed  avverto  di  fcrivere  i quoti  fotto  i rifpettivi  divifd- 
ri  in  linea  verticale  : cosi  fotto  il  divifore  5 , che  eli- 
ile  nella  linea  A , metto  il  quoto  — 4 nella  linea  B , 
il  quale  nafee  dividendo — • a o per  5.  Ai  quoti  B ag- 
giungo il  4 , coeihcieote  del  penultimo  termine  dell’ 
equazione  , e noto  le  fomme  nella  linea  orizzontale 
C , ciafeuna  fotto  il  quoto  da  cui  è nata  col  aggiun- 
zione del  4 ; e perciò  ciafeuna  fomma  verrà  ad  ef- 
fere  in  linea  verticale  con  un  divifore  della  linea  A : 

1«  1 2 cosi 
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così  il  zero  farà  la  forama  della  linea  C corrifponden- 
te  in  linea  verticale  al  divifor  5 della  linea  A ; ed  efe- 
^uita  la  divifione  di  ciafcuna  fomma  pel  rifpettivo  divi- 
iore , legno  i quoti  che  ritrovo  numeri  intieri  nella  li- 
nea D,  ciafcuno  in  linea  verticale  col  divifore  fuo , e non 
curo  i quoti  fratti  , i quali  mi  indicano  , che  i loro  divi- 
lori  non  fanno  al  calo;  avvertendo  dippiu,  che  nella  linea 
orizzontale  D,  fotto  il  divifore  5 fi  dee  fcriver  zero  , per- 
chè — é eguale  a zero  , il  qual  quoto  deefi  confi de- 
5 . , ' 

rare  come  intiero  , e non  come  fratto  , avendo  il  ze- 
ro qualunque  numero  per  divifore  . Aggiungo  ora  ai 
quoti  della  linea  D il  25  , cotìficiente  dell’  antipenal- 
timo  termine  dell’  equazione  , e coll’  ordine  folito  col- 
loco le  fomme  nella  linea  £ , le.  quali  divife  per  i 
rifpettivi  divifori,  danno  i quoti , che  fono  nella  linea 
F . A quelli  aggiunto  — 5 , coefficiente  del  terzo  termi- 
ne dell’equazione,  rifultano  le  fommè,'che  fono  nel- 
la linea  G ; e fatte  le  folite  divilìoni  , avremo  i quo- 
ti dilpofti  a dovere  nella  linea  H . Nella  linea  I vi  fo- 
no quelli  quoti  aggiuntovi  — 5 , coefficiente  del  lecon- 
do  termine  dell’  equazione  ; in  A vi  fono  quelle  fom- 
me  divilè  pel  divifore  rifpettivo  : e finalmente  in  L vi 
.fono  i quoti  della  linea  X accrefciuti  del P unità , coef- 
ficiente del  primo  termine  dell’  equazione  . - E comec- 
ché quelli  rifultati  fono  zero  , conchiudo,  che  i rifpet- 
tivi divifori  1,2,5  fio*'®  altrettanti  valori  della  x ; 
e che  per  ciòr  — i,jf— 2,x  — 5 fono  tre  divifori 
femplici  razionali  dell’  equazione  propolla  . 


4 
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A — 

I » — 

2 , — 4, 

5 > — * 0 > 

B 

20, 

IO,  5 1 

4 , 2 , 

C 

2 4 , 

14»  9 > 

"8,  6, 

D — 

24, — 

7 • 

E 

I > 

1 8 . 

F — 

1 > — 

9 • 

G — 

d,— 

14. 

« t 

H 

d, 

7 • '■ 

J 

I > 

2 . 

K — 

I » — 

I . 

L 

0 » 

0 . 

0,6g 


2 O . 

I • . 

5 • 


Difpongo  inoltre  nella  lìnea  "^orizzontale  A i dlvifori 
intieri  razionali  del  io  prefi  negativamente  ; e fotto 
quelli  nella  linea  B colloco  al  folito  i quoti  nati  dal- 
la divisone  dell’  ultimo  termine  — 20  dell’  equazio* 
ne  , ciafcun  fotto  il  fuo  divifo're  . A quelli  quoti  ag- 
giungo il  4 , coefficiente  del  penultimo  termine  dell’  e- 

? nazione  ; e difpongo  le  fbmme  Col  noto  ordine  nel- 
a linea  C , le  quali  divife  per  i divifori  ^ fovrappolli  » 
danno  fol  tanto  due  quoti  intieri  — 24  , — 7 j cor- 
rilpondenti  ai  divifori  — i , — ■ 2 . 1 quoti  — 24  , ~ 7 
collocati  nella  linea  D li  accrefcano  del  25  V coelficien- 
te  dell’antipenultimo  termine';  e le  fomme'i  , 18  fie- 
no nella  linea  E , delle  quali  fomme  fatta  la  confueta 
divifìone  , avremo  i quoti  in  F . Continuando^  l’  opera- 
zione , che  (limo  fuperfluo  tenervi  dietro  più  minuta- 
mente , li'  arriverà  finalmente  agli  ultimi  rifultati  in 
ibttopofli  ai  divifori  — 1 , — • 2 , i quali  rifultati  fono 
zero  . Dunque  — i ; — 2 'fonò  valori  negativi  della  r; 
e perciò  x + i , jr  4-  2 fono  fattori  femplici  razionali 
deli’ 'equazione  data  Quella  equazione  per  tanto  ha 

^ cin- 
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cinque  fattóri  feraplÌQÌ  razionali  , cioè  tre  poCtivi,  i , 
u , ^ , e due  negativi  , — i , — ■ 2 . ^ 

y.  L’  equazione  x*  — x’  — 9 jf*  — 3 x — 36  zz:  0 
fi  debba  fottoporre  all’  elàrae  per'  indagare  i fattori 
femplici  razionali  . 


A I, 
S—  3<5,  — 
— 39, — 
39, 

E—  48, 

F — 43, 

G — 4P, 

// — 49, 

/ — 43,  ■ 


J2,- 

15, 

5, 

14, 


. 4, 
■9, 

■I  Q 

“ 3 
-12 


6, 

■9, 


9,  12,  18,  36. 
4,  3,  2,  * • 

7,  — — 5»  —4* 


In  li  ritrovano  i divifori  dell’  ultimo  termine  — 36, 
ed  in  B iirifpettivi  quoti  ,i  quali  accrefciuti  del  — 3, 
fono  in  r ; in  jQ  abbiamo  i quoti  intieri  delle  predet- 
te fomme  divife  per  i divifori  ibvrappolli , i quali  quo- 
ti Ibno  — 39  , — 5 , — 3 , che  li  ritrovano  in  linea 
verticale  coi  fuoi  divifori  1,3,4,  efiltenti  nella  linea 
orizzontale  A : in  £ vi  fono  i quoti  predetti  accre- 
fciuti del — 9 , ed  in  i=’  i foliti  quoti  intieri  : in  G que- 
lli qupti  accrefciuti  ckl  — ^ i , coefficiente  del  fecondo 
termine  dell’ equazione  , ed  in/f  i quoti  &c.  : finalmente 
in  I gli  ultimi  rifult^i  —r  48  , o : e comecché  il  zero  è 
fottopudo  al  divifore  4 elidente  nella  liu^^  A ; fi  infe- 
rifca , che  x — 4 è uno  dei  divifori  ricercati  . Se  li  fa- 
rà lo  ftefib  efame  coi  divifori  del  36  prefi  negativa- 
mente  , troveremo  un  altro  divifore  lèmplice  razionale, 
cioè  jr  + 3 . Ed  in  fatti  la  divifione  della  propofta  e- 
quazione  per  quelli  fattori  rielce  elàita  ; anzi  le  fi  di> 

vi- 
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vìderà  l* equazione  per  r*— jf— la  , prodotto  dei-  pre- 
detti divifori  f nafcerà  per  quoto  x*  + 3 = 0 f da  cui  (1 

ricavano  le  altre  due  radici  x =+  — 3>  — 

ambe  immaginarie  (9)  . 

VI.  Vengono  ora  in  coniìderazione  i fattori  razio- 
nali di  (ècondo  grado  » i quali  ^ denotando  nt  , ed  n 
quantità  razionali  , deono  avere  la  forma  che  fiegue 
**  -f-  « r -f  » . Per  rintracciare  fe  una  data  equazio- 
ne abbia  fattori  di  quella  fpecie  , (i  faccia  attual- 
mente la  divifiooe  della  data  equazione  pel  fattore 
V -f-  « jr  ■+-  n , in  cui  per  ora  m , ed  n fono  indetermi- 
nate; con  che  fi  giungerà  ad  un  rehduo , i di  cui  termini 
in  ^rte  conterranno  la  jt  a prima  diraeniione , ed  in  par- 
te iàraoBO  privi  atfatto  della  jr,cIoè  il  refiduo  avrà  que- 
lla forma  Mx  + N . Ot  comecché  quello  refìduo  dee  ef- 
ière  zero  fe  ;«■*-+-  w r + « abbia  da  elfere  divilbre  dell’e- 
Quazione  ( Lib.3.  Gap.i  .num.  3.  ) ; per  far  ciò  veri- 
ncare  fingali  M x o y edJV~o:e  coll’  ajuto  di 
quelle  due  equazioni  giunti  ad  una  equazione  deter- 
minata y nella  quale  flavi  la  fola  m , o la  fola  n y 
come  lì  llimerà  più  opportuno  ; fi  elamini  fe  quella 
equazione  abbia  valori  fem^lici  razionali  . Nella  fup- 
polìzione  che  fe  ne  trovi  alcuna  , avremo  un  valore 
razionale  della  m , o della  n y con  cui  pallàndo  a deter- 
minare il  valore  dell’altra  indeterminata  y e trovato  an- 
che quello  razionale,  le  fi  farà  la  follituzione  di  ambedue  i 
tnedelimi  valori,  cioè  di  «ed  n , nel  trinomio  x*+m  jr-+-n, 
confeguiremo  un  fattore  razionale  di  fecondo  grado  del- 
la noilra  equa:^ne  . Se  più  faranno  i valori  razionali 
di  nt,  ed  a;  pù  fattori  di  tal  natura  otterremo. 


VII.  Dividali  L’  equazione  x*'—  x' 


— 9x 


— 3 6 ~ a per  x*  -i-  mx  + n ; avremo  il  reGduo 
,(ania  + » — 3 + p«  — ra*  — + 9 n 


3 * 


in  n 
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m'  n — ' m n — 36,  il  auale  refidup  pofto  eguale  a ze- 
ro , in  maniera  però , che  la  Ibmma  dei  termini  , che 
moltiplicano  la  ;r  , e la  fbmma  di  quelli  , che  non  la 
moltiplicano  , fia  zero  ; nafceranno  le  due  léguenti  e- 
qiiazioni  c /«  « + n — S + 9 — ot*  m 0 , ed 

n + 9 7t  — m*  n~m  n — 3 <5  = o.Dalla  combinazione 
di  quede  due  equazioni  in  varie  maniere  , fpecialmen- 
te  lèguendo  il  metodo  che  fi  è inlègnato  • nel  Capo 
precedente  , fi  può  giungere  ad  una  equazione  data 
folunro  per  m , o per  n . Per  altro  fi  richiede  qualche 
indudria  per  fchivare  il  calcolo  alquanto  proHfib  , e no- 
iofo  : ecco  la  (brada  che  io  fcelgo . Dalla  prima  del- 
le due  equazioni  predette  ricavo  immediatamente 
n ~ (Vn’  + 7n*' — pw  + s):  ('2ffi+i),e  dalla  fe- 
conda 72’  — 71 . [ 7n’  + m — 9 ■)  — — o • pongo 

tn*  + m — 9 ~ r , e foftituendo  ho  n ~ 
(r7«4-3}:(2/»+i),ed2z’  — •rnrrsó:  da  quell* 


ultima  equazione  ricavo  n~~+v-^+s^  ■ ® 
paragonati  i due  valori  di  n ; farà 

(r;n  + 3Ì:  (om  + i)  = — + -f.  3 6 , cioè 

* . I 4 

r /~r* 

r 7»  + 3 — r m = 2;n+i  X + v f-  3 ó , 

^ ~ I 4 

odia  6 — r~4m  + 2X  + ^ + 3 d : e quadrando', 

36  — i2r+r’rr:4  r’/22*-|-  4 m r*  + r’+3  5 . I 6 m"  -f- 
3 6 . I 6 ni  I 4 4 , ovvero , togliendo  i termini  che  fi 
elidono  , e dividendo  per  4 , ^ r’  + i 4 4 ) . ( /n’  + m) 
+ or  + 2j~o:  e ponendo  in  vece  di  r II  luo  \^lore 
dato  per  7»;  fi  avrà  finalmente  l’equazione  di  fefto  grado 

m* 
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(to*  -f-  3 w’  — 15  m* — 3 5 m’  + ,0  1 o + 2 a 8 m~o-^ 

da  cui  iubito  ricavo  m.~o  , il  qual  valore  collocato 

TU  • »■  "»  + 3 

nell  equazione  ;j  nr 


darà  n ~ 


o » 


onde 


2 m + i 

il  divifore  jr’  + nj  , fatte  le  foflituzioni  dei  va- 
lori di  m , ed  « , cioè  0,3,  diverrà  ar’  -f-  3 , il  quale 
farà  un  divilbre  razionale  di  lécondo  grado  dell’  e- 
quazione  propella  . L’  equazione  determinata  di  fello 
grado  , in  cui  m è T incognita  , ha  il  lattore  femplice 
razionale  ;n  -}-  1 = 0 , il  che  fi  Icopre  col  metodo 
del  numero  terzo  ; farà  dunque  m~  — 1 : quello  va- 


lore di  m lì  follituifca  nell’  equazione  n ~ ^ , e 

• 2 /n  -f- 1 

farà  n r — -f  m — 9 — 3—  — 12,  lòllituendo 

fempre — i in  vece  di  «1;  la  propolla  equazione  adun- 
que avrà  un  altro  fattore  razionale  di  fecondo  grado  , 
cioè  jr’  — i2Z2:o  . Ed  in  realtà  per  i divifori 
qui  alTegnati  è tifa  efattamentc  divifibile  , anzi  uno  è 
il  quoziente  della  divifione  efeguira  coll’altro. 

Vili.  Se  dividafi  un’  equazione  per  un  fattore 
del  terzo  grado  indeterminato  , cioè  per  jf‘  + m x*  H-  n x 
-f  r — Oy  li  verrà  ad  un  reliduo , che  avrà  quella  forma 
Mjr’+  N X + R — o : fi  faccia  verificare  quella  equa- 
zione col  porre  M:=zoy  N ^0  y R ~o  ; e così  fi  ot- 
terranno tante  equazioni  , quante  fono  le  indetermina- 
te /n  , n , r , d’  onde  fi  potrà  fempre  giungere  ad  una 
equazione  d’  una  lòia  indeterminata  , per  efempio  m : 
fi  efamini  fe  quella  abbia  valori  razionali  , e fe  fatte 
le  Ibltituzioni  per  filfare  1’  altre  indeterminate  col  va- 
lore razionale  di.elTa  , pur  fi  ottengano  valori  razio- 
nali per  ciafeuna'  indeterminata  ; il  che  Ce  avvenga  , met- 
tanli  i loro  valori  nel  quadrinomio  m jr’-j- « ^ -f- r, 
con  che  cobfegùitemó  i divifori  razionali  del  terzo 

M m gra- 
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grado  delle  equazioni , ogni  qualvolta  tali  divifori  fieno 
polfibili  . Non  mi  dilungo  in  dilcorrere  dei  divifori 
razionali  del  quarto , quinto  , &fc.  grado:  perchè  fi  ve- 
de fubito  , che  il  metodo  è generale  , e che  tutta  la 
difficoltà  confitte  in  faper  maneggiare  con  deftrezza  il 
calcolo , acciocché  non  fianchi  la  pazienza  dell’  Ana- 
lifia  (to) . 


i* 


CAPO  V. 


Varii  caji  , in  cui  V Equazioni  Ji  riducono 
a grado  inferiore . 

I.  XAAremo  principio  dall’ equazioni , in  cui  vi  fono 
radici  uguali  . Sia  1*  equazione  generaliffima 
ìT  A x"~'  -H  B x"~*  + C jr""*  &c.  ~ o , e pongali 
y — jf  — ‘(f>  , ofiajfnzy-hf»  ; Ibttituendo  in  vece  di 
X quello  valore  nella  propolla , fi  avrà , come  li  è di- 
mollrato  nel  Capo  fecondo  di  quello  Libro , nunL5.  e 6, 
-f  >4  f”-'  4-  B f”-’  -f  C &cc.  4- 

+ ( «I  — ' I (/n — a).  B +: 


( 


m.Cm — I 


V-  + 


(m  — I ).(  nj  — a) 


.A  f"-’  -h 


( OT  — a ~).r  m — 3 ) 


( 


OT  . ( m — T ).(  m a ) , 

.<p  4- 


B^"-"»&c.  )./  4- 


2 ■ 3 

(m  — — a).C/n  — 3) 


■Af-'  + 


V-'  6cc.y>-  &C.  „.+/=«. 

® • 3 ■ / 

La 
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La  propofta  equazione  abbia  due  radici  uguali  , una 
delle  quali  fia  ® : ciafcun  vede  , che  nell’  equazione 
trasformata  , y^x  — <p  dovrà  necelTariamente  avere 
due  valori  uguali  al  zero  : per  veribcarli  ciò  , fi  efige , 
che  fvanifeano  i due  ultimi  termini  dell’  equazio- 
ne in  y , dovendo  effa  efler  divifibile  per  y'  , per 
la  proprietà  de’  fattori  dell’  equazioni  : dunque  ià> 

rà  <?'”  4-  <?>'"-*  4-  B -}-  C &tc.  0 , ed  ancor 

m 4"  ('«• — i).A  <p"~*  4-  {m — ■ a),  fl  *'*-*  Sic.  ~ 0; 
e perciò  f dee  far  verificare  la  propofta  equazione 
+ A x"~'  Sic.  = 0 , ficcome  ancor  l’altra  m x”-'  4- 
( m — 1 ) . A Jf*"*  Sic.  = 0 , la  quale  fi  ottiene  molti- 
plicando ciafcun  termine  della  propofta  nel  fuo  efpo* 
nente  , indi , dividendolo  per  x . E’  facile  a vederli,  che 
quella  lèconda  equazione  abbia  per  valore  della  x Is 
f una  volta  meno  di  quello , che  1’  abbia  1’  equazio- 
ne propofta  ; perché  elTa’è  il  coefficiente  del  fecondo 
termine  dell’  equazione,  in  y , che  chiamo  N , princi- 
piando a contare  dall’  ultimo  ; e l’ equazione  propolla 
e appunto  1’  ultimo  termine  , il  quale  chiamo  M ; onde 
nella  fuppofizione  di  y —q  y farà  Mz=N y,  e perciò  fe 
M ha  due  volte  per  divifore  y , N l’avrà  una  volta  fola. 

11.  Collo  ftelTo  metodo  fi  dimoftra,  che  fe  la  pro- 
pofta equazione  x^  + A x”~'  4-  B x”~*  Stc.  =:  0 avrà 
un  numero  n di  radici  = f , 1’  altra-  equazione  •(  ' 

m x"-'  4-  ( «*  — I A jc"-*  &c.  avrà,  radici  =:  f di 

— -■-!  ^ ^ ' 
numero  n — i ; onde  x — 9 farà  un  divifore  co- 
mune delle  due  equazioni  . Ciocché  s’  è detto  di 
più  radici  eguali  a f , vale, per  più  radici  eguali  a t, 

^ &c.  ; fe  adunque  ti  troverà  il  malfimo  comune  di- 
'^ilòre  delle  due  equazioni  M , N y quello  conterrà  le 
badici  eguali  dell’  equazion  propofta , ma  innalzate  ad 
una  poteftà  minore  ai  una  unità  . Sia  P il  predetto 
malfimo  comun  divilbre  > e fi  divida  M per  P , ed  il 

M m 3 quo- 
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quoto  fi  faccia  M'  ; conterrà  Af  le  radici  dell’  e- 
quazion  propofta  , le  quali  però  faranno  tutte  a fempli- 
ce  potefta  : trovili  ora  tra  Ai',  e P il  maflìmo  comun 
dlvilbre , che  chiamo  P' ; conterrà  tutte  le  radici  egua- 
li , ma  a femplice  poteftà  ; fe  per  P'  dividafi  M' , on- 
de il  quoziente  fia  M"  ; conterrà  le  radici  dife- 
guali  deir  equazion  propofta  ; le  quali  cofe  fono  fa- 
cllitlìme  a comprenderfi  fenza  ulteriore  fpiegazione . 

, III.  Sia  ora  un’  equazione  , la  quale  contenga  ra- 

dici eguali  nella  quantità  , ma  una  fia  pofitiva  , e l*  al- 
tra negativa  , come  farebbe  x a ^ x z=:  — a . Oflervo 
in  primo. luogo,  che  in  quelle  equazioni  la  x non  po- 
trà ritrovarfi  a lòie  poteltà  difpari  ; imperciocché  po- 
fto  che  tale  equazione  fia  x*  + A + B x*~* . . + X 
r;;  0 , in  cui  tè  numero  difpari  : e melfa  in  primo  luo- 
go a in  vece  di  x ; farà  a + A 4-  B a'-*.  -,  -f-  K—o: 
foftitulta  in  lèguito  — -4perjf’,  farà  — a» — A 
B a‘~*  . . . + X zzz  ot  t lòmmate  quelle  due  equazioni, 
farebbe  n K z:=z  o ^ il  che  è un  alTurdo  . Se  poi  1’  equa- 
zione abbia  le  fole  poteftà  pari  , allora  è legno  che 
tutte  le  lue.  radici  fono  tali  , che  una  ne  eguaglia  un’ 
altra  prefa  col  légno  contrario  (i  i)  : e 1’ equazioni  di  fi- 
mil  fpecle  fempre  fi 'abbalfano  per  lo  meno  ad  un  gra-- 
do  minore. per  la  metà  del  grado  loro,  ponendo  , 

e foftituendo  ;-,onile  . fel  11  equazione  in  * non  fupera 
il’  grado  ottavo  , quella  in  y non  fupererà  il  quarto  , 
e perciò  i valori  della  x fi  potranno  lèmpre  in  tal  lup- 
poli zlone  determinare  . Finalmente  1’  equazione  con- 
tenga poteftà  pari  e difpari  della  x : divìdali  detta 
equazione  in  due  parti , una  delle  quali , cbe^  chiamo  Af, 
fia  la  fomraa  dei  termini ,'  in  cui  ar  è a poteftà  pari  , 
più  il  termine  noto  ;•  e l’altra,  che  chiamo  N"  af,  fia  la 
fomma  dei  termini,  in  cui  x è a poteftà  difpari  : io 
' dico 

• ; . ^ ' -.J  ■ 
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dico  y che  tanto  M , quanto  N andranno  eguali  al  ze- 
ro , le  in  vece  di  x ponganfi  le  radici , che  fi  eguaglia- 
no nella  quantità,  ma  hanno  fegno  contrario  . Imper- 
ciocché M è inalterabile  comunque  in  vece  di  x vi  11 
ponga  la. radice,  cioè  col  fegno  -|-  , o col  fegno  — ; 
in  N X poi  tutù  i termini  quantunque  fieno  inaltera- 
bili nella  quantità  , palfano  però  dal  polìtivo  al  nega- 
tivo , o al  rovefcio , col  Ibltituire  in  vece  di  x la  ftef- 
fa  radice  prelà  prima  col  fegno  , indi  col  fegno  — ■ . 
Ciò  pollo  , fia  M + N X ~ 0 ponendo  in  vece  di  x 
<f  ; e fia  fimilmente  M — N x=z  0 Ibllituendo  — a 
alla  X : lòmmando  , e fottraendo  quelle  due  equazio- 
ni, fi  troverà  N ~ 0 , M—  0 , come  l’opra  alTerimmo  . 
Da  ciò  ne  fegue , che  il  malfimo  comun  divifore  di  M 
e di  iV  , che  chiamo ^ , dovrà  contenere  le  radici , che 
fi  eguagliano  prefe  c^  fegno  contrario  ; non  potrà  , 
per  quello  che  fi  è detto  , contenere  la  ar  a fo- 
le potellà  difpari  ; anzi  dovrà  contenerla  a fole  pote- 
ftà  pari,  perchè ùn  M,  ed  in  N non  fonovi  che  pote- 
ftà  pari  di  jr  (i  2)  . Se  adunque  R non  fupera  T ottavo  gra- 
do , fi  potranno  lèmpre  determinare  i valori  della  x ^ 
che  appartengono  all’  equazion  propolla  . Vogliali  per 
cagion  d’  elémpio  efaminare  fe  1’  equazione  feguente 
X*  -f-  X*  “2  X*  “l"  4 X*  -f—  2 X -{-  4 X 4 — 0 abbia  ra- 
dici , delle  'quali  una  ne  eguagli  un’  altra  prel’a  col  fe- 
gno contrario  : eccone  la  pratica  facililfinia  . Divida 
X*  -f-  2 X*  -f-  2 x’  -f-  4 per  X*  4x’-  4 , cioè 

Af  per  iV , e non  curato  il  quoto  , ottengo  per  refiduo 
X*  4-  2 : divido  ora  N ^ cioè  x*  -}-  4 x’  -f-  4 per  2 ,' 
ed  ottengo  per  refiduo  zero  ; dunque  x’  -f  c è il 
malfimo  comun  divifiire  di  M ed  N , il  quale  dee  con- 
tenere  le  radici  ricercate,  che Ibno  appunto x — \/ — 2# 
-X  — — v'— 2 immaginarie . 

IV. 
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IV.  E generalmente  <f>  , e a,  fieno  due  radici  dell* 
equazione  -j- A x'”-'  ...  4-  AT  — o , e fia  x data  per 
f f € quantità  noce;  làcciafi  X funzione  di  x,  come  ^ 
® di  f (^i  3)  > e poiigafi  X z:zyf  dalla  quale  equazioi'ie  fi  de- 
termini X per  y , e quantità  note  , e poi  foftituilcafi 
nell’equazion  propofta  in  vece  di  x il  fuo  valore, onde 
abbiafi  l’equazion  in  y,  cioè  y -j-  X'  y-*  + H^y^  * . . . 
-f-  A*  — 0 . Egli  è certo , che  palTa  fra  <f>  ed  una  radice 
deir  equazione  in  y quella  fielfa  relazione  , che  palla  fra 
X ed  X,  cioè  fra  f e x (14);  e che  perciò  una  radice 
dell’  equazione  in  y lare  eguale  a x . Quindi  le  nell’e- 
qnazione  in  y fi  cangi  y in  x , le  due  equazioni 
X'"  -\-j4x”-'  f X'' A' x’'”’  &cc.  avranno  un  cornuti 
divifore  : fi  ritrovi  il  mallimo  comun  divifore  di  quelle 
due  equazioni,  da  cui  fi  ricaverà  il  valore  di  x^  e indi 
il  valore  di  <f> . Avvertali , che  quello  metodo  efige,  che 
r equazione  X =:y  Ila  rifolubile , acciocché  fi  polTa  de- 
terminare il  valore  di  x per  y . 

Sappiali,  per  cagion  di  efempio  , che  due  radici 
deir  equazione  x’  — x* — 14  x q- 24=  0 moltipli- 
cate infieme  eguagliano  6 ; farà  adunque  x 6 , e 

^ 6 * I ^ ^ y 

^ ~ ; e perciò  — = X ; dunque  x rr  — : e lo- 

ilituendo  nell’equazione  propolla  — in  vece  di  x , fa- 
rà ay’ — 7 y'  —■  3y  -h  18=0:  e cangiando  y in  x , 
otterremo  ex’  — 7,*  — 3x-f  18  = 0.  Il  malfimo  co- 
jnun  divifore  di  quella  e della  propolla  è x*  — 5 x q-  6; 
da  cui  fi  ricava  x =:  2 , x = 3 , che  làranno  ?»  , e ^ 
dell’  equazione  data  . 

V . Palliamo  ora  alle  equazioni , che  chiamanll  ea«- 
vertiòili , altre  delle  quali  lono  efi  grado  difpari , altre 
di  grado  pari.  Quelle  di  grado  dilpari  fono  comprefe 

ia 
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in  una  delle  feguenti  due  formole , in  cui  i coefEcienti,  e 
la  quantità  a poiTono  effere  di  valor  pofitivo  , e newacivo' 

I. x*  ->r  A ax"”  + B + C4*x’*-‘ r.  , . 

P a"  X"*'  -f  P «'•  + ' x" ^ c a*"~^x* 

"f*  -B  4*  X*  + A a*  " X -f-  a*  ~ o . 

II.  + A a x*"  + Ba*  X*"-'  + Ca’  x*"-\  

-i-  P a"  X”*’  — P ìT**  x" — C «*  "“*  x’ 

— B a*  *“*  X*  ——  A a*  " X — a*”-*'  — o ; 

quelle  poi  di  grado  pari  fono  contenute  in  una  del 
tre  feguenti,  in  cui  fimilmente  A ^ 5 , he.  poflbno  ef- 
lere  comunque  pofttive , e negative  : 

I.x’  " + /€  4 X*  '•-*  + B 4*  x’  + C 4’x*  . . . . ; 

+ B 4"  x". . . + C 4*  x’+  fi  4*  x*-f  A 4’ 

+ 4*  " 0 . 

n.  X*  " + 4 X*  + B 4*  X*  -I-  c 4*  X*  . . . . ; 

+ P 4’"x>  C 4"  -’x‘+S  4^  X 

+ 4^"=0. 

III. 'x^--*»  fi4*X**  +C4’X*'"-*  , . . : 

+ B 4*  *41  /»  4 • + C 4*  x’ fi  A*  V 

A A*" X 4**4*  ~ 0. 

VI.  Egli  è evidente , che  fieno  quelle  formole  ge- 
nerali per  tal  modo  coftituite  , che  mettendo  nelle  tre 

prime  — in  luogo  di  x , e nelle  due  ultime  — in 

luogo  della  llefla  x , 1’  equazione  non  fotfra  cangia- 
mento y ma  rimanga  quale  era  prima  ; la  qual  cofa  in- 
dica , che  le  radici  delle  equazioni  convertibili  fonò 
reciproche  le  une  alle  altre  ; il  che  fi  può  conferma- 
re con  quello  difeoriò  • X«e  radici  della  propofta  deono 

elfere 
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efTefe  reciproche  a quelle  Jella  trasformata  , pel  nom. 
1.3.  del  Capo  2.  di  quello  Libro:  ma  nel  cafo  prefentela 
trasformata  è la  ftelfa  della  propolla  ; adunque  la  pro- 
pella avrà  le  fue  radici  reciproche  : e perciò  chia- 
mando <(>  una  qualunque  delle  dette  radici  , vi  do- 


vrà elTere  fra  le  altre  ~ . Quindi  dovendo  efle- 

re  difpari  nell’  equazioni  di  grado  difpari  il  nume- 
ro delle  radici  1 ne  fegue  , che  tra  elfe  ve  ne  fia 
una  reciproca  di  le  ItelTa  ; onde  converrà  che  fia 


? — , o fia  <p’  zz:  a*  ; il  che  fa  vedere  , che  tutte  le 

equazioni  convertibili  di  grado  difpari  avranno  una  radice 
uguale  ad  d ,0  — <i;  che  però  làranno  elattamente  divilibili 
per  X — a fO  per  x + a . Pertanto  le  prenderemo  la  pri- 
ma delle  noflre  formole  generali  di  grado  dilpari  , 
e fe  uniremo  infieme  i termini  ugualmente  lontani  dal 
mezzo  , cioè  il  primo  coll’  ultimo  ,.il  fecondo  col 
penultimo  , e così  dilcorrendo,  onde  fia 


( "4«  -i-  a>"*'  J + A xa.(x^  -f  a» 

-f  B d*  Jf’.  -i-  . P a"  x".(  X + a ) = 0 : 

e collocata  — a Wlle  quantità  chiufe  tra  parentefi 
in  vece  di  x;  l’equazione  fi  ridurrà  a zero  . Lo  flef- 
fo  ancora  fuccede  fe  fi  operi  nella  medefima  maniera 
intorno  la  feconda  formola  generale  delle  equazioni 
convertibili  di  grado  difpari  y ponendo  per  altro  -f  a 
in  vece  x . Per  la  qual  cola  1’  equazioni  convertibili 
di  grado  difpari  della  prima  formola  faranno  divifibili 
per  x + a,  e quelle  della  feconda  per  x — a\ 

VII.  Si  efeguifeano  attualmente  le  divifioni  , ed 
otterremo  il  quoziente  della  prima  formola  divifa  pet 

X -j-  a , che  avrà  la  forma  feguente  

x‘ 


q A . P70-  y.  j 


a 3. 


y!^,*  ZZ.  — »r  a,^’  !2Z*  -j-  4«  **  '*  •■  f . -•  -^  > 

X + 4 ■ •■-».<  «.  - . i 

..+  j;x  i-oD  . - ^ x Ih  t-o 

■ A 4*x’""v . . ;. 


/ >T*  "*"•  » -4-  * \ 

4 — )=  a x*”-> 

' X+4  ^ • /.  ■ " 

— + -;;;„.i^-o:  :I  : ‘v  ~ ^s.  ^ 

XI  M-l  -J-  4t  m_  j \ 


?<c.  ?<c.- 

E raccogliendo  infieme  tutti  quefti'  quoziente  parziali , 
ed  ordinando  ' la-  fomma  ^ x y e ponendola  o ; a- 
vremo  l’ equazione  digrado  pari  x»""»  4-  {A-—\y.  a y* 

.+  (B  — ^ + 0-  4*  X*’"-* , ..-t  C'B  — A+ 1 x« 

+ ( /f  ‘ — I ) .-a»*-»  X 4’"=  0 , che.  è una  equazio- 
ne coavertilule  . Dalla  fetwnd^  foriuola  generalq  divifa, 
per.x-7-.4,nafce  uValtra^ forinola  convertibilej  di  gra- 
do pari  f cioè  x*  * + ( >4  4-  i ) . 4 x’  »-  » -f  ; :■  T , 

{ 3 A -f-  ì •'1 1'4*  x’'*"'*.&^c.  zi  o ? 7 - r « 

yill.  Refta,  ora  da.  vedere  comedi’ equazioni  fon-^ 
Vertibili  di  grado  pari  poflano  abbalTarfi',  Si  prenda  la 
prima  delle  tre  formole  generali  dell’ equazioni  con- 
vertibili "■>  di-  grado*  pari , ‘ la '^quàtó'  divifa  per  j darà* 

do  infieme  i quoti  de’tecmipi  equitUftanti^^da  qpel'di^flaczzo:^ 
facciafir-f- — — y i 'elevando 'al  quadrato  , ab 

cubo  occ. , fi  otterrà  ^r’  + a 4 +p-=:y  , or  + 

3 4’.  ^ X 4-  y ^ =i  y* , &c.  ; e perciò  abbiamo  + -p= 

- " * * N n 
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y — ^ 2 «*',  if’  -{-  Ti  ^bftituendo  y in  ve- 
ce di  X . Così  ancóra  ( ■*■  — **  + 4 <’  •**• 

4-'6  4 ^ + jr* + 4 

6 — y.'  fi  foftituifca  ili  Vece' di  j?’  + iPfuo  e- 

X 

guàte  *y  2 a*-,'  "éd  'aVre^  ir*  ' =f  ^ = y*  4 <** 
y2a^;  e generalmeme  y + ^ i=/-7-rtf  * y*  » 

2 - : ■>  ' i 2 . 3 ' ' f' 

*>  r'.Cr—^XC»-— — 7 ) .-  i-  I ■ ì /•• 
rf  i — — ^ — — v’'-»  .d<c./  la  q»al  fè-» 

• ‘ -*3*4‘  ^ - 

l'iè  deefi  rompere  lunito  che  fi  giunge  ad  una  pòtthiàr 

negatici  di  y . Si  poflTono  àncora  ritrovare " i-vatóri  'di 

^jr  * **  * • ' t m ^ ■* 

3^  + — dati  per  y ed.  a , adoperando  la  forinola  , con^ 

Cui  fjtfbvatifi  - le'Tothme 'deile*  potefii’  delle  radici  , da 
dol  efpofta  ài  nutn.‘i7..del  Gàpo  i . di  quello  Libro  , fa- 

«endo.  fà.r  figura;  41 4»l«  «dici  ^ àd_  <r , *d , — , e . ponen-r 

db  y i±Tr-^  i'in  luo^  dél4  l^ro  fómihà  M-i  ed  x*+^ 

ih  lubèi(7'^i''2if  éd  à*’  ih‘1irògò“di'  B lomitta  de- 

gli an}bv  ),  e eero;  in  .luogo  di  C,  D ^ &cc,  fomma  dei 

terni  y quàterni  &o.  ; onde  farà 

• ^]“  ' J*  f’  AJi*  2*  f*'  ^ ^ 


: ^ ; .ryj  , ■/ 


M i' 
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.1, 


w I \ 

'M  1 M I'  a *»*<-  i .sr  y* 

.}/lZ  —yMi — ^ a'  Mi  = y^  — 3 a y 

JH  4 = y 3f  3 «*  >1  a ==  y*  4 4’  y 4-  « 

Mò=y  H,4  ~ M 3 ?=/,—  § + 5. ^ 

§:c.  Scc.'  8<c. , 

dal  quale  andremo  non  è dllfibilc 

■^ir- 

f 

Jr»' 

■ ' 'V'’"- 

lori  4à  jr -f  -«- , jr’  4 — i &c.^  nell’  equazione^  di  fo- 


le ritrovare’  la  for- 
mula generale  per  jt  -j[-  — ^ * Si  fpftìtuifcanó  quelli  va- 


<.  -I 


(jr"7V4v^^^).^=o, 

r j.  - ■ • ■ h-J  . ' ! 0 "■  , . , ' 

e il  avrà  una  nuova  equazione  colla  incogmu  y , che  la- 

jà  del;  gtfido  lapf  cioè  di  Aìn  grado^ni^one-^r  la  me^ 
del  grado  che  ha  la  propofìa . Se 'quella  '^uazlohé  in 
••y  farà  tUblùbìle-i  fdlhniendo^  {e  ‘ihdici!^^^  fuppo- 


t.  -i 


Jftp  e9P9f^P9e,4(  .rl-_ y ,;  ,OV,y,^  , f.  rr^^y,  ^ ;4^  ; « , .4, 

'fi  avranoo  coUà' iKoluzipne  di  quelb  radici 

della  propofla  : Nella 'llefla - maniera  iì  operi  per 


If! 


r‘  -;i-  tr  -‘i  ^ . r _7  r:_  t \^  k\'  '-■ 

.CihP  Jh  veqp  di!  # :ib  », ^ flee  W ^ ’TI^^  ¥ 

Ognuno  può  di‘ciò'fadilipeftte'  cbfH%!C^  da‘-‘fe  me- 

te  iormole 

'da  per  'Sia 'réquaàiófie 

<vTf  * y.y  .4*  3;#^vr!rf /#’*=?  <»  » Sìidàxidf -qi^^ 

• • , il.K  r.  ,^e 

a C «4 
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ne  per  x’  , ond»  fia  V'-H  —t  + o4  r 

c portando  x'-^  y > ® foftituendo-,  farà  y a 4 

4_  3 ^ y-  4.'  zVt£:  ò ; cioè-  y’  + .a  a y = » ; <^a  cui  ricavo 

, .h  A . >>x  •'  a’  

y— P,  yr=  — Sf  ,-e  .per  ciò  avremo  .*•  + --  — 0 > 

X + -t— — - s Dalla  prima  di  quelle , equa  ziom  n- 

y . • * Jlf  ^r-*  ''  . j I"  i * --  ^ f i 

cavo  X :=  + v/— ^4  immaginaria , e dalla  fecónda  ot- 

tengo  xj .+  3 4 X =-Tj-  «’ , cioè  ar  = — ^ + V — • 

'TX. ‘Vengóno’’>iterei^tó  con|fiderMÌòiie  i 

binomii  x"  + «**  0 * i quali  rifoluti  danno 

•L.  ‘.i.y  . ',0  < ; . £'•11'  4.1 

'xii^:  'ytf  4-  ò'fiax=4  V^4:  r'  J’»  oirte  fe  .trovere- 

-l»OjtuttBi.dai:,rt(rici  deli’.iuqità.j  t^ptp  ;polÌHva, 

quanto  negativa  ,,  potremo  afTegnar©  eziandio  tutte  le 

»fadfci  ’y  i>  qba1fivòg!id^V(ià3Ìbhe7'crie-tnan-^e^^^  pm 
idi  tdue'tefnùtiìt  ciò,  la  'foluziou ^ completa  di 

iqqefie.n  equaziotù  w dipep de  j dalla  ^foluzvon^  delle  due 
-«ojHh:  ipiA*  >*"  compolto 

,ue«akra 

fuppongàfi  X'  = y.,  farà , fatta  la  foftituzione , ± * — ‘ 

Su’óponialjw  Órà  'dìèM  valcJri^di  y ; cioc'tut- 

.te  Icti^diói  ^ * 


rd''x^‘±*r  f * é -perciò  r intantófe  fi  moltiplichi 

-X  <--.i  y \ , ' T iff!  i'i  t..  'jh:  ..  . j.  > « - 

per  ,tutf^;Te!iF»dici  .dell’ unità,  una  delle  qua- 

‘lifri  'fll’;  le 

' ^dìcì  quejlme  dell’ um'tà  dalfa  foluzione  deU’equaz^ne 
il  — i ::::;  o.chi  troverà  le  radici  di  yHh  i ~0)r’*— 1 


avra 
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avrà  trovato'- àrtcoftiÌ*'^e'‘ftdIèf^^' 

.qui  fi  conofeCj  .che  wV- awise  ^ Ipluzicine  dell’equa- 
- -•zione»  jr!"  + I — o , bafta  trovarejCp^fta^fd^iiPrtè  riél 
calò  che  in  fia  un  .numero  primo . Tutti  1 nume^l^^rl- 
’.jni  fono  difpari  eccettuatone  il  2,.:  . in  què{ìò*'fecoirdo 
i cafofarà  r equazione  a’  -rrr-  i.  — o ; 

come  J aiteora  -A*,  + ij;f=  9 »_ed 

v^— !■:  e nel  primo  cafo  fe^lleqaazmnéfia,  a7 -f- 
porto  — J«r  in  luogo  di  A , 1|  equazrone  fi  cangia  m 
x”  — I = a . Refta  pertanto  ohe  vediamo  come  fi  poflaoo 
-ritvòvire  . ti^titrle  radjci , (Jj^ll’ eqoasrione.  a” — * » 

nella  fuppofizione  che  m fia  un"  numerò  primo  dtfpan  . 
Y ' - -X.  Jl  binomio.  <x’”  — * i =:  0 è,  una  eqQazipn  , con- 
vertìbile ) iti  cui  i coelficienti  A , É &c.  fono  zero  f li  - 
na delle  fue  radici  è 'a  zz  1 ; dunque  farà  divifibile 
per  A—*  1 d r èd  elegnita  la  rfivifione-,  fiavra  un’àl- 
tf a eqnaaoive  < 'Cpqvertibilq  x^r  * ;6^c-  4"^  f.*  i~ 

x+  I per  lò  nnni._^5  r Se  fr^  faremo  x + ~ —yy 

e mediante  quarta  equazione  fe  elimmerèmo  fa  "a  avre- 
mo , come  fi  è fatto  vedere  num.  8^,  una  nuova  equa- 

zione  coir  incognita  y dd  grada>2^'‘j,tla  quale  ! fa» 

rifolubile , pur.d^-il  grado  fia  minore  del  quinto 


grado,  oiBà  m<  ii  . Donde  fbgùe,  \'he  1 cbll' è fportio 
metodo  poffiamo  darcela  foluziéne  completa  delie  e- 

} nazioni  a*  — * — 9 > x*  — j 0 , ^ ^ ^“ÌS” 

fancora  (fi  tutte 'le  altre  della  forma  xf*  jp  <*  > 

cfeè  fia  ;«  i=  3^  X 5*X  7^(num.pi!€jee40  ? e*Sl»<&è.r§B- 
-piamo  tfte^rifol vere  l’ equazione  A*.-t  i.  ^ o^pOt^^ngo 
eziandio  rifolvere  (ucce  quelle  della  medefima  forma,purchè 

Telpo- 
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i'4’dponentcfia  «n  numero  «ompoft®  ^Ua,.feguent?  n»' 

cioè  X 3*  X 5*X  7%  k lettere  peche 

«fprimenio  numeri  intieri  € pofitivi  « potendo  dcuota- 
/re  ancora  il  zero  . Si  vogUano  per  «fempio  k emette 
radici  xieireauazione  Jt*  ■ — i — ® qoefte  e 1 

* unità  : e ' 4ivÌfa  poi  V equazione  per  « i t «aioera 

^ i|i  X*  +'x  + 1 z=  0 : pongo  y =:  Jf  4.  i , ed 
‘ avremo  x’  -j-  = y*  — a : e dividendo  la  predetta 

' nuova  equazione  per  *’ , avreino  x’  ^ + Ti 

+ i'=  0 ; dunque foftiWendo^y’  + y— 1=  q;  dondefi  trae 

< ' ; 1.'  / : I .1  • <’  • 1:1 

rfvTs 


ma'èy  :;=.x  + — — 

V ' . JC  . 


+ . I , 0 ; dunque  * = ^ ^ collocMdo  fuC- 

«effivamente  In  veCe  di  y i i&oi^lon  dianzi  ttf- 

vad;Tarà^.==ril+Ì^  " 


u6 


■ ■ ■ i <1—  >r^  j 

I o d~  ^ 5 __ 

id. 


>a 


— 1 4-  a/T _i_  %/ ^9  v/  5 . ■»/—  I > ^ 

-"--"“-^±1  r-vr^ — • 

< *•..  • •'  ■ .1  ■ /.i'. 

^ 

.T“*^  IO — ^ £ccq 

fletermiaatc  ' le  cinque  radici  qi&ite  dell*  unità . iLe  ra- 
^dici  ièik  , -e  fetonte  deli*  unità  'Spendono  dalla  rifoln- 

• - . • j ••  ....■  . • , • aio- 
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zione  deir  equazione  del  terzo  grado  le  ottave , no- 
ne ,,  e decime  non  conducono,  ad  equazioni  più  alte 
del  quarto  grado  ; le  undecime  pei  richiedono . la  rifo- 
luzione  deir  equazioni  del  quinto  grado  y che  non  lì 
$à  - fìft  ora , . generalmente  parlando  ^ elegui re  . Quan- 
tunque non  h abbia  una  generale  rifùluzione  analiti- 
ca dfl  bino^^o  xf'i-  »»  lappiamo.,  però  efprime-. 
re  tutte  le  lue  radici  mediante  la  divilione  della  peri- 
ferìa del  Circolo  in  parti  uguali  , come  faremo  ^vedere, 
nel  Capo  io.  . , . 

XI..  Dalia  Ibluzìone  completa  delle  equazioni  di 
due  foli' termini , odia  de’binomii»  dipende  La  foluzio-, 
ne  completa  di  moltiflùne  altre  equazioni,  le  quali  ne 
contengano  un  maggior  numero  : tali  fono  le  lèguentr 

^ 4x'^  ‘-h  B =0r,  _ , 

JT*  " •+  >4  jt-»»  B X"  C ~ o , . • _ 

, *4  -f  vB  ;t*»  -h  C jer  H- D = ff  . 

Imperocché  polla  x"  =zy , e foftituendo , farà 

-f-B=o,  ' - V ; 

y*  + >4y’-hBy4*^=05 
+ A y’  + B y'  Cy  + ^ 

le  quali  li  fanno,  rifolvere , e perciò  fi’fanqo  determinare  I 
Calori^  di y',  quindi  chiamato  qualunque  at  effi 
avremo  tp  z=z  y z=z  x” , che  è una  equazione  a due  ter- 
mini, da  cui  ricavali  ir  + ( num.  p.jjelprellà 

per  ir  una  qualunque  delle  radici'  mejime  deir  unità  . 
Dunque  lì  fanno  trovare  tutti  i valori  di  x delle  equa-  • 
zioni  l’opra  efpofte  . 

• XlLDalla  compiuta  rìfoluzione  dei  blnòtnll  dipende^ 
ancora  la  foluziooe  compiuta  delie  equazioni  ^ che  han-' 

■ i no 
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no  ia  fegu€nte  forma  y"  — m a’ y"*"*  + ..■ 

m . (w  — 4 )-(  w — 5)-j-< 
” 2.3  * 


m . ■(  rrj‘—  3 ) 


m.(  — y + 

■2.3.4-  • " ’ 

'm  cui  <1* , e’r  poflbno  effere  quantità  ^pofe  i^ , e ne.- 

gative  come  fi  vuole  . Si  faccia  * ^ ® 

quella  equazione  eliminata  la  y dalla  pro^ofta , ed  in« 
trodotta  la  ■*  , fi  avrà<(,  num.  8.  ) *"  -f:  + A*  = ® # 

cioè  x’* +-»*'*  + = 

jczziity.  ^ — + \/  ^—4*  ]r,  denotando  * una 

qualunque  delle  radici  meftme  dell’  unità  : “mà  fi  ^ fup’ 
pofto  y = W.^  ; dunque  y=  ' 

,X  (--+»/  -■—  > 


+ k*  '■■'• 


; e. moltiplicando  il  nu; 


> 1 


/ A-  . /6’-  \ ^ V 

,x(— — + Y— — ‘ ì 

meratore , e denominatore  della  frazione  per  , 

- 3 i , I c 

{ i!l' y/— «*"  cd  inolite  il  nuiheratore 

\ 2 I 4 • ~ . ■* 

pe" 
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per  T.*,  il  che  fi  può  fare  falva  1’ ugungUaaza-,  per  ef* 
lere  = i ; avremo  fiaaimeme  . • • 


y 


' M LM  t Lìm  . -! 

^m-x  y^r — — —,  1/ 4”"  ■ y*  . Avvertafii  che  uni 

' 14  ' - 

p 

parte  del  valore  di  y viene  moltiplicata  per  t,  e l’alira  pec 
1?'""*,  perchè  quelle  due  porzioni  moltiplicate  infieme  deo- 

no  dare  a' , corrlljpondendo  una'  ad  jr , e l’ altra  ad  — ^ 

che  moltiplicate  infieoie  danno  4’ . Per  la  ftefla  ragio- 
ne il  légno  -f-  vaierà  quando  a*  è' pofitiva  J ed  il  fe- 
gno — quando  4*  fia  negativa , ed  m numero  pari;  im- 
perciocché in  quello  fecondo  cafo  , perielfere  y ^ x- 

— prodotto. di  quelle  dueVi^rt*^  f«irà  — 4’, a cui 

dee  efiere'  uguale  il  prodotto  delle  ■ due  porzioai  del- 
la radice  y ; - e comecché  ciò  non  lì  può  ottenere  le 
non  prendali  il  fegno  negativo  ; perciò  è chiara  la  ra- 
gione di  quanto  afièrimmo  .^Quelli  valori  della  y , quan- 
tunque non  fi  polfanò  tutti  elprimene  .algcbràlcatneute  ^ 
fi  pufibno  ciò  noli  óllante  rappoeféntaTe  i tutti ‘mediante 
i leni  , e colTeni  circolari,  ed  iperboliéi',  come  vedre-i 
mo  nel  Capo  9.  di  quello  ' ijibro  . . > . > • 

XIII.  Il  Signor  Bezoat  in  due  Memorie  inferite 
negli  Arti  dell’Accademia  di  Parigi  per  1’.  anno  1762  e-. 
1765  dà  un’  idea  di  un  metodo,  generale  per  teitare.  1» 
rifoluzione  deli’  equazioni -'d’  ^ogniM' grado  che,  pongo 
fotto  V occhio  nel  ièguence  efen^io:.>  Voglianfi'iave'» 

0 ^ ii./,  c' .0. 1 • • A.  .dhhi 
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ftigare  le  radici  dell’  equazione  del  tèrzo  grado  + 
p X + q ~ 0 . A quefto  fin»  fi  ibronino  1’  equazioni 
y' — I , x~  1 y ^ èy*:  mediante  quelle  due  equazio- 
ni ii  elimini  la  y,  il 'che  fi  potrà  otteqyere  , le  non  al- 
trimenti , coi  metodi  ‘del  Capo  terzo  di  quello  Libro. ^Si 
moltiplichi  pertanto  la  lèconda  per  y , indi  per  y’  , e 
fi  ponga  in  vece  di  y*  il  fuo  valore  cz:  i dedotto  dal- 
)a  prima  ; avremo  quelle  altre  due  equazioni  x y ^ a y* 
4-  ry’  ^ V : fè~  ora'  colle  due  equazioni 

X — ay+f>y^jxy~av'-\-^>  fi  trovino  i valori 
diy  e diy’  (i  óy,  e quelli  fi.foftiiuircano  nell’  altra  jr  y’  — 
; fi  avrà  x* — ‘3  a b x — <** — ^'zzo,  equazione,la  quale 
paragonata  alla  propoila  , ci  fomminiilra  3 a.  b zr  — r*  p, 
a + ‘zz  — ìj  / da  cui  'eliminando  b nafcE  'a.^  ■+•  q a* 

7~;;r  izz  0.,'  dalla  ^ualé  equazioni  'deh  fèllo  gradò  , che 

* * ' i l 

fi'  riduce  ( Lib.  i.Capl  5.  num.  14.  )-ad  una  di  due  termi- 
ni del  terzo- y fi  potranno  facilmente  ricavare  i valori  di  4 
C Lib.  s.  Gap.  5.  num.  p.)  . Chian>ifi  <f>  uno  del  valori 
ai  à llédbtto'dàllà  predetta  èquazTanèvèttril  valore- corri- 
fpt«\dente  di  b dedotto dalVl  eqila^loite  ^4  ^ z;z p ; fi 
avrà  xzz^)y-t-ji*y*,  nel  quale,  valore  di.  x foftituendo 
faccelTivamente  i tre  valori  dell’  unità  ricavati  dall’  e- 
quazione  — mirro.,  .fi/ cpnfegvii ramno  .le,  ye  cercate 
jadici  dell’  equazion  .propofta; ^ j Da. ’qu/ell’  efempio  li 
può  abhallanza  -..eomprendene  come,  tal  metodo  li  deb- 
ba, applicare  al r. equazioni  dei' gfadi;  fupetiori  . Avvert 
tafi  per  altro  , che  l’ equazioni  , le  quali  fervono  a 
definire  le  indeterminate  4 , ^ , c Stc.  afcendono  general- 
mcAceadrun  grado-  maggtoèe  .di.  quello  della  propolla  : 
« febbeue  Credano' alcuni  ,iche  la  loro  foluzioue  non  rac- 
ofiiudq  , .fe  non  !<?<  la  difficoltà  de’  gradi  Inferiori  a quel- 
lo delia,  pcqpofia . medefima  i ' pure,  ciòr  opn^è.lljto  per 
anco  dimollrato  con  tutta  il  rigore  , ne  fi  è fatta  co- 

no- 
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siofde^  k lÀarikra  di  confeguite^  il  Jor^abbafTime^to^: 
oitredicchè  i calcoli  -rie fcono'  fom/narnewe.  lunghi 
complicati  , da  Icoraggire  qualunque  paziente  Anaiilia  . 
£i  potranno  per  altro  con  quello  metodo  rifulvere.  le 
equazioni  fuperiori  al  quarto  grado,  le  non  generai  men^ 
te  , almeno  in' moltiflìtni  cafh  particolari 'di:  qualche  e- 
i'teniiooe  , come  .li  raccoglie,  dalle  ckat;e  memorie  del 
^ignor  Bezout.  ■'  ‘ ‘ :r.  • ■ 

XIV.  HaVvi  ancora  un  altro  metodo  per  tenta:- 
re  la  ibluzione  dell'  equazioni  di  qualunque  grado  mer 
diaote  alcune  equazioni  , che  £ chiamano  JujU iarie  ■; 
ù veda  T.  andamento  di  quefto  metodo  nell’  elènipio  , 
che  fegue  . Sia  propella  l’equazione  del. quarto  grado 
X*  > a X*  a a X X — * b x —r  m'  b z=:o  . Si  prendano 

* b X X i,-.*..  i 

ine  equazioni-  fullìdiarie  del  fecoinlo,  grado  x x -f  v 
,-Jr  B a , XX  + s X 4".  2 “ o , nelle  quali  le  quantici 
n,  X,  s fono  quantità  indeterminate  s ^da  determi-- 
narlì  nel  pcogrelTo  di  quefto  càlcolo  j : moltiplichino 
1’  equazioni  lòl£diarie , onde  fia  ■ > . ■ ; 


^^-fyx*“h  u X*  -f-tfjx-hsa  o 
\ -f-  / X*  -H  jf’  2;^  X " ' ’ ' ■ 

V'  + -ii*  ■ ■'  ‘ 

* . ^ « -VI  . , 

^ ■j' t - *«i  I f , 

^lafcun  ■ dei  terminirdi  quefe-  equazione  HJl  confronti' col 
iiio  corrirpondence  dell’  equazion  prupòlca  ; e dal  para-  - . 
gone  dei  fecondi  termini  nalcerà  x zz  4 -r-y  ; dal  paragone 

* ^ ; da  quello  de’ quarti 

1.  . 1 ■ j. 

Is  jr  4*  o 5 zz  1 — a bi  finalmente  fi . fofiituifeanò  in  quB:^ 

Ica  i valori  3 ^ z ,'e  fi  avrà  l’  equazione  tra  y/,  ed.  m ^ 

cioè  y zz  Dovendo  eflere  z — a*  bl 

, UU^Ji'bv,  ....  ...  ..  . > ...  j] 

i.  .1  O o 3 * coni 


degli  ultimi  avremo  2 zz 

- - 1.  ■ - • i »i.  < ■'  i.  'itt  1. 
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-converrà  c!ìfe' z ed  u‘ fieno  due  divifori  di— e 
'di  pili  deono  efiere  di  fecondo  grado  ,/ perchè  T equa- 
zioni fuffidiarie  fono  di  lècondo  grado  . 'fucti  i divi- 
Tbri-dl  fecondo  grado  dell’ ultimo  termine  fono  + «^  » 

+ a a . + tf  \/'75  . Fingiamo  u — a b \ farà  y rr:  : 

— 

ac/unqne  una  Helle  equazioni  Ìudìdiarie  farà  x or 

-f  <i  ^ — 0 : ma  comecché  tentata  la  divifione  dell’  e- 
quazion  propoita  per  quefta  fufiidiaria  non  riefce  ; per- 
ciò quefta  equazione  fulfidtaria  è inutile  . Si  prenda  L’ 
«Itro  divifpre  — « ^ , a cui  fatta  eguale  la  lì  troverà 
y izr  o , e r equazione  fulTìdiaria  làrà  x x — a b — o : 
ton  quefta  dlvilà  1’  equazione  propofca  , avremo  per 
quoto  xx  + ax+aa~o;  dunque  1’  equazion  data 
fi  rifblve  nelle  due  x x • — 'a  è o,  xx-}-4x4*«tf  ~o. 

Sé  avefiìtno  prefo  u zzz  a- a ^ fi  farebbe  trovato  y — a ^ 
e la  forinola  fulfidiaria  farebbe  xr7l-4x-|-4«rr:  o, 
per  cui  divifa  la  propofta  equazione , nafcerebbe  il  quo- 
to Jf  x — a b =z  0 . Se  poi  tentati  tutti  i divifori  la 
divifione  non  riefca  , 1’  equazione  , almeno  con  quefco 
metodo  , non  farà  rifolubile . Se  fi  voglia  fchivare  la 
divlfione , fi  determinino  i valori  di  y,  s,  z col  mez- 
zo di  , e fi  collochino  nelle  equazioni  fuiìidiarie  : le 
quefte  'molripUcaté  infiemé  daranno  Vequazion  propoft% 
avremo  ottenuto  l’intento  ; altrimenti  fi  dovranno  ten- 
tare altri  divifori  . Ma  con  maggior  facilità  fi  potrà 
fare  queft’efame  cqirajuto  dell’equazione  a -t- j y -f*  * ~ 
4 a— a b y di  cui  non^  è fatto  ufo  alcuno,  e che  nafce  dal 
paragóne'  del  terzo  tehnine  dell^  equazion  propofca  col 
terzo  dell’ equazione  nata  dalle  fulfidiarie  fra  loro  mol- 
tiplicate . Se  i valori  adunque  di  « , y , j , z , mellì  nella 
precetta  equazióne  la  renderauno  identica  , ferviranno 
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'efli  alla  ' défiileTata  rifolitzIone  r al  contrario  franile 
'inutili.  La  rifoUizione  dell’  equazioni  del  quinto  gra- 
do fi  può  tentare  con  due  l'ullidxarie  , una  del  lècondo,  e 
l’altra  del  terzo:  quella  del  fello  grado  fi  può  teatare  con  duo 
del  terzo,  o con  una  del  fecondo , c i’  altra  del  quarto;  ma 
nei  gradi  fuperiori  il  calcolo  riefce  intrigatifiìmo  , e fpef- 
fo  conviene  rifolvere  delle  equazioni  di  alto  grader,  e per- 
ciò rutifità  di  quefto  metodo  é dentro  certi  limiti  riftretta. 

XV.  Il  Signor  Dottore  Malfatti  Profefibre  di  Ma- 
tematica nell’ Univerfità  di  Ferrara  in  una  dotta  Dif- 
’fertazione,  che  fi. contiene  nel  Tomo  quarto  degli  Atti 
dell*  Accademia  di  Siena  , finge  quefte  formole 

» — J 4_ 

x'-f^  m y^/=o  -f- -f  v^/ 

• 4 _ ' * 

= e col  metodo  dei  reciproci 
manfrediani  libera  le  medefime  dai  radicali  ; il  che 
fi  potrebbe  ottenere  ancora  qoi  metodi  infegnati  nel  Ca- 
po terzo  , donde  nafee  x*  — m*  o ^x*  — ^ m n f x 
-f-  m’/’  4-  «’/ rz:o  &c.  ( le  Ipecie  /n,  n ,p,/In  quefrt 
formole  canoniche  fono  quantità  indeterminate  , che 
fi  determinano  in  progrelfo  ) , Prende  in  feguito  1’  e- 
qnazioni  generali  di  lècondo  , terzo  , c quarto  grado 
e le  confronta  colle  canoniche  corri  Ijpondenti  y ugua- 
'gliandcr termine  a termine,  e viene  con  ciò  a determir 
nare  le  fpecie  w , h , /> , rimanendo  fempre  arbitraria 
h / , che  la  fuppone  per  maggior  comodo  eguale  all* 
unità  : e comecché  per  determinare  le  fopradette  fpe*. 
ere  gK  occorre  fciogliere  equazioni  inlèriuri  alle,  pro^ 
pofte  ; quindi  felicemente  ci  dà  la  rilòluzione  gene^ 
Tale' delle  equazioni  fino  al  quarto  grado  . Applicando 
poi  quefto  metodo  ai  gradi  luperiori , fi  incontrano  per 
determinare  ■ le  fpecie  ^ p Stc.  equazioni  fiiperior 

ri  alla  propofta , e fpefib  indeprimibili  ; ciò  non  oftan- 

*e> 
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te  , quamio'  quefte  equaztoDÌ  fono  refluclUli  a gA4Ì 
inferiori  ) fomminiftrano  la  rilòluzione  delle  equazioni 
propoile..  Con  quello  metodo  il  lodato  Signor  Dotto- 
ze  perviene  alla  rifoluzione  delle  equazioni  ,del  quinto 
-grado  in  cafi  di  molta  elienfione  . Il  metodo  da  noi 
el'polto  nel  Capo  4.  di  quello  Libro  per  tentare  la  rl- 
iouizione  dell’ equazioni  in  fattoti  razionali  di  qualun- 
que grado  può  fervire , come  ciafcuno  facilmente  com,- 
prenderà  , a tentare  la  rifoluzione  in  fattori  ancora  irra- 
zionali. il  Signor  Waring  nelle  lue  Mlfcellanee  Anali- 
tiche  credeva  d’avere  generalmente  .riiolute  l’^qquaziom 
di  quinto,  e lèHo  grado  : ma  quell’  Uumt^'beudiè  gnqid^ 
fu  delulb  da  un  fottililJìmo  paralogifmo  . In  una  Copia 
' del  fuo  Libro  , che  mandò  in  dono  alla  nollra  Accademia 
di  Bologna,  li  trova  di  Tua  mano  corretto  quello  errore. 
(i7>  -i- 


C A P O VI.  - 

/ . . , ■ 

Delle  Somme  f e dei  Termini  'generali 
delle  Serie . 

tI;  X-  A ferie  altro  non  è , che  una  congerie  di  nume- 
X J ri , o di  quantità  ohe  li  fuccedosQ  con  qual- 
che legge  : tale  61,2,3,4,5  ovvero  'i  , a , 
•4  , 8 &c. , nella  prima  delle  quali  i numeri  lì  fucce- 
dono  con  proporzione  aritmetica  , e nella  ll^onda  eoa 
•proporzione  geometrica.  •,  j •» 

li.  l.a  lettera  n in  apprelTo  dilègna<il  numero  dei 
termini  della  ferie  . Jl  termine- generale  d’una  lèrie  è una 
funzione  di  a (13)  , in  cui  polli  fuccelHva mente  i nu- 
meri naturali  i , 2 , 3 « 4 , nal'cono  i termini  del- 

la lèrie  i per  quella  ragione  ,6u  — 5 è il  termine  ge- 
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aerale  della  ferie  1,7,13,19,  Scc.  . Soimnt  genera- 
le d’  una  ferie  é una  funzione  di  n , in  cui  pollo  in 
vece  di  n un  numero  incero  , fi  ouieiie  la  lomma  di 
tanti  termini  , quante  unità  fono  in  quello  ; per  tale 
ragione  3 n'  — 2 n è la  fomma  , generale  (fella  predet- 
ta ferie  . 

' III.  Sia  vS  la  fomma  dei  termini  n , e la  lèmma 
dei  termini  n — 1 fia  j;  farà  S — r ~ f , chiamato  t 
il  termine  generale  , 1 . ! . • 

< IV.  Lo  fcopo  principale.,  , che  qui  ci  prefiggiamo 
è di  trovare  ia  lèmma  generale  di  una  lène  , dato  il 
fuo  termine  generale  . Diljjerando  di  fciogliere  quello 
problema  direttamenfe  , ^ea  univerfal mente  , ci  propo- 
niamo r inverlo  incomparabilmente  più  facile  a rilèl? 
lerfi , cioè.,  trovare  in  termine  .generale  di  una  ferie  , 
data  la  fomma  generale  : con  quello  metodo  determi- 
niamo la  relazione  , che  paffa  tra  il  termine  , e la  lèm- 
ma generale  di  più  ferie  . . ^ 

i V.,  Dò  principio  dalla  ferie , la  fomma  gctierale  di 
cui  ha  qaefla  lèmpliciflima- forma  j cioè  /f  n .>  KlTendo 
H,  in  vece  di  » fcritto , farà — yly 
ed  S — ; j — t =z  //  ; dunque  il  termine  generale  della 
noltra  ferie  è A ^ e perciò  la  ferie  farà  Ay  Ay  Ay  A Scc.; 
dunque  a rovefeio  , la  lèrie  , che. ha  per  termine  gencj 
rale  la  collante  Ay  avrà  per  lèmma  generale  An  , 

VI.  Sia  latferie. d'olla  fomma  geiterale « + 
B : in  .vece  di, a vi  fi  colluchi  n — i ,.e  farà  j ~A-)r 
• — A-\-B  a B n4*B,ed  S — s z::^  2B  n -f-  A — Brtzc. 

Da  quello  termine  generale ’-fi  forma  la  feguenie  ferie 
divilà  in  due-  ........  . .1 

Uy  Ay  ' Ay  ' a;:  Ày  ' A '^c.  ■ '• 

B y'zB  y ^ByfB  ,‘^ByiiB  he.  " ' 

ia  fuperiore  contiene  termini  uguali  ; T inferiore  e 

una 
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una  ferie  di  termini  , che  crefeono  fecondo  la  pro- 
grdlìonc  dei  numeri  dhpari;  e tucta  è una  progrellìone 
aritmetica  , colla  dlilerenza  dei  termini  z:z  2 B . A ro- 
velcio  adunque,  una  ferie,  che  ha  per  termiae  genera- 
le A — B 4-  2 a B , avrà  per  fomma  generale  A n 
+ B . 

VII.  La  fomma  generale  del  primo  termine  dee 
elTere  uguale  al  termine  HelTo  ; adunque  polta  T uni' 
tà  nella  fomma,  e nel  termine  generale  in  vece  di  n, 
fi  otterranno  due  quantità  uguali  ; onde  l'arà  in  quello 
cafo  A — H 1 itB  ~ An  310 , come  in  reilci  lo 
c . Alle  volte  ciò  non  fuccede  , e allora  è fegno  , che 
alla  fomma  generale  lì  dee  aggiungere  , o togliere  una 
quantità  collante , che  verrà  determinata  dalla  di^eren- 
za  delle  due  predette  formule,  pollavi  in  vece  di  n i* 
unità  (19). 

Vili.  Si  abbia  ora  una  ferie,  le  differenze  di  cui 
fieno  collanti , per  efempio  3,7,  11,15,19  &cc.,  che 
ha  la  differenza  4 . Per  ritrovare  il  termine  generale 
fi  operi  così  : lì  prenda  il  termine  generale  A — B + 
a B n , in  cui  pollo  i in  vece  di  « » làrà  A — B + a B 
=:  + B : quello  li  ponga  uguale  a 3 , primo  termine 

delia  ferie  data  , onde  fu  A + B 22:  3 ; di  poi  lì  pon- 
ga s in  vece  di  x , e ciò  che  rifulta  li  ponga  eguale 
a 7 , onde  lia  /I  -|-  3 B 7 : da  quelle  due  equazio- 
ni fi  determinerà  fubko  A=z  i j B quindi  il  ter- 
mine onerale  A B + c B « per  la  nollra  ferie  di- 

venta 4n — I , e la  fomma  generale  n -f-  a 

IX.  Collo  ffelTo  metodo  il  termine  generale  del- 
la ferie , la  cui  fomma  generale  fia  A n B n + Cn’, 
lì  ritrovai  A — B4-  2 B a + C. — 'SCn-l-  n j dal 

qual  termine  generale  nàfce  la'ièguehte  ferie , che  divi- 
do in  tre  • I . < ' ‘ ' 

... 
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*!/#,•  ' A\  A Sfc.  ■ ' T 

fi»  3 W,  5'B,  7 B , 9 ZJ  &c. 

C,  7 i9<^»3  7 C,6  I C &fc. 

La  prima  ha  i termini  uguali  : la  léconda  hai  termini  la 
progreflìone  aritmetica  : la  terza  è tale  , che,  prdè  le 
differenze  dei  termini  proflìmi,  e poi  prefa  la  differenr 
za  delle  differenze  fi  trova  quefta  coftante,  ed  ugua- 
le a 6 C ; la  quale  proprietà  per  necelHtà  converrà  an^ 
cora  a tutta  la  fèrie  rifultante  dalle  tre  . 

X.  Sia  ora  la  fèrie  9 , 13,  21  , 33  , 49  SfC.  col- 
le differenze  feconde  coftanti  = 4 . Si  uguaglino  i tre 
primi  termini  di  quefta  col  termine  generale  A — B 
-{-  2 B « ■■+■  C — 3 C B -f  3 C n’  ; poflovi  in  vece  di  n 
lucceffivamente  r , 2 , 3 , nafceranno  tre  equazioni , con 

cui  fi  determinerà  yl=:8  + -^,B=o,C  = ~;on; 

3 3 ^ ' 

de  nel  cafo  il  termine  generale  fard  9— 2n4“^«*» 


la  fomma 


n 


XI.  Per  la  ferie  della  fomma  generale  A n-^B  n* 
'+Cn*  + Dn*  fi  trova  il  termine  generale  ^-B-h 
a Bn  + C — • 3 C » + 5 C n*  — JD  + 4 B « —.6  B «*  + 
4 ’B  Quella  ferie  ha  le  differenze  terze  coftanti . 7 

XII.  Da  quello  andamento  fi  inferifce  la  foluzio- 
ne  dei  due  feguenti  problemi  : i**.  Sia  una  ferie  le  cui 
differenze  m fieno  coftanti , per  efempio  le  terze  , ri- 
trovare il  termine  generale  . Si  prenda  la  formula 
A + B n + Cn  + D n*  Sic. , troncandola  dove  n è al- 
zata a terza  poteftà,  perchè  fi  tratta  delle  differenze 
terze  ; dovendofi  il  troncamento  ‘fare  dove  1’  efponea- 
te  di  n è uguale  ad  m : poi  fi  feriva  fucceflivamenie 
X > 3 » 3 » 4 In  vece  di  n , onde  fi^  abbiano  i quattro  primi 

P p tet^ 
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termini  della  formula  cabonica')  i quali  fi  uguaglino  ai 
quattro  primi  termini  della  ferie  data,;  nafceranno  da  ciò 

Quattro  equazioni , per  cui  fi  determineranno  le  quattro  in- 
eterminate  yf , fi  , C , B , il  valore  di  cui  ibflituito  nella 
formula  , fi  otterrà  il  temùne  generale  della  propofia 
ièrie . a°.  Dato  un  termine  gei^rale  d'  una  ferie  colle 
differenze  m coilanti  , ritrovare  la.  fomma . Si  aifuma 
la  folka  formula  >4a-ffin’  + Cn*  òtc.  » che  fi  tronchi 
dove  r efponente  maffimo  di  n fupera  dell’  unità  l’ ef- 
ponente  maifimo  di  n nel  termine  generale  dato  : indi 
nella  formula  in  vece  di  ir  fi  Icriva  h •—  i , e ,la  for- 
mula che  nafce  fi  fottragga.  dalla  prima  : ifi:, uguagli 
poi  d alcun  termine  della  lormuk  r^dua  con  ciafcun 
termine  del  dato  termine  generale  ; nafceranno  t tante 
equazioni  quante  indeterminate  A^B^C  &tc.  ; quelle 
verranno  per  quelle  determinate  : e foftituiti  i valori 
loro  nella  prima  foriìiula  A n .+  B«  + C n’Stc. , fi  ot- 
terrà la  fomma  che  fi  voleva 

XIII.  Vengo  prefentememe  a difcorrete  di;,quelle 
ferie  , che  hanno  la  fomma  generale  efprelfa  per  una 
frazione,  il  numeratore,  e denomÌQatore.dì  cpi  fieno 
due  funzioni  razionali  di  n:  e fpecialmente  di  quelle 
‘ferie ,.  in  cut  la  mafitma  poteftà  di  a fia  la  llefia  un- 
to  nel  numeratore  , quuito  sieL  denominatore  ; le  qua- 
li* prodotte  all’infinito,  hanno  la  Ibmma  uguale  aduna 
quantità  finita . Comincio  dalla  ferie , che  ha  per  fona- 

làa  generalé  ‘ ■ ■ . In  quella  in  vece  di  n ferivo 

^ ' A fi  T%  i . , 

» ~ 1 , aceiocciìè  fi' abbia  il  termii»  geaet?ife 
^ 'Ln  — I.  n — 1 ' A'L'  ' ' • 

• ì 1 - - ^ - TTT  ' ' ' i ^ ' / ' ' ' * ■ . 

’A-\-Bn  A + Bmii — I {A  + B.ti’ — i).(y4  + JSA) 
jSe  . donqpe  con  quefio  termine  fi  formi  uru 

. • ' ' ferie 
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ferie,  farà  la  fommà, generale  di  cuefta-r  /-  -■  , la 

' , j , A + iSn  ^ 

quale , polla  n infinita  , fi  convertirà  in  ^ C- 1 

L . . " ” *■ 

~ quantità  finita  . 

H 

XIV.  Sia  la  fomtna  generale  d’  una  ferie 

— " . Si  feriva  al  folitq  n — r 

{ A + B .n— i ).{A -j- Bn)  ,, 

in  vece  dì  n ; nafeerà  una  nuova  forinola  , la  quale 
fottratta  dalla  prima  , ci  darà  il  termine  generale 
AL  — AM—BLn—BMn  + aAMn 

{A+B.n  — Q.)  ,{A  + B.n  — i).(^A  -i-  Bn) 


rie  adunque,  che  avrà  quello  termine  generale  , avrà 
ancora  la  fomma  generale  propofta. 

XV.  La  fomma  generale  di  una  ferie  Ila  . 

Ln+Mn^  + Nn'  . y « 

— - - — — 1 — : ^ : li  fcopri- 

{A  -f-B.n  — 2) . ^ A + B»n  — i),(y4  + B n ) 
rà  col  metodo  lolito  il  fuò  termine  generale 
A L 2 B L n ^'A  N n 
— AM  + 2 AMn—^B  N n 
+ A N,—  B M n—  B Mn 

" —ZAN  11  ■ ■ 

■ ■ ' ' -f‘  B N"  « ‘ ' ■ 

: -r_'.  - -1 

(A  + B.n  — ^).{A  B . n — a).(y4+B.  n— + 

La  lèrie  adunque , che  ha  quello  termine  generale , 
avrà  quella  lomma 

•XVI.  Da  quello  andamento  fi  raccoglie  chiaramen- 
te quali  fieno  le  condizioni  delle  nollre  ferie , ac  ciocché 
ricevano  la  Ibmma  generale  , la  quale  lia  finita  , benché 
la  lèrie  lia  infinita . Dee  in  primo  luogo  il  fermine  ge- 

Pp  2 ne- 
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jierale  avere  per  denominatore  un  prodotto  di  fattori, 
ciafcim  dei  quali  efprima  una  fèrie  aritmetica  , coficchè 
la  penultima  cominci  dal  fecondo  termine  dell’  ultima , 
r antipenultima  dal  fecondo  termine  della  penultima , 
e così  in  feguito  : in  fecondo  luogo  la  maflìma  poteftà  di 
n nel  numeratore  non  dee  fuperar  il  numero  dei  fat- 
tori diminuito  del  due . Quando  fieno  nel  termine  ge- 
nerale tali  condizioni , ecco  la  pratica  per  ritrovar* 
la  fomma  generale  . Si  finga  una  formula , il  numera* 
tore  di.cui  &ì.  I.  n + M n N 8fC. , ed  in  cui  1’  ef- 
ponente  mafiimo  di  n fia  uguale  al  numero  dei  fatto- 
ri del  termine  generale  meno  1’  unità  ; il  denominato- 
re poi  di  quella  formula  fia  lo  ftelfo  che  il  denomi- 
natore del  termine  generale,  toltovi  il  primo  fattorei 
Qoefta  formula  farà  la  fomma  generale . Per  deternur 
nare  poi  I, , M , N &c. , in  quefta  fomma  generale jùi 
vece  di  n fi  feriva  n — i , e quefta  nuova  ' formula  ft 
fottragga  dalla  prima;  avremo  il  termine  generale  ca- 
nonico, il  quale  uguagliato,  cioè  termine  per'termine , 
al  dato  termine  genérale , nafeeranno^tante  equazioni , 
quante  indeterminate  fono  , per  cui  quefte  verrano  de- 
terminate : e foftituito^il  loro  valore  nella  formula  del- 
la fomma , fi  otterrà  la  fomma  ricercata  • 

XVII.  Le  ferie  che  abbiamo  fino  aaeflo  confide- 
rate  non  hanno  la  n in  alcuno'efponente  , ne  della  fom- 
ma , ne  del  termine  -generale , le  quali  fi  chiamano  aI~ 
^ebraiche , a diftinzione  di  quelle  , in  cui  la  n ottiene  il 
luogo  di  efponente,  che  fi  chiamano  efpontnzUUy  ® 
geometriche  di  quefte  brevemente  dò  l’idea.-  5 
XVIII.  Sia  A X"  lemma  generale  di  una  fèrie  efpo- 
netreiale  . Per  determinare  il  termine  generale  fi  ponga  al 
folito  n — I in  vece  di  « : e fottratta  la  nuova  for- 
inola dalla  prima , fi  otterrà  per  termine  generale 

^ A K* 
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A.  K 


K 


K”  Fatta'  n=n 


tanto  nella  fomma,  quanto  nel  termine  generale  , tì-ovù 
la  lèmma  — A X ^ ed  il  termine  primo  z=iA  K — di- 
fuguali , quando  dovrebbero  edere  uguali  ; il  che  indi^ 
ca,  la  vera  fomma  della  ferie, che  ha  per  termine  ge- 
nerale il  già  ritrovato , non  elfere  A K" , ma  elfere 
A K"  — A (num.7.') . Ciafcun  vede , che  il  termine  gene- 
rale ritrovato  lòmminifira  qnalunque  ' ferie  geometrica  , 
cioè  che  ha  i termini  in  progréflione  geometrica  qualun- 
que , e perciò  qualunque  lèrie  geometrica  riceverà  fomma 
generale  . Se  iST  n:  i , tutti  i termini  della  ferie  y e la  lo^ 
ro  lèmma  è uguale  a zero  ."Se  K'>  i , la  ferie,,  ed  i 
termini  lèmpre  crelcono , taltnénte  che  fatta  n inlhiica , 
if"  diventa  infinita  . Se  JST-<  i , la  lèmma  lèmpre  de* 
crefce,  talmente  che  fatta  n iivfinita,  diviene  infr- 
nkamente  picciola  ; e perciò»  elTa  lèmma  &rà  uguale 
a — A',  quella  viene  negativa,  perchè  in  quello  calo 
il  termine  generale  è pure  ne^tivo  ; onde  le  quello  H 
prenderà  pofttivo  ^ la,  lèmma  fari  =:  A . Sia  ora  il  ter- 

^ * j • 

mine  generale  una  ferie  geometrica — . a"  ,-  Fatto  il 
confronto  col  termine  generale  canonico  y farà  2" 

t zz=lK  \ t perciò — ' = — , il  quale  per  il 


confronto  dee  eflère  = 


— : dunque./^  =:  ; wide  la 

^3  \ _ 3 

lèmma  generale  farà  a* ^ a"' — i , 

(24).  ••  ' , ' f • . 

XIX.  Collo  llellb'  metodo- 15  ritrova che  la  lèrie 
della  lèmma  generale  A -t  B ir  % AT*—  A haper  tetmi^ 

• ne 
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.■e  generale 


{A,K  — i + B + Bn,K  — i ) . K’ 
K 


. Quefiie 


ierie  il  chiamano  algeèraieo-e/ponenziitli , . perchè  il  lo* 
TO  tennine  generale  è una  formola  algebraica  moltipli- 
cata per  una  efponenziaie . 

• XX.  Serie  ricorrenti  (i  dicono  quelle  , in  Cui  il  termi- 
ne feguente  è determinato  dagli  .antecedenti . moltipli- 
cati per  collanti . Se  per  llabilire'  il  termine  lèguente 
ji  richiegga  gn  antecedente,  ,la  ferie  ii  dice  r{correnU 
del  primo  ordine  : fe  fi  richieggano  due  , .fi  dice  ricor- 
rente del  Jecondo  ordine  : le  tre , del  terzo  f<cc. . Così  la 
ferie"  i,  i,  3,7,  17  Sic.  è ricorrente  del  lècondo  or- 
dine;, perchè  prefi  i due  , primi  termini  ad  arbitrio, 
ciafcuno  ^dei  feguenti  è,  uguale  ai  due  jmtecedenti  y 
moltiplicati  il  primo  i per  i.,.il  lecondo  per  2.  Quelle 
ferie  ricorrenti  fono  aigebraico  efponeaziali  ; e lo  farò 
vedere  con  un  efempip»  Sia  la  ferie  xmorrente  6,4., 


2 d-  , I + — } Stc.",  la  quale  fi  forma  fe  pongali 
- 3 ’ 9 

il  primo  termine  uguale  a d,  e fi  moltiplichi  per  — 
r 3 

V antecedente  ‘per  avere  il  termine  feguente  . 5i  po- 

1 . 

tra  adunque  cosi  elprimere  la  ferie  6 . f-—)  t ^ 9 


ó • — • — j ^ • 

. 3,,  3-.-_v3 


— . — : onde  il  termine  ge- 

O O — M 


nerale  farà  6 


formula  aigebraico  efpo- 


nenziale  ^25^  Chi  defidera  penetrare  più  oltre  in  que- 
lle macerie  veda  le -noftre  Intlituziòni , o il  Xiibro  del- 
le ferie  del  Conte  Vicenzo  Ricca  ti . 


CA. 


Digitized  by  Google 


CAPO 


VII. 


Delle  Frazioni  continue  . 

Fino  dal  tempo  del  Sig.  Ugenio  fi  è fatto  ufo  delle 
frazioni  ooncimie  per  efprimere  in’  termini  affai 
femplici  il  valore  profRmo  delle  frazioni  date . Comec- 
ché prefèntemente  quella  teorìa  è in  molto-  credito,  e 
ferve  mirabilmente  alla  pratica  delle  approflimazioni  ; 
quindi' iìenibrami.  ncarf  pot^^rmi  < difpénfare  dall’ efporr;e 
brevemente  i principi! . 

•f' ’•  I.  Sia  <tt  una  quantità'  qualunque  maggiore  dell* 
TUiità  , ma  non  efprimibile,  per  un  intiero,  razionale  . 
Rapprefenti  /t*.  l’ intiero  razionale  piu  grande  conte- 
nuto in  «;  farà  « — ft  minore  dell’ unità  ^ e però 

I . ' ' . “ . 1 

maggiore  dell’ unità  . E.’’  maniféfto  , che  j^-— , 

benché  magglbré'  dèir  unita  , non  farà 'elprimibife  per 
un  intiero,  razionale , fe  non:nel  calo,  .che  elfendo  a 
una  frazione  razionale,  folfe  a — f*  una  frazione,  ri 
cui  numeratore  i (aó)  . _ ' 

. ..  Pollo  dunque  che  — non  fia  elprimibile  peì^ 

~ j:  , «-j-Tft.  i;.  ^ u'.  . . *• 

intiero  razionadf  > fuppóngall  — r — ^ » e jrapprelèn- 

ti  (aI  l’ intiero  razionale  più  ^ grande  contenuto  in  a ; 
farà*  a* f**  minore  delbunitày  e (Quindi  mag- 

gioie  delr unità  .'Qui  purè  è chiaro‘j  che  — ^/•lioit 

farà 'elprimibife^  pef^un  intiero  razionale  , fe  non  nel 
cafo  , che  elfendo  a una  frazione  razionale  , folfe  a — 

una 


è 
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una  frazione,  che  averte  per  numeratore  l’unità . 

Ora  porto  che  /non  'rta  èfprimile  per  un  in- 
tiero razionale , fìngafi  — ; — '*’*»  ® rapprefenti  f** 

intiero  razionale  piti  grande  cóntenuco  in  a*  i fari 
«'‘rr—  ffc*  minore  deli’  unità  ,•  e conleguentemence 

maggiore  dell’  unità  ; e "portò'  al  folito  che 


'•  I 


non  fia  efprimibik  per  un  intim>  razionale  » 


facciali  ^ ' V = , e chiamici  #*•'"  I’.  intiero  razio- 

naie  più  grande  contenuto  in  ; e avrallì  f* 
minore  dell’  unità,  e però  maggiore  dell’  u- 

.nità  i • r.. , ! . 

Frofèguendo  avanti  lo  rtertb  difcorfo  , iì  avrà 


«1%  ^ f 


I 


„ „ , 1 — =4»“,  &CC., 

— fu  if»  — i*,'y  ’ a»  — /*»  ’ 


41”’  .■ 


il.  Se  la  quantid  a fari  irrazionale  , llccorae  f* 
è razionale,  farà  , cioè  a irrazionale;  onde  ef- 

4 f* 

f ^ j 

fendo  ft*  razionale , farà  Irrazionale  anche  » 

cioè' 4'*-.:  e'xosl  Vla^  difcorrcndo  ; di'  maniera  che  è 
chiaro  non  poterli  mai  giungere  ad. una  delle  quantità 

— — j,  maggiori  dell’  unità , che  fia  razionale  . Da 
" ff'  . * . « 


CIO 
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dd  apparisce,  che  1*  operazione  indicata  nel  numero 
preceaente  non ‘avrà  giammai  fine,  e potrà  profeguirfi 
in  infinito  . . • -•  . 

111.  Ma  le  a farà  quantità  razionale , nel  qual  calo  do- 
vrà efiere  una  frazione  , giacché  li  fuppone  , che  non  da 
efprimibile  per  un  intiero  razionale  ( num.  li);  allora  T o- 
perazione  fari  terminata  , perchè  ù arriverà  ad  una  delle 

quantità  maggiori  dell’  unità  , che  ferà  un  intiero’ 

razionale  ; onde  effendo  - — 4i>*« , e dovendole 

— y.' 

prendere  l’ intiero  razionale  piU  grande  contenuto  in 
M'*'  , bifognerà  prendere  lo  fteflb  «r** , .e  rollando  ze- 
ro, l’operazione  farà- finita.  . 

In  .fatti  fupponiamo  a — , elTendo  i,  e nume- 
I c 

ri  intieri  razionali . Pongali , che  li  pofla  cavare  e da  ^ 
volte  , e avanzi  AT  ; larà  ò z:z  c , onde 

• ' • * i V ^ ,4  ^ * • ...  — .*  * . <* 

1 — farà  ‘ quantità  razionale  , ma 

. ■*  '*■  • • ' * . • r'' 

minore  dell*  unità . Sarà  dunque  per  lo  contrario 

maggiore  deU’ unità  e pollo  c he pofla  ' cavarli  da 
« volte  f*'  ♦ e avanzi  A'  , .onde  fia  -f  A = c ; farà 

A'  a' 

^ =fi*-bir>e'rr  minore  dell’  unità  ; e perciò. 
K K 


maggiore  dell’unità:  e pollo  chp  A' pofla  cavarfi' 

A ^Ité  , e avanzi  lC\  li  avrà  /*'*.  A*  3S  A , e 

A”  ' 

fk*  + — ; e così  via  «fifeorrendo  . - : - 

" •*  A I* 

Q.  q Ora 
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Ora  Ti  vede  ,• 'che  t^uefta  altro,  nptb è ^ che  l opera* 
rione  , che  ii  Tuoi  fare  per  trovare  - il  maflìmo  comua 
divilore  dei  due  numeri  b ^ c \ la  qual  operazione, 
quando  b. , c fieno  numeri  razioiuli , come  qui  li  lup- 
none  , li  la  « che  tempre  conduce  ad  un  refiduo  — o . 

i-  ’ r . • • un  rAfidllO  jr'^+'  ~ 0. 


grande  cpnt^nuto  in  , «ioè  in  4 , e ^ 1*  avanzo 

;odde:^'=  quello',  thè  al'nnm.^^i.  fi* 

chiamato  : e fimilmente  lì  vede,  che  V-  è l intiero 
più  I glande  contenuto' in cioè  in  «,  e — l’  avanz^ 

4'— f*';  onde  e «051  di  mano  m H(tano . 

...  i . ..r  .-i  1,1.;  i ^1'  ' *'j  ^ 

Se  dunque  deefi  arrivar  finalmente  ad  un  avanzo  a 

0 fi  avrà  — ' — if»’**  = 0 > cioè  ar*'  2=  i*'**  ; 

^0,11  avra  . ’',I  . .-L  . t.'  I 

ma  numero  intieto  ; dunqne  anche  ir**',  e quin- 
di la  quantità  <»«  un  numero^  intiero  , 

il  quale  fiurà  certamente  razionale  , fupponendofi  razio" 

naie  la  quantità  fteÌTa'’4 . • • ••  ■ ' 

, -Tfc  BUpigliandoma  le  formole  del  nunw  *.  abbiamo 

— — = 4*,  onde  a = »*  -h  A -.  n»  abbiamo  A 

PCr- 
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* t w ♦ * 

. '•  ^itnAifl^  fff  “ ' 


pb'fcOr  '=5:’ft*-+-^  V fl  = <»-fe  jT+7''!: 


• •»  f t 

»(  • .*  ^ I • ^ • 


• ’ ^ * I • , • 4 . 


A , 


f j. 


profeguendo.a  foftituire.  in . luogo  delle  quantità^  4''  ib- 
ro  vadori  cavati  dalla  fof  mola  , fi  tro- 

• f i " " -1*1  • # ^ ^ ^ J t ^ ^ .ix*,»  1^4^ 

vera  <*!=:;*  + i #7 

* ' •"  -^-r — <"  " r‘  * • y 

■■  ■'  - r ^ - . . ..  •■  .• 

u.^4-  I 


f*"± 


ffc’  + * 


. "V 


<*• -f- 


iì 

— . 


Cesi  la  quantità  « farà  rifoluta  in  una  /r^zion  conti- 
nua , la  qual  frazione  continua  andr^  in  infinito 
qual  volta  la  quantità  a fia  irraziopale  ( num.t^.  ■)  J lara 
poi  terminata,  quando  i^fia  qilarttiiià  raziònale  ( liuiUr^ 

V.  Dalle  formule  del  num.  i.- abbico  a f 

^ ! r r j y )"  f ~1  ! -f~  X'  'ì:  I i. '/  . , ^ 

I^/?+”-i-7v'r==ii‘\+  ■e.fMecjlT.eWi' = 

A ■ * t ' 

4.  JL.  . Dunque  il  valor  proflimo  di  4 ‘è  f*  , il  valor 

proffimo  di  4 è /a.'*  quello  di  4 vè  e in  geoew  ^ 
le  queflo  di  V è fi V Per  tantp.  Ìl^pj^i,»^o  ^ 'l 

mo  ideila  qutnfità  propofia  ^ iàra  ^,  CAe  Tg  pren  en^ 

do"ilialir,rfàttodi«;c^èV'+-iJ, luogo  <ii  .! 
fi  fojlitiiirì  il  fuo‘vtilor  prbfc> fi  avr^  un  valor 
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proffiino , cioè  ^ -f  - ? Cmilmente  fe  ponen- 

do il  valor  efatto  di  «*,  cioè  /«.'-f  — y , in  luogo  di  /fi  ado- 
pretà  il  fuo  valor  proflimo  f/;  fi  avrà  un  terzo  valore,  anche 

piu  prummo  di  4 , cioè  ^ + -r- — ~ — — — -p— ; 

fC  1 


? 


c procedendo  avanti  con  lo  fteflb  ordine , fi  avrà  la 
feguente  ferie  di  valori  di  a fempre  più  proifimi,  cioè 

^ , o fia 
(‘V+i 


+ O -f  g 

1 -f  1 -Hit  ; + ju.>  + 1 

#*"(  #*'*'i‘*  -t- 1 ) + 


fi’*,  r m"  /.  M.V  -f  I -H  g 4-  / f*  -f  1 ) -f  f*"  C + I ) "t* 
#* 


*'.  ( -f  i -f  -f  I 

&C. 


VI.  Awcrtafi  in  primo  luogo , che  il  denominato- 
re M*  della  feconda  frazione  , o fu  del  fecondo  valor 
^roùìmo , è più  piccolo  di  quello"  che  dovrebbe  effe- 
re;  dunque  queffo  fecondo  valore  è più  grande  di  4 2 
il  denominatore  del  terzo  valore  è più  grande  del  do- 
vere , dunque  queffo  valore  è più  piccolo  di  a : fimil- 
menre  il  quarto  valore  fi  ritroverà  maggiore  di  4 : 11 

quia-^ 
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^ukto  nunore  : e genen^mente  i valori  ia  iède  difpa* 
ri  fono  minori  , c oueiU  in  iède  pari  fonò  maggiori  di  4 
I37.} . In  lècondo  luogo  fi  oifervi  T ordine , con  cui'  i}ue-* 
ni  valori  camminano  dopo  i due  primi,  e (t  vedràt, 
che  generalmente  il  valore  p^nto  confifte  in  una 
zìone,  di  cui  il  nnmeratore  iì. formai  moltiplicando  il 
anmero  per  il  numerator  del  valoee  •precedente , 

tooc' p— 1 - , e aggiungendo  al  j^ródpttó  il'  nu- 

Biencore  del  valore  anriprecedente  ,.cioè  p — 
mo  ; il  denominatore  poi  & formo  nella  (Idifa  mame- 
ra , cioè  moltmlicando  lo  fteffo  numero  n'"'.  per  il  de- 
nominatore del  valor  precedente  ,^e>  aggiungendo  al  pro- 
dotto il  denenninatere  del  valor  anriprecedente  ^ Fec  In 
)Hal  coià^  £itte  le  feguenti  denpii^azioni 


K = f* 

P — i»-*  p » 

= • -1. 

&c.  5cc. , - 

i valori  prolHmi  di  a trovati  ‘ al  numero  precedrtltt 
verranno,  efpreffi  ' per  le  frazioni  d«Ua  » leguente  ferie 

S.  jL.  f-'  £.  ^ 

^ •’  */  */'  ' f * r 1 

VII.  Quando  4 ha  (juantita  razionale  iiccome  In 

frazione  continua,  in  culli  rifolve,  è terminata  ^num.  3.  )> 
così  fi  ari-iverà  finalmente’  ad  nira 'frazione  nèlltr 

- , ...  • • . { f ' J 

ritrovata  ièrie  « che  farà  r.ulùma  » e.  preri.famcnte  e« 
guale  alia  propofia  quantità  4 : ma  quando  fin  4 quan- 
tità 


«•  =:  f* 

q — q + f 
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ir riàie"  f/azìpnè  uiurii!i  pevfettifinente  t- 
h IL  ij'jisgcm  croi  nf?q  m MtJi.ry#  < • ; ' 't 

-guplé  ians;ji^e<ierimB’  jquanlìà  I^OQponx;  .*.>noa;)s’.i^cot^ 

,ttetà  miài  jn , quella  kiiei  t«  faràr.la  ferie  itefla  iiifiiu- 

-ta  ^ andando,  all’ infinito  la  fxazion  continua  , in  cui  k 

ipropofla  quantità  a fi  rifolvc.(  num.  4,  ) j ;b  , ^ 

4 sjojVlJliuEàS^o  ihtierL  tutti  ii  nuìiieri 'f*  > 

&c.  ,.e  pofitivi  . è chiaro  dall’  inlpezione  fola-  dei.  va- 

loft ri  m 

{inora. j)  ^ che, tanto*^x  nnineratoriV' quahto  i deno- 
minatori delle  ifraziooii  ritrovate  fono  intieri^  e vanno 
fempre.  piiì'Crelcendou  oTlaxi  ..  c-  .'-naci  a 1 i 

-oiq  IXibSottragfflfi^  Qra^€iifcuna  firaziono  dalla  fua  fio 
^enté  , e-£  iavrà'jijai.  ui£v  liL»  »i  > ihro.iab  li  :•  b 

' p si  9Jjal  kJJf 

9 ^.99..  f -r?  % \ 

; + n % 

H ’ '<1 


i ^ ^ • t = ^ 

.P Ji_  —P  9—P9  \ ~ 

-f-'  mJ—i  ' ' 


p;>4i 


/tP  pp*'  gp  — 


't 

9V  ^ 1 > 

' VP(fP*i 


(70Ì£/  t 


ih  l.irìHo 

fjia(num.d.)pp4*::frV^‘  pi-4-*p»'-»,efn*’ 

dupaué '^foftitùiti  quefti’ valóri  nel  numeratóre  déM’ ulri- 
’■  t 

Ipa  differènza',  fi'  aVrà^^  — /L.;  — 

.,  ....  ..  ^ . r rri  j ..  . 

^re^il  liiime^tor^  è ^.qt^eljlo  fteiTo  della  differpjg^j^  pr«i 
cedente  con  1 fòli  fegni  ^ mutati , Dunque  ogni  diffe- 
renza'^ ha' lo  ^fieffo-  iliimé^^acore  'col  foìo  divario’  dèi 

...  ^ • r i»..i  !..  ^ w..'.  ^ ^ Li...  4 


. t.  4 
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fègno , che  procède  alternativamente. *'Ma  itf  immera* 
tor  dellai prima ‘differenza)  ponendo  in  luogo  dl  ^, 

Pf  i loro  valori  ( numi  ó.  J , è i*'  p -f*  * — (*■'"  If-  : t po- 
nendo di  nuovo  in  luogo  di  p il  fuo  valore  |tt , è f*  4* 
1 — i*- * Dunque  l numeratori  delle 'differenze  lini* 

. dette  Ibno  alternativamente  i ^1  Saranno  >pertin* 

to  effe  differenze  saoist.i  ingo  o ; ( . i .mr;n  ) BvnjU  q 
-Jt"  •'  r:v’  :^ioq  j^roigjstn  airwt'gèl  sui  tl'ab  é ii 
exf  ^i^rh'b  Liw  boÌl  , ■Jifiai. «,“t  uil  1.1 
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^nente  p apé^rdede' ad  una  frazione*,  che  nella '.ferit^ 
del  num.-ó.'fla*  Ir 
do  p appaniené 


^ ^ luogo  quando  Vè- 

-,  * . l:  •■  ■•!'  ■ « ,t  C.  . i 


In  ordine  pari  ; ha  poi  luogo'  — quan- 
ad‘ Una  frazione  pòfta  nella  deità  ^ fe-^ 
rie  in  ord^ -^fpari^L  y.:.i  fJ  . L « o^h’' . c..:  -j 
X!.  Dr  qui  molte  confeguenze  fi  deducono  , che 
poogojqojfejnpre  pid  in  chiaro':  natura  delie  fcaziooi- 

p p'  p" 

’-'.f  Y^p‘^^lcf,  iEpnibieamcmeùippuiC(tàji  dn^g/tr^ 

. ; ''/jI  .fq  t'.jT.v  ‘-.I  , j .'■.vHNiM  3.jÒ  r-i  i.  ib 

aerai menjftlÉ-y  ^.r^r^p'fPt^zs:  +;b,  liffvendqii 

oil  fegno  — fecondo  che  L’ efponente  p appartiene  ad  una 
frazione  poftl^nella  feiia  ih*òrcHnè  pàrt' , f>  d-^arì  f‘  'dhè‘^é' 
lo  Iteffu  che  dire  , fecondo  che  l’ elponeme  p rapprefcnta 

un 
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«n ^mwiierd  difpari , X) . un  numMio  peri  ‘ 

, XI.  Similmente 'fi  deduce,  eoe  la  prima  i frazione 
e minore  della  feconda , ma  la  feconda  maggiore  del- 
la terza  : e generalmente  ogm  frazione  poila  nelle  fe- 
rie in  ordine  difpari  è.  minore  delia  fiia  ièguente , poi- 
ciac  .fqttracia  4«ÌÌa  fua-iìpgu^ic.,  iafiòa'una  di&renza 
pofuiva  ( num.  io.  ) ; e ogni  frazione  pofia  in  ordine  pa- 
ri è della  fua  feguente  maggiore,  poiché  fotcratta  dal- 
la fua  feguente  , lafcia  una  difierenza  negativa  . 

Xll.  Si  deduce  ancora  , che  ciafeuna  delle  frazioni 

^ ^ , 5cc,  è efp^efTa  in  termini  minimi  : peiS- 

chè  fe  alcuna  di  loro  , come  ~ , avtflè  un  ^ comua 

f - ' _ 

hm. 

divifore  dei  fuoi  termini  talché  foffe 

fi  avrebbe  il  binomio  p?**  f* f ' 9’’*'  = P’’*' 

, il,  qualp  farebbe  divifibile  ‘ per  il  fattore  in- 
tiero A‘,'*  c'operò  non  farebbe'  ^iù  egualé^^all*  unità, 
contro  quello  > che  fi  è.  dimoftrato  al  numero  io. 

XIlT.‘  Inoltre  effendo  i numeri  f 8<c. , 

còme  ,fi  è notato  al  nuqi.  8..  tutti  intieri  , ecrefeenti, 

è manifefto,  che  la  ferie  delle  differenze  -Ar»  * 
• . f?  ?? 


r. 


-r.^  , Scc.  { num.  9.  decrefeente  . Hicrovaadofi  adun- 

y ^ I* 

r , per  piò  che  (là  notato  al  nanf  il  yeno  vakire 
a fra  due  frazioni  contigue , ne  verrà  per  legittima 
cottfeguenza  , che  la  .differenza  del  vero  valore  di  una 

qualunque  frazione , per  éfemplo  -4- , fia  minore  dì 

mi 


CAPO 


VII. 


Si3 


che  è la  differenza  fra  , e la  contigua  ~ 

^ ^ ^ ^ P P'  ff"  V 

C nutn.  9. 1;  onde  le  frazioni  della  ferie  — , — , ^ 

f 9 9,9 

fono  convergenti  verfo  il  vero  valore  dell’  ultima , 
cioè  verfo  « , a cui  quelle  frazioni  di  mano  in  mano 
lì  accodano . 

XIV.  Prefè  due  frazioni  contigue  , per  efempio 

P tf  -,  1 

— ^ —ir  9 € trovata  la  loro  differenza  — -,  , dovendo 

99  99 

«flere  l’ errore  della  frazione  — dal  vero  valore  mi- 

9 

nore  di  —, , ed  elTendo  q maggiore  di  ^ ( num.  8.  ) ^ 
farà  r anzidetta  differenza  a pid  forte  ragione  mino- 
re di  — . 

99  . " . . . 

XV.  Efpofte  già  le  principali  cofe  interno  la  na- 
tura delle  frazioni  continue  , reda  che  ne  vediamo  I* 
ufo  applicato  ad  un  efempio . Sia  propoda  la  frazione 

, che  non  fi  può  efattamence  • efpriraere  in  ter- 
7,3  7 ... 

mini  minori,  e li’ cerchino  le  frazioni  in  termini  mi- 
nori , che  s’  accodano  il  più  che  fia  polHbile  al  valor 
della  propoda.  Facciali  l’operazione,  che  li  fuol  fare 
per  trovare  il  comun  divilòre  dei  due  termini  della 
frazione  ; farà  dunque 
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* 
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274 

189 
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85 
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I 

9 
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• . . * 
dove  i quozienti  notati  i , i , r , 

no  ( num.  3.  ) i termini  t 


c , 4 , 2 , 9 fo- 
, &c.  della  fra- 


2Ìon  continua  i + — ; — ' • ’ 

I + i 

‘ ' ' I + i ■ ■ . 

g-l-i 

4+t 

‘ I 

9 

In  cui  fi  rifolvc  la  frazion  propofia . Ma  venendo  al- 
la formazione  delle  frazioni  .che  fi  cercano  ferivo  i 
numeri  ritrovati  \ 

I I • 1 ' I ‘0  4 ft  ' pV 


1 g 3 5 13  57  . 127  laoo 

I I 2 3 8 35  78  737  ' 

e fecondo  il  metodo  del  num.  6.  , noto  fotto  il  primo 
una  frazione , che  abbia  per  numeratore  efib  numero , 
e per  denominatore  l’ unità  : fotto  il  fecondo  noto 
«na  frazione,  che  abbia  per  numeratore  il  prodotto  di, 

r eflo 
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eflb  fecondo  numero  per  il  mimerarore  della  prima  fra- 
zione , aggiunta  a quello  prodotto  1’  unità  , e per  de^ 
nominatore  Io  Hello  fecondo  numero  : fotto  poi  gli  al- 
tri noto  altrettante  frazioni , delle  quali  formo  il  nu- 
meratore moltipllcando  il  numero  icritto  di  fopra  per 
il  numeratore  della  frazion  precedente  , e aggiungendo 
al  prodotto  il  numeratore  dell’  antiprecedente  ; e ne 
formo  il  denominatore  moltiplicando  parimente  il  nu- 
mero fcritto  di  Ibpra  per  il  denominatore  della  frazion 
precedente , e aggiungendo  al  prodotto  il  denomina- 
tore dell’  antiprecedente . Così  reftano  formate  le  fra- 

zioni  &tc. , delle  quali  1’  ultima  è la 

propofta  ftelTa;  e ciafcuna  poi  delle  altre  s’accolla 
al  valore  della  propolla  più  di  qualunque  altra  frazione  , 
che  abbia  il  denominatore  minore  del  denominatore 
della  fila  feguente  ; e la  differenza  del  valore  di  cia- 
fcuna frazione  dal  valor  della  propella  è minore  del 
valore  di  ana  frazione,  che  abbia  per  numeratore  i’ 
unità , e per  denominatore  il  prodotto  del  denomina-  ' 
tore  di  quella  frazione  nel  denominatore  della  frazio- 
ne feguente  : così  differifee  dal  valore  della  prò-  • 

O 

•pólla  per  una  quantità  minore  di  Le  quali  colè 
tutte  fono  abbaftanza  chiare  per  la  teoria  efpolla  (cS) . . 


Rr  » * 
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Sì  ritrovano  i valori  proj/nni  d^lìe  radici  irrazionali 
di  qualunque  liquazione  . 

I.  T’'\  Vi  Capo  fedo  num.  i a.  di  quefto  terzo  Libro  appa- 
JL-/  ril'ce  , che  qualfivoglia  equazion  determinata  ,»ia 
cui  m fia  r efponente  della  maflìnia  poteftà  della  incogni- 
ta X , può  riguardarli  come  il  termine  generale  di  una 
ferie  , le  cui  ditferenze  m fieno  collanti , fuppofto  che 
X indichi  il  numero  del  termine  della  ferie  . 

II.  Data  dunque  un’equazione  del  grado  w,  fa- 
cilmente fi  potrà  trovare  la  ferie , di  cui  effa  li  può 
riguardare  come  termine  generale , fenza  aver  bifogno 
di  Ibllituire  in  luogo  di  x tutti  i termini  della  ferie 
naturale  i , a , 3 , 4 8cc. , badando  a quedo  effetto  fo- 
dituirne  folamente  m -f  i prefi  uno  appreffò  l’ altro , 
anche  negativi  fe  fi  vuole;  imperciocché  con  quedo 
folo  numero  di  fodituzioni  fi  pofibno  trovare  nella  t 
ferie  , sì  delle  prime  , come  delle  feconde  , terze  , ed 
ulteriori  differenze  , tanti  termini , quanti  badano  a con- 
tinuar ciafcuna  di  quede  ferie  all’  infinito  da  una  par- 
te, e dall’  altra  ; e quindi  fi  potrà  continuare  anche  la 
ferie  defla , che  nafce  immediatamente  dall’  equazione 
riguardata  come  il  fuo  termine  geniale .. 

jr’  -f-  6 jr*  -f  p jr  -J-  i :z:r  o 
— I o I a 
6 

12  18 

4 34 

— 3 I 17  5* 


Digitized  by  Google 


317 


CAPO  vm: 

Sia  a cagion  d’ efèmplo  1’  equazione  del  terzo-  grado 
»’  + 6 X*  -f  9 jf  + 1 = 0.  La  ferie  , di  cui  efla  h pud 
riguardare  come  termine  generale,  avrà  le -terze  diffe- 
renze collanti  . Softicuifcanfl  dunque  in  luc^o  di  x 
fucceflivamente  quattro  numeri  prefi  uno  appretto  1’  al- 
tro nella  ferie  dei  numeri  naturali , come  — i , o,  i , 2 j 
e i riiultati  delle  quattro  foftituzioni  faranno  innumeri 

— 3,  I , 17  , 51 . Per  continuar  quella  ferie  fottragga- 
fi  ciafcun  dei  quattro  termini  ritrovaci  dal  fuo  feguente, 
e lì  avranno  tre  termini  della  ferie  delle  loro  prime 
differenze,  cioè  4,  ló,  34.  Si  foctiagga  parimenci 
ciafcun  di  quelli  ere  termini  dal  (iio  feguente  , e cosi 
fi  avranno  due  termini  della  ferie  delle  feconde)  diffe- 
renze , cioè  12,  1 8 . ’ Sottragafi  finalmente  il  plrimo 
di  quelli  due  ' termini  dal  fecondo  , e reitera , un  ter- 
mine della  lèrie  delle  terze  differenze , cioè  6 . Do- 
vendo adunque  nel  Càio  noftro  le  differenze  terze  ef- 
|er  collanti , e trovandoli  quelle  efpreffe  pel  numero  6 ^ 
e manifello  , che  la  ferie  delle  feconde  differenze  > del-> 
la  qual  ferie  abbiamo  già  due  termini,  .! 2,  18,  conti- 
nuata da  una  parte  e dall’  altra  , * farà  - — 30 , — ^ 24  , 

— 18,  — 12,  — <5  ? ? > <5,  12  , 18  , 24  , 30  , 3<5 , 

&c.  Nota  poi  quella  ferie,  potrà  fobico  continuarli  la> 
ferie  delle  prime  differenze , giacché  di  elTa  abbiamo 
tre  termini , 4 , 16,  34  , tra  i due  primi  de’ quali  è 
differenza  il  termine  12  della  ferie  delle  feconde' 
differenze  ; farà  pertanto  la  ferie  delle  prime  diffe- 
renze 88,  58,  34,  16,  4,  —2,  —2,  4,  16,  34,- 
58,  88,  124,  &c.  Ora  fapendoli  che  la  ferie  cer-- 
cata  ha  i termini  — 3 »’  i » *7  1 » e fapendofi  inol-, 

tre  che  i termini  4 , 16  , 34  della  ferie  delle  pri-» 
me  differenze  fono  le  differenze  di  quelli  1 quattro  ter-, 
mini;  cogli  altri  termini  della  ferie  delle  prime  diffe-, 
^enze  fi  caveranno  gli  altri-  termini  della  ferie  cerca-, 

ta 
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ta  , Onte  da  una  parte quanto  dall’altra;  e cosi  la 
lèrie  cercata  lari  — 199  , — i u , — 53,  — 19  , — 3, 
I , — 'I  , — 3 , I » 17 , 5»  » J09  » 197 , 321  5fc. , nella 
quale  fapendofi,  che  i termini  — 3,  1 , i7>  5‘  corri- 
wondono  ai  fuppofti  x ~ — i ^ x — 0 , x =z 
larà  facile  il  vedere  quaUìvoglia  altro  termine  a qual 
fuppofto . corrifponda . 

III.  Mediante  quelle  fèrie  i valori^  reali  dell’ in- 
cognita di  una  equazione,  che  non  contenga  .nifTun 
fratto  , fi  ritrovano  quando  fono  razionali  : e quando 
fono  irrazionali , li  feoprono  i limiti  ira  i quali  fono 
comprefi . Imperciocché  i valori  razionali  dell’inco- 
gnita di  uni  equazione,  che  non  contenga  niifun  frat- 
to , devono  eilece  intieri  ( Lib.  3.  Gap.  4.  num.  1.  ) , e di 
pid  polli  Iteli’  equazione  in  luogo  di  x devono  dar 
zero  ( Lib.  3.  Gap.  1.  num-  2.  ) ; ma  la  ferie  i , a , 3 , 4 
he.  prodotta  indefinitamente  da  una  parte  e dall’  al- 
tra contiene  tutti  gli-  intieri  pollìbili,  e però  ancor 
quelli , che  polTono  eflere  valori  d’  un’  equazion  prò-, 
polla  : e la  ferie , di  cui  1’  equazione  è termine  gene- 
rale , contiene  tutti  i ,valori  aell’  equazione , che  prò-», 
vengono  dal  fupporre  x.  fuccelfivamente  eguale  a tut- 
ti i termini  di  quella  ferie  i , 2,3,4  prodotta 
indefinitamente  da  una  parte  e'  dall’altra;  dunque 
conterrà  ancora  tutti  quel  zero , che  rifultaiio  dal  fup- 
porre  x eguale  a ciafeun  di  quei  numeri  intieri  razio- 
nali, che  poflbno  elTere  valori  della  x medefima.  Per- 
tanto propofta  un’  equazione , che  non  abbia  fratti , e 
trovata  la  ferie , che  ha  per  termine  generale  l’ equa- 
zion medefima  ; quanti  fono  i termini  di  quella  ferie 
eguali  a zero  , tanti  faranno  i valori  razionali  diverfi 
dell’ incognita  nell’ equazion  propofta  ; ,e  quelli  non 
faranno  altro,  che  quei  fuppofti  di  jr,  dai  quali  nafeo- 
no  quei  termini,  eguali  a zero  ; onde  fe  , la  ferie  non 
. - avrà 
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avrà  niflun  termine  eguale  a zero , farà’  fegno , che  1», 
X nell’  equazion  propofta  non  ha  valore  alcuno  ra-t 
zinnale  . 

IV.  Quanto  ai  valori  reali  irrazionali  bifogna  pre- 
mettere la  feguente  avvertenza  . Egli  è,  collante , che 
una  quantità  non  palTà  dall’  elTere  politiva  > all’  elTer 
negativa  , o al  contrario  , fcnza  paffar  per  zero»  o per  l’in- 
iìnito  ( I d.  Lib.s.  ) . Adunque  fe  due  quantità  reali  e bai- 
te, 4 , ^ , fono  tali , che  polle  fuccellivamente  in  luogo  di  x 
nell’equazione  , facciano  alfumere  all’  equazione  Ueffa  duc^ 
valori  f-AfBj  uno  pofitivo , e 1’  altro  negativo  ; e chia- 
ro, che  fe'li  intenderà  fatto  il  palTaggio  dalla  quanti- 
tà 4 alla;  quantità  b ordinatamente  per  gradi  minimi  , 
e li  concepifcano  follituite  in  luogo  di  x fuccelliva- 
mente tutte  le  quantità  intermedie  tra  a e ^ ' anche 
il  valor  dell’ equazione  j come  quello,  che'  dipende, 
dal  valore  che  fi  dà’  alla  x , palTeià  ordinatamente  per, 
tutti  i gradi  intermedi!  tra  i/f  e B e però  palTerà  an-, 
cora  per  zero,. o per.  l’ infinito,  giacché.  A ^ B li  fupn 
pongono -uno  politi  vo  , e,  l’altro  negativo.,-  dall’ unq^ 
all’altro  dei  quali  abbiam  dcttq  non  farli  inai  il  paf- 
faggio  lenza  capitar  nel  itero  , o nell’  infinito . Ma  lùp- 
ponendolì  l’equazione  lènza  fratti^  è.  elidente,  noa 
poter  il  fuq.  valore  diventare  infinito quando  non,  fi 
lupponga  ' infinita'  la.  x'  roedefima  : e dàU’  alfrs^  p^rts 
tutti  i valori  intermedii  tra  4 e-b\  fono  finiti , . perchè, 
quelle  due  quantità  fi  fuppongono  finite  ; dunque  rella  , 
che  il  palTaggio  da  A'  a fi  venga. fatto  pel  zero  . .Quin- 
di fi  , potrà.' generalmente^  conchiudere  ‘ che  .quando 
due  quantità  realir  e-  fimte.  fono'talif <che.,foftituitq, 
fucceflìvamente  in  luogo  -di  ux.', fanno  alfumete 
quazione  .due  valori q uno  pdfitivo,,.é : aUrpra^^^.^tì 

vi  farà  licuramente  una  < quantità  < reale  intermedia;  tra. 
quelle-due  , che.  follituita  pear  a, ^fium.ei:e‘Mal}’ e-; 

qua- 
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le  feconde  , delle  terze  ?cc.  differenze,  fino  alla  diffe- 
renza collante  affetto  coftantemente  dallo  fteffb  fegno 
+ , o — , non  è più  Iperabile  poter  da  quella  parte 
incontrare  nella  ferie  dell’  equazione  verun  termine  e- 
guale  a zero  , o verun  paflaggio  di  termini  da  -f  a — •, 
o da  — a + : perchè  troyandofi  in  ciafcuna  delle  det- 
te ferie  il  termine  fuffeguente  coll’  aggiugnere  al  pre- 
cedente il  termine , che  gli  corrifponde  nella  lérie 
delle  differenze  feguenti  ; quando  tali  termini  fieno  af- 
fetti del  medefimo  fegno  , è raanifefto , che  feguiteran- 
no  a rifultare  fempre  termini  affetti  pure  dello  fteffb 
fegno  . Per  contraria  ragione  ‘ nel  continuar  la  ferie 
dalla  parte  verlò  cui  i fuppolti  di  x calano  , ficcome 
l’operazione  fi  fa  a rovefcio  » cioè  fottraendo  dal  ter- 
mine precedente  a quello  che  fi  vuole  il  termine , che 
nella  lérie  delle  differenze  feguenti  corrifponde  al  ter- 
mine fteffb  che  fi  roiole  ; così  làrà  tolta  la  fpefanza 
di  incontrare  nella  ferie  dell’  equazione  termini  egua- 
li a zero,  o pafiaggi  di  termini  da -fa  — ,oda — -a  -f 
fublto  che  fi  giunga  ad  avere  per  un  medefimo  fup- 
pofio  di  X il  termine  corrifpondente  nella  ferie  llelfa 
deir  equazione  , e nella  ferie  delle  prime  , e in  quel- 
la delle  feconde  &c.  diff  erenze  , fino  alla  differenza  co- 
llante affetto  alternativamente  dal  fegno  + , e dal  fe- 
gno — - . Incontrando  pertanto  il  primo  di  quelli  ca- 
ratteri , farà  inutile  continuare  ulteriormente  la  ferie 
dalla  parte  verfo  cui  i fuppofti  di  x crefcono  : e in- 
contrando il  fecondo  , farà  inutile  continuarla  dall’  al- 
tra parte  (29).  Per  ferie  adunque  dell’ equazione  intende- 
remo d*  ora  innanzi  quella  parte  di  efia  , che  rella 
«omprefa  fra  detti  due  limiti  : così  la  ferie  dell’  equa  > 
zione  a ’ -f  6 Ar*  -f  9 X 4-  i propolla  al  numero  fecon- 
do , farà  — 3 > I » — i > — 3 > > » i cui  termini  corri- 
fpondono  -a  quelli  fuppofti  di  x , cioè  ■ 4,  — 3^  — 2, 
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r , 0 ; Imperciocché  a qiiefto  ultimo  fuppofto  trov^ 
nella  lène  dell’  equazione  corrifpondere  il  termine  po- 
fìtivo  I ; nella  ferie  delle  prime  ditierenze  il  termine 
pofitivo  i5:  in  quella  delle  feconde  differenze  il  ter- 
mine pur  podiivo  iS  : e nella  ferie  delle  terze  ed  ul- 
time differenze  il  termine  ancor  pofitivo  6 ; onde  fe 
fi  contìnualfe  ulteriormente  la  ferie  dell’  equazione  da 
quella  parte  , li  troverebbero  termini  pofitivi  lèmpre 
maggiori . Al  primo  fuppofto  poi  di  x , cioè  — 4 , nel- 
la ferie  dell’  equazione  corrifponde  il  termine  negati- 
vo — 3 ; nella  ferie  delle  prime  differenze  il  termine 
pofitivo  4:  in  quella  delle  feconde  il  negativo  — 6 ; 
e in  quella  delle  terze  ed  ultime  differenze  il  termi- 
ne pofitivo  6 ; e perciò  continuando  la  ferie  dell’  equa- 
zione dalla  parte  finiftra  , fi  troverebbero  termini  ne- 
gativi fempre  maggiori . 

VII.  Quando  nella  fèrie  dell’equazione  i termi- 
ni eguali  a zero  , e i paflaggi  de’  termini  da  a — i 
e da  — a + non  fono  infieme  tanti , quante  debbon  ef- 
fere  le  radici  dell’ equazione  , cioè  quante  fono  le  uni- 
tà dell’  efponente  aella  mallìma  poteftà  dell’  incogni- 
ta , non  deefi  fubito  conchiudere  , che  le  altre  ra- 
dici non  indicate  dalla  ferie  fieno  immaginarie  ; per- 
chè potrebbe  effére  , che  uno  ftefib  termine  eguale 
a zero  indicalTe  più  radici  razionali  eguali  tra  di  loro  , 
« anche  indicalTe  radici  irrazionali  comprefe  tra  il  fup- 
pofto del  zero,  ed  i fuppofti  dei  termini  contigui;  fic- 
come  uno  ftelTo  pafTaggio  da  + a — • , e da  — a + 
può  indicare  più  radici  reali  irrazionali  , o e^guall  tra 
di  loro  , o comprefe  tra  gli  fteflì  due  limiti  , cioè  tra 
due  medefimi  numeri  della  ferie  naturale  dei  fuppofti 
di  X . 

Vili.  Anzi  avvertali  , che  quando  la  ferie  abbia  qual- 
che termine  minimo,  dopo  il  quale  i termini  continuino 

ad 
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ad  effere  affetti  dello  fteflb  fegno  , potrà  accadere  , che 
r equazione  abbia  una  , o più  coppie  di  radici  irrazio- 
nali , comprefe  fra  il  fuppofto  di  x che  dà  il  mini- 
mo , e i luppoli!  contigui . Per  intendere  la  ragion  di 
ciò  , fi  coniideri , che  un’  equazione , la  quale  non  avef- 
le  che  una  fola  radice  reale  , per  quello  , che  è flato 
detto  al  nuin.  4-  , dovrebbe  avere  nella  fua  ferie  ua 
Polo  paffaggio  da+a  — ,oda  — a 4-,  e queflo  pei 
zero , fuppoflo  che  la  detta  radice  reale  fufle  razionale 
f num.  3,  ) . Che  le  fi  fupponefiero  nell’equazione  due 
fole  radici  reali , e quefle  molto  difeguali , dovrebbero 
nella  ferie  dell’  equazione  averli  due  foli  pafTaggi  da 
•fa  — , eda  — a-f,  e quefti  pel  zero  ogni  qual 
volta  le  due  fuppofle  radici  foflero  razionali . Ora  due 
foli  paflàggi  da -fa  — ,eda  — a -f  non  pofTono  in- 
tenderfi  lènza  intendere  , che  tutti  i termini  dell» 
ferie  intermedi!  ai  due  pafTaggi  fieno  affetti  dallo  flef- 
fo  fegno , e queflo  diverfo  ^ fegno  di  cui  fono  affet- 
ti tutti  gli  altri  termini  della  ferie  medefima  . Dunque 
concependo  che  le  fuppofle  due  radici  difeguali  dell’ 
equazione  cominciafTero  ad  avvicinarli  T una  all’  al- 
tra, e chiaro  , che  1’  intervallo  tra  le  due  mutazioni 
del  fegno  fi  andrebbe  di  mano  in  mano  fminuendo  , 
fin  tanto  che  divenendo  le  due  radici  eguali  tra  di 
loro  , o diftanti  l’una  dall’  altra  d’  una  quantità  mi- 
nore dell’  unità , il  detto  intervallo  fvanirebbe  , e re- 
nerebbero i termini  della  ferie  affetti  tutti  dello  flef- 
fb  fegno  , fe  non  che  in  luogo  dell’  intervallo  fvanito 
rimarrebbe  un  termine  minimo  fe  le  fuppofle  due  ra- 
dici fofTero  irrazionali , o am  Iblo  zero  fe  foflero  ra- 
zionali (30) . 

IX.  Quando  fi  refla  in  dubbio  fe  un  minimo , che 
s’  incontri  nella  ferie  dell’  equazione  , indichi  qualche 
valore  reale  dell’incognita  , o no  : come  pure  quan- 
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do  fi  refta  in  dubbio  circa  il  numero  dei  valori  indi- 
cati da  una  ftelTa  mutazione  di  legno  ; fi  foftituifca 
nell’  equazione  in  luogo  dell’  incognita  x il  minore 
di  que’  due  luppofti  di  .x  , che  fono  i limiti  tra  i qua- 
li cade  il  dubbio , accrefciuto  d’  una  frazione  , il  cui 
numeratore  fia  1’  unità , e ’l  denominatore  fia  una  nuo- 
va incognita  . Fatto  ciò  , fe  l’equazione  data  per  la  nuo- 
va incognita  avrà  dei  valori  reali  maggiori  dell’  uni- 
tà ; quanti  fono  quelli  valori  , tanti  iaranno  i valori 
della  X comprefi  tra  quei  due  limiti , tra  i quali  cade- 
va il  dubbio  : e fe  la  nuova  equazione  non  avrà  al- 
cun valore  reale  maggiore  dell’  unità , il  che  non  po- 
trà fuccedere  fe  non  nel  cafd  del  minimo  ; fi  potrà  ef- 
fer  certo,  che  il  minimo,  fu  di  cui  cadeva  il  dub- 
bio , non  indica  valore  alcuno  reale  della  x . Impe- 
rocché le  tra  i due  limiti , fu  dei  quali  rellava  il  dub- 
bio , fono  veramente  comprefi  valori  reali  della  x , 
devono  quelli  elTere  maggiori  del  limite  minore , e mi- 
nori del  maggiore  ; e però  devono  venir  efprelfl  cia- 
fcuno  dal  limite  minore  accrefciuto  d’  una  frazione 
vera  ; onde  fuppofto  , che  quella  frazione  abbia  per 
numeratore  T unità  , dorrà  avere  per  denominatore  n- 
na  quantità  maggiore  dell’  unità  . Dunque  la  nuova 
incognita  , che  rapprelènta  quello  denominatore  ^ dee 
avere  tanti  valori  reali  maggiori  dell’  unità  , quanti 
fono  i valori  reali  della  x comprefi  tra  i luddetti  li- 
miti . 

X.  Per  riconolcere  poi  le  F equazione  data  per 
la  nuova  incognita  abbia  radici  maggiori  dell’  unità  , 
« quante  ne  abbia  , tengali  il  metodo  dato  di  fopra  , 
cercando  cioè  i limiti  dei  valori  della  nuova  incogni- 
ta per  cui  è data  1’ equazione  . Trovati  poi  quelli  li- 
miti , verranno  a rellringerfi  i limiti  dei  valori  della 
^nell’ equazione  propofta  da  principio  , e così  fi  ver- 

ran- 
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ranno  ad  avere  i mcdefimì  valori  più  proUrml  ai  veri  . 
Anzi  ri{Mgliando  b fteffa  operazione,  e ripetendola  di 
mano  in  mano  nelle  equazioni  , che  eòa  qiaeiio  meto* 
do  s’ anderanno  ritrovando  , fi  potrà  giugnere  per  eia- 
fcun  valore  della  x ad  un’  a pproflini azione  tanto  gran» 
de  , quanto  fi  pofia  defiderare  . 

XI.  Eccone  1’  efempio  , Sia  V equazione 
•4”  8 ix’ — j 50X  + 90  ^ 0 , di  cui  la  ferie  è 6 , a,  1 3, 
rs  , — IO, — 54,  — 78, — 22,198  i quaK  ter- 
mini corrilpondono  ai  leguenti  fuppolii  di  x , cioè  i , 
2»  3>  4,  5,  <5,  7,  8,  9.  Elfendo  in  quella  ferie  due 
mutazioni  di  fegno , corrifpondemi  ai-  fuppolli  4,5,0 
8,9,  faremo  ficuri , che  fra  4 , 5 , e 3 , 9 vi  faranno 
due  radici  reali  irrazionali . Quantunque  per  altroi  due 
fole  fieno  le  nautazioui  di  fegno  , non  devo  conchiu- 
dere precipitofamente , che  le  altre  due  radici  della 
propolta  equazione  fieno  immaginarie  imperciocché 
fra  ì medefimi  limiti  4,  5,  e 8,  9 potrebbero  efifle- 
re  ancora  le  altre  due  : anzi  ' offervando  che  la  fèrie 
dell’equazione  ha  un  minimo, corrifponden te  al  fuppo- 
fto  2 , potrà  accadere  , che  fra  2 e i , e fra  2 e 3 fi 
/ ritrovaffeco  le  predette  radici . Per  feoprire  fe  ciò  in 
realtà  avvenga , tengo  il  feguente  metodo , che  applico* 
foltanto  ad  indagare  fe  fra  1’  i e 2 vi,  fb  alcuna  ra- 
dice ; porendofi  dà  ciò  abbaftanza  comprendere  come 
operare  Ir  debba  negli  altri  cafi  . Pongo  x eguale  al 

limite  minore  più  , cioè  x zr  1 -f  — : e fttta  la 

y 

foflituzioDe  nella  {vopofla  equazione,  trovo  6y* — 32^ 
+ 3py  — i2j»  + I — 0, , di  cui  la  ferie  è 2 , — 27,, 
-—20,65  » corri fpondente  ai  fuppofli  i , 2 , 3 ,4,  in  cui 
vi  fono  due  mutazioni  di  fegno , corrifpondemi  ai  fup- 
pofti  1,3,63,4.  Dunque  fra  quelli  limiti  vi  fono 

due 
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due  valori  di  y , che  in  confeguenza  faranno  maggio* 
ri  deir  unità  ; e perciò  conchiudo  , che  fra  i e a 
vi  fono  due  valori  della  x . Che  fe  non  avelli  ritrova- 
to alcun  valore  della  y maggiore  dell’  unità  -,  avreb- 
be ciò  indicato  , che  fra  rea  non  vi  era  alcun 
valore  della  x ; onde  hi  fognerebbe  cercarli  fra  il  a ed 
il  3 : e le  non  li  trovalTero  fra  quelli  limiti  , conver- 
rebbe far  1’  efperimento  fra  il  4 e il  5 , e 1’  8 e il  p . 
Voglio  ora  * approlli marmi  al  minore  dei  due  valori 
delia  X comprelì  fra  i e 2 ; pongo  a quell’  effetto 

y 3 + “ » cioè  u£[uale  al  limite  maggiore  accre- 

i,  ^ J ^ 

Iciuto  della  frazione  — , giacché  elTendo  jt  ~ i H , 

il  malìimo  valore  di  y darà  il  minimo  di  x:  e fatta  la 
lòftituzione  nell’  equazione  data  per  y,  ritrovo  62.-:* 
— d 2* — 752*‘ — 40Z  — dnzo,  da  cui  ricavò  la  fe- 
rie — , 558  , 4059  , corrifpondente  ai  fup^offi 

I ,'2,3;  dunque  fra  i e 2 vi  ^é  un  valore  di  r maggior 
dell’  unità  . Se  vogliafi  feguitare  l’ approlllmazioue , 

».  i j 

fi  ponga  z=z  1 e fatta  .la  foftituzione  neU’  e- 

quazlone  data  per  2,  rirulta  6r^u* — • 40«*  — 279^’ — ^ 
C79«*>— - 242a — 62  ~ 0 , la  di  cui  ferie  , corri- 
fpondente ai  fuppolli  1,2,3  Sfc,  è — 558  , — 942  , 
SS6  , la  quale  , a cagione  della  mutazione  del  fegno', 
indica , che  fra  il  a ed  il  3 vi  Ila  un  valore  reale  deh 
la  u . Chi  defiderafle  continuare  1’  approfiìmazione  ^ 

dovrebbe  porre  « zzr  2 -f , ed  operare  eome-  fopra  ; 

con  che  troverebbe  ‘ . • • • 
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t perciò  i valori  proilìmi  della  or*  fono 


I 4 14  ip 

I * 3 * 11  ’ 15 


il  IL  1?£ 

41  5^  153 


ciafcun  def  quali  è in  termini  minimi , e diffèrifce  dal  vero' 
valore' per  una  quantità  minore  di  una  frazione  la  quale- 
abbia  per  numeratore  1’  ui>iià , e per  denominatore  il  deno- 
minatore della  ItelTa  frazione  moltiplicato  per  lo  denomi- 
natore della  frazione  feguente  , per  lo  num.13.  del  Gap.7. 

di  quello  Libro:  così  — differirà  dal  valore  vero  di  jf. 

. - 

per  una  quantità  minore  di  . Per  facilitare  la  fo- 

ftituzione  del  valor  i -i ~ x nell’  equazion  pro- 

pella , fi  rifletta  , che  fe  neU’'equazion  generale-  A x* 
+ B x"~'  Cjr""*  Sic...  -H  A = 0 fi  ponga  p ^ in 

▼ece  di  X , onde  fia  A' y"  + B' C' y”~^  &c. 
+ ir’  ^ 0 ; farà  A^  ~ A p"  + B p"~'  + C p""*  &c.. 
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li'  — m A p""'  + m — I . B -jr  ;n  — 2 . C p*"*  Scc.  , 


C'  = 


m . m 


. A p 


, W — I 
T 


:.HLZ7-  ,Bp”‘^  &c.. 


come  fi  ricava  dal  jium.  5.  del  Capo  2.  di  quefto  Li- 
tro : lo  lleiro  vale  per  le  altre  Ibftiiuzioni . 

XII.  Altro  metodo  per  lo  fteffo  oggetto  del  nu- 
mero precedente  è quefto  : fi  ponga  x — e fi  fac- 
cia la  foftituzione  neir'equazione  x* — i6jr’  -f  3ijr* 
— 150X-  -f  gozzzc  , onde  fi  ottenga  y*  — 1603^’ 
8 looy  — 1 50000V  9000C0  ~ 0 : e comecché 

per  le  cofe  dette  nel  num.  precedente  , il  minimo  ri- 
trovato nella  ferie  dell’  equazione  data  per  x mi  met- 
te in  dubbio  fe  fra  i e 2 vi  fieno  valori  irrazio- 
nali della  X ; perciò  ritrovo  i termini  fra  ’l  lO,  ed  il 
so  della  fèrie  dell’  equazione  data  per  y , i qnali  fono 

ÓOOOQ  , 3^781  , 10656,  4059  , 13024  . — 

?<5875»  — 16224  , — 11659,--  3744»  dp8i  ,20Coo, 
in  cui  effendovi  due  mutazioni  di  fegno,  ne  inferi fco , 
che  all’  y competono  due  valori  , uno  fra  il  12  e il 
J3,  e 1’  altro  fra  il  18  e il  19  ; onde  all’  x conver- 
ranno due  valori  compred  fra  1 e 2 , il  più  picciolo 

*.  1 

dei  quali  fari  fra  e , ed  il  più  grande  fra 
® equazione  data  .per  .x  fi  foftitui- 

fca  — in  luogo  di  y , e della  nuova  equazione  fi  tro- 
verà quella  parte  di  ferie  , che  corrlfponde  ai  fuppofti 
di  2 da  120  fino  a 130,  come  pure  quella  parte, che 
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corrifponde  ai  fuppofti  di  2 da  180  fino  3 190;  fi 
confineranno  le  radici , di  coi  fi  parla  , tra  limiti  anche 
più  riltretti  : e prolèguendo  collo  Iteflb  metodo  quell’ 
operazione  , per  altro  affai  laboriofa  , attefi  i numeri 
l'empre  più  alti,  che  fi  hanno  a maneggiare,  ed  appli- 
candola a qualfivoglia  radice  dell’  equazion  propella  ; 
fi  arriverà  ad  avere  ciafeuna  radice  confinata  entro  i 
limiti  quanto  fi  vuole  rillretti  , e perciò  approffimante 
al  valor  giufio  quanto  più  piace  . 

XIII.  Potrebbe  accadere  un  cafo  , che  io  per  al- 
tro reputo  rarllfimo , cioè  , che  qualche  radice  dell’  e- 
quazione  data  per  x non  venga  indicata  da 'alcuna  mu- 
tazione di  legno  , ne  da  alcun  minimo  nella  ferie 
dell’  equazione  . (Quello  cafo  può  avvenire  quando  vi 
fieno  alcune  radici  dell’  equazione  , che  differifcaiiò 
per  una  piccioliflìma  quantità  : allora  farà  opportuno 

ricorrere  alia  foftituzione  jr  — , ovvero  x — — ^ 

IO  lOO 

^c. , e trovare  la  ferie  dell’  equazione  • data  per  y '; 
effendo  quafi  imponibile  , che  in  tal  fèrie  non  fi  l'cor- 
ga  qualche  fegno  di  tutte  le  radici  , che  appartengo- 
no all’  equazione  per  y , da  cui  farà  facile  determinare 
i valori  di  X , -che  nello  'lleffb  tempo  fi  ritroveranno 
affili  proffìmi  ai  veri  . - - 

XIV.  Chi  voleffe  per  altro  operare  con  ficurezza, 

dovrebbe  formare  1’  equazione  v'  + a i/'-*  + v'-^  -f- 

c v~  ^ ^c.  — 0 , in  cui  le  v efprimeflero  i quadrati  deU 
le  differenze,  che  paffano  fra  le  radici  della  propofla, 
ofiìa  dell’  equazione  in  x , come  infegnammo  al  num.  1 5. 
del  Capo  2,  di  quefto  Libro  ; indi  dovrebbe  ritrovare  il  li- 
mite più  grande  pofitivo  dei  valori  delle  radici  di  que- 
lla equazione,  col  metodo  del  num.  6.  del  prefente  Ca- 
pitolo , il  quale  limite  fia  g;  effendo  adunque  g mag- 

. T C'  gio- 


Digilized  by  Google 


t 


330 


LIBRO  m. 


glore  di  qualunque  v , farà  — minore  di  qualunque  v (31] 
e perciò  _L_  minore  di  una  qualunque  differenza  delle 


prolungata 


radici  dell’  equazione  in  x : per  tanto  fe  in  quefta  in 
vece  della  x ii  pongano  l'uccefTivameme  i termini  del- 
la ferie  aritmetica  0 , J_  , , A-  ^ 

, 

da  una  parte  e dell’altra  quanto  fa  bifogno,  num.  d.  ; 
tutte  le  radici  reali  dell’  equazione  propollra  faranno 
fenza  dubbio  indicate  dalle  mutazioni  dei  fegni , che 
fi  ritroveranno  nella  ferie  dell’  equazione  : e i termi- 
ni della  ferie  predetta  , corrifpondenti  ai  termini  con- 
tigui della  ferie  dell’  equazione  , nei  quali  cade  la  mu- 
tazione del  fegno  , faranno  i limiti  dei  valori  del- 
la . Se  g non  fofle  un  quadrato  perfetto  , per  como- 

do del  calcolo  fi  può  prendere  in  vece  di  g il  qua- 
drato perfetto. più  proffimo  dei  maggiori . Se  foffe 

0 

maggiore  dell’  unità , allora  alla  ferie  0 , _1_ , A: , &rc. 


fi  può  foftituire  0 , i , c , 3 , , perchè  in  quefto  ca- 

lo tutte  le  differenze  delle  radici  fono  maggiori  dell' 
unità , e perciò  più  radici  non  pofTono  aver  per  limi-^ 
ti  due  termini  contigui  della  predetta  ferie  o,  i ,p,3i 
Sic.  ; onde  ogni  radice  reale  conviene  che  cagioni  mu- 
tazione di  fegno  nella  ferie  dell’equazione  . Dalle  cofe 
dette  in  quello  Capitolo  fi  comprende  facilmente  , effere 
in  noftro  potere  approflimarfi  quanto  fi  vuole  ai  veri  valori 
delle  radici  reali  di  qualfivoglia  equazione  numerica . Il 
Sig.  La  Grange  negli  Atti  dell’  Accademia  di  Berlino  per 
l’anno  1778  di  un  metodo  per  trovare  per  approlìi- 
mazione  le  radici  dell’ equazioni  lltterali  coU’ajuto  dei 
logaritmi  . CA- 
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■Coi  Seni  f eCoJJ'eni  circolari  ^ ed  iperbolici  fi  cojlruijcono 
le  radici  dell'  Equazione  del  num.  13.  del 
Capo  quinto  . 

' * » • - ' , . * ^ « 

j_  1-  9 Equazione  del  num.  12.  del  Capo  quinto  ha 

quella  forma  jr'  — p <t  x^'^'  ^ — -----  • 

_ f •(/>— ^ V*  &CC — b = Oy  in 

00  . . 

cui  a e ^Voflbno  èlTere  pofitive  "e  negative  come  fi 
vuole  ’.  Una  delle  fue  radici  ha  quell’  altra  forma 


2 4 


f 


+ (^-^ 
— \ 2 1 


4 


valendo  il  légno  — quando  fia  a negativa  , ed  il  numero 
'p  pari  . Avvertafi  , Che  fi  pone  — b m di  i-,  ed-*  in 
vece  di  a’ in  grazia  di' ma^ior  femphcita  ; il  /),come 
ognun  vede  , corrifponde  all’  « ; td  in  cambio  di  t , 
fi  pone  1’  unità  . A coftmire  quelle  radici  bi- 
ibgna  confrontarle  colle  efpreflìom  dei  .feni  , e xoC- 
iSi  dei  logaHtmi  e degli  archi  fottomolnpliCi  , e- 
fpofte  nel  Libro  2.  Capo  11.  num.  lo.  L acciocché  fi 
proceda  con  chiarezza  , diftmgueremo  quatto  ^PO^efi  , 

nella  prima  « e b fono  pofitive  : ^7ivr" 

frlva.b  negativa;  neHa^terza  « negativa  , i politiva  .. 
.tei  I quarta  « e i fono  negative  . A motivo  di  elegan- 
za’, cerco ‘foltento  la  nietà  di  x > , / •.  /. 

* ‘ , jr 

II.  Nella  prima  ipotefi  abbiamo  ^ 

T t a ' ^ 
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L+s/hl-f  '+±_/^£_/  ' 


f in  Cui  n 


diftinguano  due  cafi  , cioè  o è > 4'’ , ovvero  non  è 

I ‘ 4 • 

maggiore  : nel  primo  cafo  II  confronto  fi  dee  fare  col 
efpreflione  del  coffeno  del  logaritmo  fummultlplo,  cioè 

t 

fi.  Chu.-\-Shu.''-^Ch  fi.  — S h • 

con  Ch  — =i  — — : nel  fe- 


condo calo  colla  formola  del  coffeno  dell'  arco  fum- 
multlplo 

I 2 

f*  _ + /-  I . e j»  + C c u.  — 


III.  Dal  primo  confronto  nafce  — + k/~ af  =: 

^ , c 1 4- 

C h fi  + S h (M,  B /b  b p Ch  fjt.  — S h fi 

2 y — --4  — 

aggiunte  quefte  due  equazioni , e poi  fottratta  dalla  pri- 
ma la  feconda,  otterremo — = e t/—  — 

> 2 r^-f  » 7 4 

~ : mi  € h fi  r r \ adunque  fofti- 
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..  n ^ b b b b , . r r 

tmti  1 valori,  lata h a'  cioè 

4 4 r 

t 

/ “ r’  , ed  A*  ~r  . E'  chiaro  pertanto  , che  fia 
— — C h y pofto  che  (*-  fia  quel  logaritmo,  che  ab- 

2 p 

b / — 

bia  per  cofleno  — , e per  feno  tutto  a ’ . 

IV.-  Defcritta  adunque  l’ iperbola  equilatera  col  femiaf- 
fe  AC~  a'  ( Fig.i.  Tav,  i.  ) , li  tagli  C M — — 

e . 4 ’ 

«ònduca  il  feno  M jV  , e dai  punti  A y ed  N nell’  afjnto- 
to  li  calino  le  normali  A K , N P-.  {xz  C K y CP  li  trovi- 
no tante  medie  proporzionali , quante  unità  lono  in  /> — i, 
la  prima  delle  quali  Ila  C G : finalmente  da  G li  tiri  G E 
perpendicolare  all’  allntoto  , ed  il  feno  E B ; quello 

determinerà  il  cofleno  C B — — .Se  d fia  un  numero 

difpari  , la  prima  delle  medie  proporzionali  tra  C K y. 
C P avrà  un  folo  valore  reale  , e perciò  una  fola  fa- 
rà la  radice  reale  della  noftra  equazione  : fe  p farà  un 
Riamerò  pari,  la  prima  delle  medie  proporzionali  avrà 
due  valori  reali , pofitivo  1’  uno  , negativo  l’altro  , cioè 

CG,Cg(32);  dunque  ancora  Ch~  avrà  due  valori 

eguali , cioè  C fi , C b y il  primo  pofitivo , il  fecondo  ne^ 

gativo;  e quindi  lo  fteflb  avverrà  ad~  . 

I 

»-*•••  I 


V. 
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V.  Dal  fecondo  paragone  fi  avrà 


C c *1“  i . S c fx 

- pr? 


i .S  < (t-  . 


_ y/rr; . 

I 4 ■“  r*-'’ 

j /■  » s b C c (X  ^ [f  S c tx 

de  li  troverà  — . V j — IJI  — UT; 

2 r'~>’  ’ 1 * 4 — 


on- 


dunque^  = , 

4i  /I  f 


bb 


ma 
r r 


cioè  a'’  ~ r*  , ovvero  ~ r . Per  tanto  iarà  — zz: 
’ a 


C f — , purché  fia  il  feno  tutto  uguale  , ed  il 
C c t*-zzz — . P-yr  avere  la  coftruaione  (L  defcri- 

f-  « 

i.a  * 

va  il  circolo , il  di  cui  feno  tutto , o Ha  il  raggio,  fia 

I fi 

C A~  a { Ftg.  2.  Tav.  i . ) : fi  prenda  C M , e fi 

2 . « * 

conduca  il  feno  M N ; farà  1’  arco  A Nzz  (x.  Si  di* 
vida  quello  in  tante  parti , quante  unità  fono  in  p , 

la  prima  delle  quali  fia  AE  zz:-^  :ù  cali  il  feno  E B ; 

il  cofleno  C B farà  uguale  ad  — . L’  arco  AN . il  di 

cui 
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cui  coffeno  é CM,  noti  è unico;  imperciocché  chiama- 
ta la  circonferenza  del  circolo  — c , e T arco  A N — ;x; 
tutti  gli  archi  3e-f/x,&iC.  ,e  fi- 

milmente  gli  archi  — c + — ’i  c -h  f*>  — 3 c + •“» 

&:c.  , i quali  fono  infiniti  di  numero,  hanno  per  colfeno 
M.  C : quelli  fe  fi  dividano  in  parti  numero  p , fi  trove- 
ranno nuovi  archi  A i E y A ^ E ^ 5cc.  , i di  cui  colTeni 
CsjBjCsfi,  &(c.  daranno  nuovi  valori  della  radice 

^ . Ne  fi  dee  per  altro  credere , che  i valori  reali  di 


fieno  infiniti , elTendo  tanti  folaraente  , quante  unità 

fi  trovano  nel  numero  p;  imperciocché  divifo  un  nume- 
ro p di  archi , fi  troveranno  foltanto  punti  numero  p , 
ritornando  i medefimi  punti  per  la  divifione  degli  al- 
tri archi , come  fi  vidde  accadere  nel  Capo  i a.  del  Li- 
bro 2.  per  la  fézione  dell’arco  in  tre  parti  ugua- 

li  ; adunque  — ha  tanti  valori  reali , quante  unità  fo- 


no in  p 
C c f*  n: 


Nel  cafo  che  folfe  — i=z  , farebbe  il 
b 

= j e farebbe  perciò  t^z=:o\ 


on- 


r-« 


de  gli  archi  da  dividerli  farebbero  o , e + o,Q<r  + o, 
3 ^ ~h  0 f bcc. , cioè  c , 2 c,  3 c , kc. 

VI.  Nella  feconda  ipotefi , in  cui  fi  fuppone  a po- 
fitiva , e ^ negativa  , mutato  il  fegno  alla  lettera  b , U 
radice  riceve  la  l'eguente  forma 
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3'/ 


+ v/^ 

I 4 


P 

— a'’  + 


' 2(4 

la  quale  fi  dee  paragonare  col  cofTeno  del  logaritmo 

flimmultinlo  fe  fia— >/;  col  cofTeno  poi  dell’ a r- 

^ A * 


co  l'ummuluplo  fe  ^iion  fia  >4'’ . Quelli  paragoni  ci 

danno  i medefimi  valori  della  prima  ipocefi,  con  quella  di- 
va li  tà  fol  tanto  , che  il  colTeno  i»-  fi  dee  prendere  nega- 

^ così  H dovrà  fare 


■>4'' 


rivo  . Nel  cafo  dunque  di 

la  coftruzlone  . Defcritta  l’ iperbola  equilatera  col  feno 
tutto  C A ~ a*  ( Fig.3.  Tav,i.')f  fi  tagli  CM 


c , 4 


la  quale  effendo  negativa  li  dee  prendere  dalla  parte 
dei  colTeni  negativi  : a quella  fi  alzi  la  normale  Af  FT 
dalla  parte  dei  feni  pofitivi  , perché  il  feno  li  è trova- 
vate pofitivo  : da  JV  nell’  afintoto  C JC  fi  cali  la  nor- 
male JV  P j e tra  C A" , C P fi  trovino  tante  medie  pro- 
porzionali , quante  unità  fono  nel  numero  p — i , la 
prima  delle  quali  fia  C G : G E fia  normale  all’  afinto- 
toto  , ed  £ i?  all’  alfe  j il  colTeiio  C B negativo  fa- 

V X 

ra  — . 

n 


VII.  Se  fia  p numero  difpari  , le  medie  propor- 
zionali tra  C K f C P da  ritrovarfi  faranno  di  nu- 
mero pari  : ma  le  medie  proporzionali  di  numero  pa- 
ri fra  una  quantità  politiva  , ed  un’  a’ tra  negati- 
va 
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va  foao  poflibllì , e la  prima  di  effe  è Tempre  negati- 
va (33)  ; adunque  le  lia  p numero  difpari , C G farà 


reale , e negativa  ; e quindi  ancora  C B n;  — farà  rea- 
le , e negativa . Se  poi  fia  p numero  pari , le  medie  propor- 
zionali da  ritrovaci  faranno  di  numero  difpari  ; ma  le 
medie  proporzionali  di  numero  difpari  fra  una  quanti- 
tà pofitiva  , e 1’  altra  negativa  , non  tutte  fono  reali , 
. ma  la  prima , terza , quinta,  5cc.  fono  immaginarie  (34)  ; 
dunque  C G , dovendo  effere  la  prima , farà  immaginaria  ; 

X 

e per  ciò  farà  immaginaria  ancoraCB— — . Adunque 

nel  primo  cafo  della  feconda  ipoteli , fe  lia  p difpari  , 
avremo  una  radice  reale  negativa  : fe  p fia  pari , tutte 
le  radici  faranno  immaginarie . 

Vili.  Nel  fecondo  cafo  di  quella  ipotefi , nel  qua- 


le abbiamo  — < a** , ovvero  — ~ a'’ , la  coftruzionc 
* . jr  4 

ci  da  tutte  le  radici — • reali  ( Fig,  4.  Tav.  i.)  . Deferir- 

C2' 


to  il  circolo  col  raggio  a\  fi  tagli  il  coffeno  negativo 
C M~ , e fi  alzi  il  feno  politivo  M N : chia- 

maro’  l’ arco  A N=z  fi  prendano  gli  archi  ^ c -f  p , 
2c  + p,3c-|-p,  bic.  tanti  di  numero  , quante  unità 
fono  in  p : e fatta  la  diviGone  di  quelli  archi  in  parti 
uguali  numero  p , fi  determinino  i punti  £ , 2 JE  , 3 £ , &cc.; 
mediante  quelli  fi  determineranno  le  radici  dell’  equazio-  _ 

ne  , cioè  -^zrCBjiziCsB,— C3B,  Scc.  E’  fuper- 

fluo  prendere  archi  in  maggior  numero, ritornando i me- 

V V definii 
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definii  punti  di  divlfione  . Se  fia  — 1=  , farà  — 

4 

2. a * 

T 

a*  ; e perciò  gli  archi  da  dividerfi  faranno  r , 2 r , 

IX.  Nelle  altre  due  ipotefi , in  cui  a è negativa , e 
b pofitiva  ) ovvero  a negativa  , e b ancora  , il  paragone  fi 
dee  fare  colle  forinole  dei  feni  de’  logaritmi , quando 
|e  radici  non  contengano  quantità  immaginarie  ; con 
quelle  poi  dei  feni  circolari , fe  fi  introducano  nelle 
radici  le  quantità  immaginarie  . Lalcio  all’  induflria  dei 
Giovani  la  coffruzione  di  quefte  radici , la  quale  non 
differifce  dalle  coftruzioni  da  noi  fopra  efpofte . 


CAPO  X. 

Si  rifolmno  tutti  i Binomii , ti  alcuni  Trinomii  in  fai~ 
tori  reali  del  fecondo  grado  col  mezzo  dei 
Cojfeni  circolari  . 


I.  OE  dal  trinomio  z***- — >bz*+ei^~o  fi  elimini 
introduca  la  » mediante  l’ equazione 


SE  dal  trini 
la  z , e fi 


2 H = jf , nafcerà  l’ equazione  di  quefta  forma 


P d X 


2 


. a 


V-* 


, — ^ = 0 , per  lo 


p^p  — ^Mp — s) 

2*3 

num.  1 2.  del  Gap,  5.  di  quefto  Lib.  Se  fia  dunque  ^ Un  .va- 
lore di  X di  quefta  equazione  y farà  * — f =:  0 ; e perciò 

farà 
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farà  z + — f = fz  — ^2  + a — o.  Adun- 

que il  trinomio  propofto  farà  divifibile  prò  lo  trinomio 

22 ^2  + 4 = 0 reale  di  fecondo  grado  (35)  . 

11,  Ora  nel  Capo  precedente  abbiamo  veduto , 

che  pofta  4 pofitiva , e — non  maggiore  di  4'’,  il  rag- 

■ h 

gio  del  circolo  = 4* , ed  il  coseno  dell’  arco 

0.4~ 

tutte  le  radici  dell’equazione  x'— p4jr'-’  &c.  fono  reali  ,‘ed 


uguali  aoCf-— -,2cc  — , a C c - » ■ 

. : .P  j.  P P 


c ; le  quali  chiamate  per  brevità 

P r.  ' ‘ ^ 

f » 2 f > ' 3 ^ trinomio  propofl»  ! rifo- 

lubile  ne’  fortori  reali  di  fecondo  grado  z z f 2 + a j 
22 — 3f  2 ■+  4,...zz  — p^z  + a\  avv-ertendo , che  1 
coefficienti  1 , a , . . . p altro  non  fanno  , che  diftinguere 
il  , ed  indicare  il  numero  delle  radici,  ed  in'confe-^ 
guenza  dei  fattori  di 'fecondo  grado,  cne  tuttr  faran-' 

no  in  numero  p.  . ' , . ■ . ■ * 

^ i 

111.  Fingiamo  ora  che  il  cofleno fiaugua-' 

- a. 4 * 

^ ' 

le  al  feno  tutto  4* , c che  perciò  l’ arco  P fia  ugua- . 


^ -L  . , 

le  a zero  ; avremo  — = 4* , ed  il  trinomio  propofto 

a 

JL 

fi  cangierà  in  z*  - — > a 4’  z**  4-  a**  zz:  0 ; i trinomii 

V V a poi 
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poi  4i  fecondo  grado  , ne’  quali  quefto  rifolvefi  , faran- 


no z z — - 1 z C c h » 2 z 

f 


'i  z C c H « , z z — 
P ' 


,QzCc  + 4,. . .zz — <xzCe^-^ — d-  4 . Si  de- 

/ ^ P 

feriva  il  circolo  col  raggio  4*.  e principiando  dal 
punto  I ( Fig.  5.  Tav.  i.  ) fi  divida  tutta  la  circonferen- 
za in  parti  <1  p uguali  ; veni  la  femicirconferenza  divi- 
fa  in  parti  p : e mettendo  in  tutti  i punti  di  divifione 
i numeri  coll’  ordine  , che  rapprefenta  la  figura  ; è chia- 
ro che  i coffeni  cercati  corri fpòhderanno  agli  archi  ter- 
minati dai  numeri  difpari  ; imperciocché  r arco  com- 

prefo  tra  I e 3 è uguale  a : quello  tra  1 e a — 

P . p * 

&c.  (3ì5)-.  • ’ :.C 

IV.  Ciafeun  arco  minore  della  femicirconferenza 
ha  un  arco  corrifpondente  ipaggiore  della  fteffa , ai  qua- 
li è comune  lo  fteflb  cofleno,  come, chiaramente  fi  ve- 
de nella  figura  , in  cui  ogni  cofleno  C h appartiene  a due 
archi . Se  ne  eccettui  però  1’  arco . zero , il  cui  coffe- 

no  è 4’,  e quando  fia  p numero  pari  fi  dee  eccéttua- 

re  ancora  la  femicirconferenza  , il  cui  Cofleno  è — 4*  * 
(37).  Dunque  ciafeun  de’ fattori  reali,  in  cui  fi.rifol- 

_F 

ve  il  trinomio  z’'  — 2 4’  z'  -f  4^  , è replicato  due  voi- 

I 

te , fuorché  il  trinomio  z z — 2 4*s-f4,  e quando  p 

I 

è pari , eccettuatone  ancora  il  trinomio  224-2  4*  z+4, 
i quali  non  fono  replicati . Avremo  adunque  quella  eqùa- 

p , 

zione  2*f  -^2  4’  z'  4-  4'’  = ( 2 z — 2 C c -y  4-  4 ) X • 

(zz— • 
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f a 0 Ce— . +:<r  ) &c.’  moltiplltati  per  - • 

\ p / 

t ' t_ 

(z  r — 2 tf’  r + 4 )X(  2 2 + a •*’  * + «*  ) • èftraendo  la  ta- 

X ' / f ■ ‘ 

dice  quadrata , farà  z'’  — <*’  — ( z a — 2 € c ——  + « ) X 

'(  rz~2  C-c  in  ^z— - a*  }X(z  4-  <«‘  } ; 

..  ? I l ‘ . ■';t  .'  ■ 1 

avvertendo  di  lafdare  queft’  ultimo  fattore  z 4*  fe  />• 
fia  dlfpari . ' • 

. 1 . . I ' r •_  i.'i  j r ' ' > I 4i 

, y.  Suppomamo  adejfo u^colfeno  “if  »i 

- ' j I ■>  '.  I •■<;r  . '••'.I  ilcrmii  ^ 

cioè  uguale  al  feno  tutto  prefb  lié'ga^vWeme;;,  »I  trlnó- 

■■  ' ' ■ ’ ' ' f 'iju  .j’iD  iji.i  if'i.  i-  ) n '/ 

mio  diverrà  ’z**’  + 2 « * z'*  4*  4''=ro,  l’arco  fi ,2=:  e’ 


t . .r  1 1 ' I,  f. 


'■.)  I 13'  - ij'  i ' t 


i trinomii  reali  di  fecondo  grado  ( nuin,2, } far^0Oz,z  — ^ 

■e 

ap 


OzCtf  — 4- <*',2z — 2zCf|^  4-2, 'zz  — dzCc^  ’ 


4-4, ...2z  — <xzC  c — 4-  4 . Incomincian- 

' ^ p 

do  dal  punto  i fi  divida  T mtera  circonferenza  ( Flg.  6. 
Tav.  I.  ) in  parti  2 p uguali  , e fi  fegnino i punti  di  divi- 
fione  coi  numeri  naturali  1 > u , 3 , «c.  ; i coflèni  cercati 
corrifponderanno  agli  archi  fegnati  cw  numeri  pari  2,4, 
d , &c.  Seguendo  le  Iteflè  tracce  dell’  ipotefi  antece- 

_L  c 

dente  fi  troverà  z'’4-«’  =;(zz— oCc— 4-«}X 

^ZZ-r; 
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1p 


I ■ . c ^ 

— 3^  .+  tf  ^&Ci^  ai 

ap 


quali  fattori  fì  <ì«  aggii^nere  * + «*  lè  p fia  difpari  ; ^r- 
chè  in  quefto  calò  , eflendo  la  femicirconferenza  divi- 
fi  in  parti  numero  difparì , entrerà  elfa  nella  ferie  de- 


n c 


3f  5f 


&C. 


fili  archi  — , , — , 

Q p <2,  p ^ 1 p 

, ' VI.  Dai  num.  4.  eì'  5^  ficonofoe»  che  il  binomio 
2' +4'  Ha  Tempre  rifoluhile  in  fattori  " reali  di  fecon* 
do  grado  : riloluci.poi  quedi  fattori , li  avranno  tutti  i 
valori  di  2 , i quali  làranno  reali  , 0 imraaginarii  lècon- 
do  k circoflanze  Adunque  fe  filiali  a~  i,  onde  il 
binòmio  fia  V*  4:  i — 0 còlla ‘'lezione  della  periferia 
del  cerchio 'in  parti  uguali  fapremo  ritrovare  tutti  i 
valori  di  z.  ed  in  confeguenza  dèli’  unità. tanto  poftti- 
và  , quanto  negativa  ^ . 

VII.  Gli  Analifti  credono  con  qualche  fondamen- 
to ,-fihc  qualimque  formoli  razionale  fi.  pc^a  rifolverei 
in  fattori  reali  del  fecondo  grado  . Se  ciò  è vero , tut- 

tl'gli  immaginarìi 'fi  riducono- ad  A + — 1 

che  rilbluti  i predetti  fattori,  > non  poiToao  dare  altri  im- 
maginari! , che  di  quella  forma . 


■ I 11  .j 


CAi- 


DiaitL-,  :ì1 


843 


< ' ^ ' C A P O XI.  • ' 

Della  Deferìzione  delle  Curve  per  via  di 
^ infiniti  punti.  ’ • 

I.  T)ArIiamo  qui  brevemente  della  maniera  ,•  con*  Cui- 
A data  una  equazione  di  una  Curva  , fi  procuri  di 
•'ttenerne  la  deferìzione  per  via  di  infiniti  punti  ; im- 
perciocché molte  colè  , che  quella  riguardano,  limia- 
mo opportuno  rimettere  al  Calcolo  ditferenziale  , per 
mezzo  di  cui  con  maggiore  fpeditezza  effe  fi  otten- 
gono , che  con  qualunque  altro  metodo  : come  farebbe 
condurre  le  tangenti  : ritrovare  gli  afintoti  non  paral- 
leli alle  linee  delle  coordinate  ; determinare  le  maflìme, 
e 1«  minime  ordinate  : i leflì  contrarii , e i regreflì  : 
il  genere  di  curvatura , &c. , in  che  il  lòpraddetto  Cal- 
colo mofira  la  fua  eccellenza'.  '• 

II.  Per  far  vedere  adunque  come  le  curve  fi  de- 
Icrivano  , o per  meglio  dire  fi  adombrino  per  via  di 
infiniti  punti , fi  proponga  a coftruire  la  curva  dell’equa 

zione yz=zx^- ^ .Prendo  qualunque  retta  C Bf 

( Fìg.j.Tav.x.  } per  linea  delle  afeifle  , ed  il  punto  A per'- 
principio  delle  medefime  : pongo  x zir  o e trovo  y — o i 
adunque  conchiudo  , che  la  curva  pafla  pel  punto  A ; 
pongo  or  = ^ , e fimilmente  ritrovo  y rZ:  o ; adun- 
. que  prefa  A B ^ b curva  paflferà  per  E : faccio  final-’ 
mente  x rzr  — « , e fimilmente  trovo  y — a ; dunque  ta-  ^ 
gliaca  AC  — a dalla  parte  delle  x negative  , la  curva  ' 
paflerà  anche  perC.  Supporta  x infinita 'poficiva  ^ farà* 

y = , perchè  gli  altri  termini  fvanifeono  ril^tti- 

Va-' 
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vamente  ad  ii  quale  offendo  infinitQ , epofitivo,  fa- 
rà y infioita,  e pofxiiva  r fe  poi  prenda/ì  x infinita,  e 
negativa  , fi  ritroverà  y infinita , e negativa  : fe  ad  x fi 
dia  qualunque  valore  pofitivo  , o negativo  , farà  y fem- 
pre  reale  . Adunque  la  curva  .è  continua  , ed  infinita  da 
una  parte  e dall’  altra  . Da  tutto  ciò  fi  raccoglie  , 
che  la  curva  avrà  ad  un  dipreffo  1’  andamento  , che 
•vedefi  efpreffo  nella  7.  figura  . Per  aver  poi  l’andamen 
to  precifo  conviene  dare  ad  x un  numero . indefinito  di 
valori per  efempio  A M , A ^ M ^ Stc.  , per  determina- 
re altrettanti  valori  ó\yz=zNM,iN  2M,  &cc.,  le  qua- 
li rette  applicate  con  1’  ellremità  M , 2 M , Scc.  ad  an- 
golo collante  all’ eftremità,  delle  afeiffe  , avranno  quel- 
le r altra  eftremità  2^  , 2 JV  nella  linea  che  fi  vuole 
deicritta . ; 

IH.  Dalla  deferizione  dì  quella  curva  fi  raccolga 
che  fé  y farà  eguale  ad  una  funzione  x razionale  , ed 
intiera,  cioè,,  che  fe  la  x non  fia  fotto  fegni  radicali  , 
ne  del  denominatore  della  funzione  nel  cafo  che  ab- 
- bia  denominatore;  la  curva  fegiiera  la  linea  delle  afeif- 
fe in  tanti  punti , quanti  faranno  i fattori  femplici  rea- 
li della  funzione  .fopraddecta  : e fe  la  ^ funzione  non 
aveffe  alcun  fattore  feraplice  reale  ; la  curva  mai  fe- 
gherebbe  la  linea  dell’  afeifle  , il  che  folo  può  accade- 
re quando  la-funzione  fia  di  grado  pari,  perchè  quelle 
di  grado  difpari  deono  avere  almeno  uh  fattore  ferapli- 
ce ,jeale,  dovendo  i fattori  fenripllci  iminaginarii  effere 
di  numero  ^ari,  .adtrlmenti  la  i[unzione  conterrebbe  quan- 
tità immagmarie  ; e .perciò  la  curva  In  tal  cafo  feghe- 
rà  la  linea  delle  afcilTe  almeno  in  un  punto. 

iVi  Se  y fià  uguale  ad  una  quantità  collante  di-> 
vita,  per  una  funzione  razionale  ed  intiera  di  x ? come 

fa- 
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.farebbe  y.~ 


X — a . X b 


mai  potrà  diventare 


zero  ; 


adunque  mai  la  curva  incontrerà  la  linea  delle  afcif- 
fe  . Se  fia  jf  rz:  a , làràyzz-^  , cioè  y infinita  : lo 

fteflTo  avviene  fe  fia  jrrr:  — b;  adunque  alle  afciffe  e- 

§uali  ad  a , e — b corrifpondono  due  y infinite  , cioè 
ue  afintoti  ; dal  che  fi  vede  , che  altrettanti  fono  gli 
afintoti  paralleli  alle  ordinare , quanti  fattori  reali  fein- 
plici  lono  nella  funzione  di  jr . 

V.‘  Se  y finalmente  fia  eguale  ad  una  funzione  ra- 
zionale di'jr  divifa  per  altra  funzione  razionale  , co- 


’ /-  Lu.  x.(x+  a).(x—b 

me  larcbbe  y zz  • — — --7— 


femplici  reali  del  numeratore  dinoteranno  altrettanti 
punti , nei  quali  la  curva  incontra  la  linea  delle  alcif- 
l'e  ; i fattori  poi  femplici  reali  del  denominatore  da- 
ranno altrettanti  afintoti  paralleli  alle  ordinate  . 

* * I 

VI.  Pafllamo  ora  a fupporre  y zz  + P , effendo  P 
una  funzione  razionale  intiera  , o fratta  della  x . In  que- 
llo cafo  la  y avrà  fempre  due  valori  uguali , uno  politi- 
vo  , e r altro  negativo  ; adunque  la  linea  delle  afciffe 
farà  un  diametro:  anzi  farà  1’ affé , fe  l’angolo  delle 
coordinate  fi  fupponga  retto  . Inoltre  la  curva  non  fa- 
rà lèmpre  continua , perchè  per  qualche  tratto  del- 
la linea  delle  afcilfe  ,poflbno , i valori  dell’  afcifia  x 
l’ar  dfere  i corri fpondenti  valori  di  P negativi  ,■  e pe- 
rò le  y immaginarie . Per  i punti  poi , in  cui  la  curva 
fega  la  linea  delle  afcUfe,  e per  gli  anfitoti  paralleli 
alle  ordinate  vale  la  ftefia  regola  di  l'opra  q^uando 
P fi  fupponeva  libera  da  radicale  . Sia  per  elempio 

X X yz= 
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y~±\/  . Sb  >4  B ( Flg.  8.  Tav.  i.  ) U 

I r 

linea  delle  afcifTe  , ed  11  loro  principio  ; e fuppofto 

r angolo  delle  coordinare  retto  , farà  AH  1’  afTe  : po- 

lla X ~ o , diventa  y infinita  ; dunque  condotta  per  A 
la  retta  K H infinita  , farà  quella  un  afintoco  della  cur- 
va : fe  poi  n prenda  x—  a y y diventa  zero  ; dunque 
tagliata  A B eguale  ad  j , la  curva  paflerà  per  B : le 
prendali  x < a , il  valore  di  y farà  reale  , il  quale  dimi- 
nuirà al  crefcere  della  Jr  : fe  fia  x > d Ikrà  Imma- 
ginaria , ficcome  lo  farà  prefa  x negativa  . Adunque 

la  curva  corifponderà  alla  fola  afcIlTa  A B , ed  avrà 
r andamento , che  olTervafi  nella  figura  ; elTendo  do- 
tata di  un  fleflb  contrario  , come  fi  potrà  vedere  coi 
metodi  , che  fi  daranno  nel  Calcolo  differenziale . 


Che  fe  r equazion  propofta  foffe  y — + \/* — 

fegate  A B :zz  A C A D ^ a Fig.  Tav.  i , e con- 
dotta per  C yC  D le  indefinite  H E j LF , che  fieno  pa- 
rallele alla  linea  dell’  afclfiè  ; farà  la  curva  da  jf'in  B 
immaginaria  ; e principiando  da  B andrà  all’  infinito  per 
due  rami  B F , B E eguali , e fimili , i quali  avranno  per 
afintoti  le  rette  D F ,C  B . Dalla  parte  poi  delle  x nega- 
tive la  curva  è dotata  di  due  rami  H G y L I , fitaati  negli 
angoli  HC  G y L D I y i lati  dei  quali  fono  afintoti  dei 
predetti  rami  ; il  tutto  fi  deduce  dando  ad  x diverfi  valori 
nell’  equazione  , come  fopra  . 

VII.  Sia  Ora  y zzz  P + \/ Q^,  in  cui  P,  e (>  fono  fun- 
zioni razionali  della  x intiere  « o fratte . Per  defcrive- 


/ — 


re  quella  curva  fi  ponga  Pz=:r,e  v accioc- 

ché fiz  y ~ z + u:  indi  fi  deferivano  le  curve  cor- 

rifpondenti alle  equazioni P—z,  /q.=  u : c quelle  cur- 
ve 
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ve  fieno  AE,  C F ( Fig.  io.  Tav.  j.  ) , nelle  quali 
fia  AB=CD  = x,BE=:z,DF  = DG:=u:  a. 
ciafcuna  ordinata  B E fi  aggiunga  ENy  e ii  tolga 
E K eguali  aD  F \ faranno  i punti  H ^ t K nella  cur- 
va che  fi  vuole  delcritta . Prendo  per  efempio  la 

corruzione  d’ una  equazione  fempliciflìma  y — 

^s/~a  b — xx  . Pongo  fi  =:  z , la  quale  equazione  appar- 
tiene alla  linea  retta , che  così  coftruifco . ( F/t.  1 1.  Tav.'i.  ) 
Si  prenda  /iB  = ^,BC=:tf,efi  conduca  V indehnita 

A C ; quella  farà  la  retta  . Pongo  Inoltre  u — s/ab  ^ 
d’onde  nalce  u u zzi  a è-~^xx,  equazione  al  circolo  le 
r angolo  delle  coordinate  fuppongafi  retto  , Gol  rag- 
gio adunque  FGz=s/nb  fi  deferiva  il  circolo  ; faran- 
no le  F Hz=.x  ^ H izzzuzzzs/  ab  — per  la  qual 
cola  legate  \t  A K F H ^ ^ condotte  le  ordinate  K 
e prefe  L ÌA  y LN  eguali  ad  HI;  i punti  M , ed  IV  fa- 
ranno nella  curva,  la  quale  è un  ellifle  [Llb.i.Cap  I.num.^.j 
Vili.  Se  y lòlle  eguale  a due  radicali  quadratici  di 

fecondo  grado , come  per  efempio y = + yig  a x x x 

+ y/ ax — XX-,  fi' dovrebbe  fare  zzzi  + v ^ax  — xxy 

ti  u z=:  i/TTZ.-.  indi  deferivere  quelle  due  cur- 
ve , e col  mezzo  di  effe  deferivere  la  propella , pteo- 
dendo  y = z + I# . Lo  lleffb  vale  fe  y fia  eguale  a rnol- 
ti  radicali  quadratici  : anzi  a molti  radicali  di  qualun- 
que grado , purché  uno  non  fia  inclufo  nell  altro  , e 

non  fienò  radicali  di  radicali.  ■ •.  - - 

IX  Quando  poi  y fia  eguale  a quantità  radiali , 
che*  contengano  lotto  il  vincolo  radicale  altri  radica; 
li  ; la  difficoltà  della  collruzione  della  curva  creice‘. 
Si  potrà  però  efeguire  col  lupporre  molti  valori  della 

X X 2 * » 
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X , per  cui  determinate  molte  y , fi  vedrà  come  la  cur- 
va proceda . Eccone  un  efempio  . Sia 

y iz::  + a a + x x — x^ . Suppofla 

X ^ 0 f nafcc  y + a , ed  y = 0 ; 

X zz:  + a y y~  + rf\/  a: 

X > +Ay  y immaginaria  : 

__  ^ y=±-^y 5 + .v/i7, 

y=±-^^5—‘^~s: 

e così  in  fèguito . 

X.  Se  r equazione  , che  fi  vuol  cofbruire , fofle  ta- 
le , che  ordinata  per  y , ovvero  per  x , non  fi  potefTe 
coi  metodi  noti  rifolvere  ; la  curva  fi  potrebbe  Tem- 
pre delineare  rifolvendone  l’ equazione  per  approffima- 

zione  . 

» 


CAPO  XII. 

“Rìjoluzìone  , t Cójiruzione  delle  Equazioni  colla  inter/eca- 
zione  delle  Curve . 

* • 

I.  TL  criterio , che  fi  diede  al  Gap.  9.  del  Libro  a. , 
X per  certificarli  d’ ottenere  colla  interfecazione 
delle  fezioni  coniche  tutte  le  radici  reali  d’ una  e> 
quazione  con  quelle  coftruita , fi  eftende  alla  ìnterfeca- 
zione  di  tutte  le  curve.  Ogni  qualvolta  adunque  fi 
abbiano  due  equazioni  indeterminate  a due  variabili , 
^ i y y mezzo  delle  quali  fi  polla  ottenere  una  e- 
quazìone  , in  coi  l’ y lia  a Uaeare  dimeazlone  foltan- 

to. 
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fo,  ed  in  cui  non  vi  fieno  fattori  , che . contengano  la 
fola  X ; la  coftruzione  farà  elénte  da  paralogifmo  ; al- 
trimenti avverrà  fe  una  delle  due  condizioni  mancàf- 
fe  : la  dimoftrazione  di  ciò  elfeiido  in  tutto  la  ftelfa  di 

Duella  del  G^po  citato, è fuperfluo  che  fia  ripetuta . Quan- 
o per  altro  fiali  certo  , che  in  una  curva  , la  quale  con- 
tenga y,  y'f  y , &CC. , a qualunque  valore  della  x cor- 
rifpondano  tutte  le  y reali , il  che  alle  volte  non  è dif- 
ficile a raccoglierfi  dall’  equazione  ileffa  della  cur- 
va ; non  occorre  ricorrere  all’  efpofto  criterio  ; imper- 
ciocché effendo  tutte  le  ordinate  reali , è impoffibile 
r eguaglianza  di  due  ordinate  immaginarie . 

It.  Una  equazione  determinata  di  (^alunque  gra- 
do fi  può  in  primo  luogo  coftruire  nella  feguente  manie- 
ra . Si  metta  1’  ultimo  termine  dell’  equazione  = y , e 
fi  avrà  il  luogo  alla  linea  retta:  e fatta  la  foftituzio- 
ne  nell’  equazione  data , fi  avrà  una  equazione  indeter- 
minata del  grado  della  propella . Si  coilruifcano , e fi 
congiunrano  come  deefi  queftl  due  luoghi , e fi  otter- 
ranno ienzz  fallo  mediante  le  interfecazioni  loro  le 
X , che  làranuo  altrettante  radici  reali  della  equazion 
propofia . 

Ili:  Sia  • per  efempio  . da  ^ cofiruirfi . jr’  — a jr’  + 
a*  X — 4*  ^ o.  Pongo  hz=.y\  e fatta  la  foftituzione^ 

nafcerà>^=:—  — ~ • Suppongo  delineata  que-^ 

fia  curva'  del  quinto  grado,  la  quale  ha  l’andamento, 
che  vedefi  nella  figura  ( F/g.  la.  Tav.  a.  ) : la  retta  C A F 
fia  la- linea  delle  afeifie , ed  il  punto  A il  principio  : fi  pon- 
ga M r=3  ^ parallela  alle  ordinate , e per  M fi  tiri 
M JV  parallela  alle  afeifie , che  fe^erà  la  curva  in 
tanti  punti,  quante  fono  le  radici  reali  della  propofia 
equazione ,'  le  quali  in  confeguenza  faranno  * cor- 
riipondemi' a quelli  punth.  * < IV. 

. ^ I 
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> IV.  Gli  Algebrifti  vorrebbero , che  nelle  coftra- 
zionl  fi  adoperafTero  le  curve  di  grado  pid  baffo  che 
fia  poflibile  : così  l’ equazione  del  quinto  grado  pro- 
poda  al  num.  3. , benché  fi  puffa  coflruire  con  una  cur< 
va  del  quinto  , e con  una  linea  retta  ; amerebbero  , che 
fi  cofbruiffe  con  una  dei  fecondo  , «d  una  del  terzo  ; il 
che  fi  può  ottenere  ponendo  —*y  ^ e foftituendo  nella- 
equazione  <1  y in  vece  di  or’ , onde  fi  abbia  y‘  x — 1 ay  x 
+ a*  X — a'  />  — o y equazione  del  terzo  . Noi  per  al- 
tro fìamo  d’ opinione , che  non  debbafi  imporre  que- 
fta  leg^  ; -e  che  fi  lafci  all’  arbitrio  di-  chi  coftruifce 
r equazioni  la  fcelta  dei  luoghi,  onde  fi  poffa  rego-: 
lare  dalla  maggiore  , o minore  facilità  di  poterli  otte- 
nere , delineare  • SfC.  La  ìnterfecazione  della  linea  ret-, 
ta  colla  linea  del  grado  della  equazione  da  coflruirfi  è 
ottima  per  ricavare  tutte  le  determinazitmi  delle  radi- 
ci, come  vedremo  al  Gap.  14. 

‘ V.  Quello  , che  è noftro  configlio , fpeffo  diviene 
neceffità  ; poiché  la  regola , che  fi  fuol  dare  per  otte- 
nere i luoghi  più  femplici , fpeflb  non  fi  sà  efèguire  . 
La  regola  è la  feguente . Se  il  grado  dell’  equazion  da 
coflruirfi  è numero  quadrato  , fi  deono  adoperare  due 
Curve , il  grado. di  cui  fia.efpreffo  dalla  radice  di  quel- 
lo.'Se  il  numero  non  è quadrato,  fi  tolga  da  quefto  il 
quadrato  maflimo  : e poiché  tre  cafi  fi  * pofTono  dare  , 
cioè  o .che  il  refiduo  ha  uguale  alla  radice  d’  effo  qua- 
drato , o fia  minore , o maggiore  ; nei  due  primi  cafi 
fi  fcelgano  due  curve  delle  quali  il  grado  d’ una  fia 
la  radice  fuddecta , e quello,  dell’ altra  la  fopravvanzi 
dell’  unità  ; e neli’ukÙBQ.  fi  nfioo  due  curve  il  grado 
delle  quali  ecceda  la  radice,  per  .1’ unità  . 

VI.  Sia  per  efèmpio  V equazione  del . fello  -grado 
X*  a x\  -i-  6 X*  + c x'  + d X*  -j-  e X + f :zz  0 y al  qual 
grado  riducefi  una  del  quinto  ;.inoltipUcan4bla  per  x . 

Que^ 
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Quella  , fecondo  la  regola  , fi  dee  coftruire  Con  una 
curva  del  fecondo,  ed  una  del  terzo  grado  ; impercioc- 
ché non  effendo  6 numero  quadrato , farà  4 il  maflìmo 
quadrato  prollìmo  al  numero  6,  la  radice  di  cui  è il  a ; 
onde  con  una  curva  del  fecondo  grado  , ed  una  del 
terzo  fi  dee  efeguire  la  coftruzione  . A quello  fine  pon- 
go jr*  y : e Ibilituendo , nafcerà  ]’  altra  curva  del  -ter- 
zo grado  y’  -1*  ay’  jr-|-^y‘  + c y x -h  Jy-i-fX  + /^o. 

VII.  Prendo  una  equazione  del  nono  grado,  a 
X*  -j-  6 x''  -h  cx‘  + (ix*-j-  e X*  + /x'  ?<c.  = 0 yZ  cui  fi  ri- 
ducono quelle  del  fettimo  , ed  ottavo  moltiplicandole 
Ktxxf  ed  X . Quella,  fecondo  la  regola,  fi  dee  co-, 
llruire  con  due  curve  del  terzo  grado;  e ciò  fi  ottie- 
ne ponendo  jr*~y,  e foilituendo  ; e poiché  il  fecon- 
do termine  <i  jr*  impedifce  che  nafca  la  curva  del  terzo 
grado  ; conviene  perciò  farlo  prima  fparire  col  metodo 
infegnato  al  Gap.  2.  di  quello  Libro  , 

Vili.  L’ equazioni  del  decimo  , ed  undecimo  gra- 
do fi  riducono  al  duodecimo  moltiplicandole  per  or’ , e 
per  X . Per  la  regola  fi  deono  introdurre  alla  collru- 
zione  di  quella  una  curva  del  grado  terzo  , ed  una  del 
quarto  . L’  equazione  fia  x'*  + a x'°  -j-  òx*  0 , 

che  prendo  lènza  fecondo  termine,  il  quale  impedireb- 
be r operazione  . Si  faccia  x'  — y : fi  lòllituifca  , e fi 
avrà  r intento  . 

IX.  L’  equazione  x'*  -i-  a x'*  + b x"  -f  ex'*  -f-  d x'* 
&c.  — o aderendo  alla  regola  , collruir  fi  dee  con  due 
curve  del  quarto  grado  . Pongafi  x*~y:  e fatta  la  follitu- 
zione , fi  avrà  y*  + a y*  x*  &c.  equazione  del  quinto 
grado  , e non  del  quarto  come  fi  defidera  . Quando  il  gra- 
do dell’equazione  è maggiore  quelli  ollacoli  fi  mol- 
tiplicano , ne  havvi  un  metodo  generale  da  fuperargli: . 
Adunque  contiene  tutto  rimettere  all’efercizio,  ed  all’in- 
dullria;  ne  conviene  limitare  la  libertà  di  chi  opera  per 
ottenere  le  coflruzioni  delle  equazioni . CA- 
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'Si  rlfoìvono  alcuni  Prohlemi  indeterminati  , che  fuperano 
il  fecondo  grado  . 

i 

1.  "ORoblema  primo  . Sì  applichi  nel  punto  A Fìg. 

X 13.  Tav.  c.  ) della  retta  A B Iz  Iquadra  N A My 
che  porta  girare  liberamente  intorno  al  punto  A ; alla 
medefima  retta  lia  perpendicolare  la  linea  MP-N't  che 
porta  muoverli  parallela  a le  ftertfa  : il  punto  di  con- 
corfo  delle  linee  A M,  N M.  deferiva  la  linea  L M ; 11 
cerca  che  curva  deferiverà  il  punto  N , in  cui  concor- 
rono AN,MN.  Chiàmifi  A P =zx;P  M~ZjPN  —y. 
Eflendo  1’  angolo  MAN  retto  , farà  z:  x : i x : y ; 

dunque  * — . Se  in  quefta  equazione  foftituifcali  il 

y 1 

valore  di  z dato  per  x dalla  natura  della  curva  L.M , 
fi  avrà  Inequazioni  della  curva  cercata.  ^ 

Sia  i/M  una  linea  retta,  che  non  palli  per  lo  punto 
A ; la  noftra  curva  farà  una  fezione  conica  (3b)  ; anzi  le 
LM  farà  parallela  ad  A B ^ la  curva  generata  larà  una  pa- 
rabola ( Lib.a.  Cap.-t,  num.i3.  ).  Su  LM  lia  una  curva  dell’ 
equazione  a"""  jr"  ::zr  z'”";  1*  equazione  della  curva  gene- 

fata  farà  .1*'"-"  = cioè  y"  - Sia  L M 

y a • . 

la  circonferenza  di  un  circolo  , che  parti  per  lo  punto 
A , e che  abbia  il  centro  C ia  A B : chiamato  il  dia- 
metro del  circolo  2 a \ farà  z zz:  \/>  2 a x — - * x per  la 
proprietà'del  cerchio  ; quindi  \/ ^ 


2 a X- 


X X 

XX  — — ; e per- 
y • 

ciò  a y’  — X y’  ~ x* . Ouefta  è quella  curva  , che  li 
chiama  Cifbidedi  Diode,  elfendone  ftato  quelli  rinventore. 

" — - ^ ..  II. 
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li.  Problema  fecondo  . Alla  norma  Fìg-, 

14.  Tav.  2.  ) fi  applicin  la  riga  A É mobile  incorno  al 
punto  /I  : poi  fi  (fiochi  un’ al  era  riga  MX  in  manie*- 
ra , che  rncK^endofi  fia  lèmpre  normale  alla  retta  A E : al- 
la norma  in  A fi  attacchi  l’ettremità  riel  ^\9  A X M ugua- 
le zà  AB  ; r altra  eftremicà  del  filo  fi  leghi  al  pun- 
to M della  riga  M X . Ciò  pollo  ^ fi  faccia  il  moto  in 
modo  , che  il  -filo  paflì  femprc  pel  punto  del  concorfo 
X delle  due  rette  .<4  S,  MX,  diftendendofi  lungo  le 
llefle  rette  AB,  MX  ; fi  cerca  la  curva  delcritta  dal 
punto  M.'Elfcudo  il  filo  AXM  — AB,  tolto  di  co- 
mune A X , farà  MX  ~X  B;  dunque  per-gli- angoli  ret- 
ti X Al  £ > X B £ farà  MEz^B  B . Alla  retta  ■./<  B fi 
tiri  la  normale  M P , e fi  chiami  A P =z  x ,-  P M =.  y , 

jiB:zz  A \ farà  P B zz:  a — x , ed  À Mzz  \/ xx  + y y : 
ma  abbiamo  A P P M-'.  ABxB  E , cioè  x •.  y x x a x 

B £ = = ME  V tddvìd-  A P:PBxx'A  Mx  MEy 

X 

cioè  x;«  — x:\/xj:+yy:^i  adunque  ty=z 

—x.y/:  X y y f da  cui,  quadrando,  e dividen- 
do per  lo  C(Jfelficiente  di  y’ , ne  viene  {x'  x — 'iax' 
4-jc*):(2<i  — x)  ^ y*  , equazione  del  terzo  grado  . 
L’  andamento  della,  curva  fi  può  offervare  nella  figu- 
ra : per  altro  ad  bavere  il  ramo  B 2 M conviene,  taglia- 
re E 2 M £ ; e lo  fteffo  fi  dee  fare  dall’  altra  par- 
te della  retta  yf  B . Se  fi  tagli  B D zzz  A B , e fi,  con- 
duca D 0.  normale  ad  A D , farà  D d afintoto  della 
curva.  Quelle,  verità  dall’ eauazip.ne  della,  curva  ftelTa 
facilmente  fi  comprendono 

III.  Problema  terzp  . Ritrovare'  1’  equazione  della 
curva  delcnttadal  punto'M-(  Fig^^5’  -■)  poflo  hèlls 

circonferenza  del  circolo  B Al,  che  fi  rota  lopra  un  altro 
A B eguale  , ed  immobile  . Sul  principio  della  rotazione 

y y il 
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il'  punto  M f che  defcrive  la  curva  fts  in  ^ : fi  coti- 
duM  il  raggio  C A , t producafi  fecondo  il  bifogno  : 
e luppofto  clTer  giunto  il  circolo  rotante  nella  pofi- 
zione  BMj  Ì3TÌ  V 3tco  B A = B M fi  congiungano 
i centri  dei  cerchi  colla  CA”,  che  pàflerà  per  lo  con- 
tatto /?  , e fi  conduca  ancora  il  raggio  A M che  pro- 
dotto concorra  con  C A la  D . Efiendo  B 4,  B M ar- 
chi uguali  di  circoli  uguali , gli  angoli  BCAy  U K ìd 
faranno  uguali  ; adunque  il  triangolo  C D K l'ara  ifo- 
icele  , e DC^zDXj  ptt  cui  DA— DMf  e quin- 
di la  linea  A M parallela  a C X , Inoltre  condot- 
ta la  B D f quella  dividerà  in  due  parti  uguali  tutte 
le  parallele  alla  C X , ,e.  per  confeguenza  ancora 
A M ia  E f a cui  lari  perpendicolare  : conducali  fi- 
nalmente ' M N perpendicolare  a CD.  Chiaminfi  i 
raggi  dei  circoli  =:  r , C,N  ==  x , A N z=z  x — r, 

H^  = yfAMzi=s/x — r -1- y « j ed  >4  Tv  = 


I 

a 


— r + ìLy.  Peri  triangoli  fimili  farà  C B:AE 
CD:  AD;  e perciò  C B:C  B — AE  ::C  D.C  A i 


ed  in  termini  analitici , r:r —^x  — r + 


yy 


CD  -.r;  adunquetT  D = rr:  — »'  + yy)» 

Eflendo  inoltre  fimili  i triangoli  AUtTy  ADE  y Ov- 
vero CDB;  fàxiC  D:  C B ::  A M:  A N : ed  in  termi- 
ni analitici , r r : — r-f-j'yad 

' . /-—*  ” 

X — r + yy  ad  JT— r,  cioè  r : r — 
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* — f-\~yy'’s/ * — r + yy  : X — r;  dunque 
rx — rrzizry/  x — — ( — xx+2rx — rr— 

y y ) , cioè (xx+yy — rr)~r\/ x — r + yy  : ed 

alzando  a quadrato , — (xx  -f-yy — rr  iz:r.*  (x  — r)* 

-f-  r’  y* , la  quale  ordinata  opportunamente  fi  muta 
nell’  equazione  feguente  y*  + a x’y’  -f-  **  . 

r*  y' — 6 r' 

+ 8 r’  X 

__  3 

Quella  curva  fi  chlajna  Epicicloide  fempliciflima  , chia- 
mandoli In  genere  Epicicloidi  tutte  le  curve  , che  na- 
icooo  dalla  rotazione  d’ un  cerchio  fopra  1’  altro  . 

IV.  Problema  quarto  . Dato  un  punto  A fuori  d* 
una  retta  data  ET  ( Flg.  i6..Tav.  2.  j , da  cui  tirata 
AB  normale  alla  data  , e prodotta  in  D ; fi  fàccia 
muovere  la  linea  AB  D in  maniera  , che  palli  Tempre 
per  A y rimanendo  continuamente  il  punto  B in  V T ; 
fi  cerca  la  curva  defcritta  dal  punto  D . Fingiamo  ef^ 
fere  giunta  la  retta  A D alla  pofizione  A R N , e fia  ‘ 
KN,:=zBD:  dal  punto  7/,  che  è in  curva,  fi  cali 
N M normale  zB  D . Chiamili  A Bzr:  a , B I)  zz  R 1/ 

z=z6  ^ A M ZZI  X y N M —y  \ farà  A N ~\/  xjr+yy, 
e B M—x  — "a  : ma  abbiamo  A N : A M:  : RN:B  Mi 

dunque  \/  x x -Y  y y \ x'- '•  b \ * — 4;ed  elevando  al  qua- 
drato, X ir+y  y;  •*’x  ; : : xx— 2 tf  X -f*  <•  <*•  ® di- 

vid«ldo  ,yy  ‘.xxwbh  — xx-|-2<ix-l-4tf;jfx  — 2ax 

y y 2 + « <*; 


. Digitized  by  Google 


5S<5  libro  ih. 

+ a a;  dunque  y Jf  y’  -f-  . y*  rr  ff  . 

— 1 a y v'  — 2 « y’ 

■+•  a ay  a a x 

’—bb» 

L*  equazione  non  fola  mente  corti  prende  la  curva 
D N defcricta  dal  punto  D , ma  ancora , tagliata  S E 
±:z  H D y la  curva  defcritta  dal  punto  E . Quella  cur- 
va fi  chiama  Concoide  di  Micoinede  , per  elTerne  IVato  eflb 
r inventore  . Il  punto  ^ dicefi  polo  della  concoide . 

V.  Problema  quinto  . La  linea  LAS  perpendico- 
lare alla  B C ( Fig.  17.  Tav.  2.  } , mobile  fopra  que- 
lla tori  moto  paridllelo  , e che  palfa  per  A , abbia  an- 
nelTo  nell’  eftremità  .5  il  filo  S B F eguale  alla  data 
B C , il  quale  ripiegato  in  fi  ftcnda  lungo  B C : fi 
faccia  muovere  in  ièguito  la  3 C*  nell’  angolo  retto 
G A H in  maniera  , che  i punti  B , C fieno  collarvtenìen- 
le  nei  lati  A G A fi  ; fi  cerca  la  curva  defcrirta  dal 
punto  F.  Si  conducano  da  quello  p mco  F y F M 
normali  ai  lati  dell'  angolo  rètto  , e chiamili  ^ T'/  ~ y , 
FN:=zyy  BC  — a.  Per  T eguaglianza  delle  rette 
SB  F y *iRC  y farà  S B = C F : ma  C B : B A : : B A : 
B S;  dunq-.ie  C B . B A : : B A : ' C F : ma  C B : B A 
: : C F:  F N"  ; dunque  CBy  È AyCFy  F N tono  In 
. continua  proporzione  ; e perciò  C B : F N • C B* y 
B A'  ; dunque  4 ; y : : 4’  : B ‘ — 4*  y ; onde  B A zzz 
11  11' 

e’y'.  N^la  ftcflfa  maniera  fi  dimollra  C A—ax'  « 

i 1 t 1 

Quindi  nafce  T equazione  a*  ^ F y*  d-e’y'  , cioè 
•111 

4*=y’  -f  y‘  : ed  alzandola  alla  terza  potellà  , a "ziz  y 

i 1*. 

*f  3y'y‘.  \y^  + y / -py*  : polloe*  in  vece  diy’  -f  y‘, 

^ « 

t tralportati  i termini , farà  4’  — - y*  — y’  = 3 « y y 

ed 
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cd  elevandola  di  nuovo  alla  terza  poceftà  , e ordinandola 
per  y , làrà  >*  + 3 y*  + , + ** 

— ' 3 a*  y^  + 3 I tf*  jf’  y * — 3 «*  ^ 0 , 

+ 5**y*  3 a* 

la  qual  curva  è di  fefto  grado.  Acciocché  lì  generi  la  curva 
intiera , fi  dee  fare  il  moto  non  fola  nell’  angolo  G A H ^ 
ma  ancora  nei  tre  altri  angoli  KAHyKAlylAG. 

VI.  Problema  lèdo  . La  retta  L A N y che  palfa  per 
A , fia  coftantemente  ad  angoli  retti  fopra  B C , ( Fig. 
18.  Tav.  a.  ) che  li  muova  nell’angolo  retto fi 
cerca  la  curva  defcritta  dal  punto  N . Si  conduca 
N M normale  ad  /i  fi  , e fi  chiami  AMzzzxyNM  — y, 

A N — \^ XX  + y y y Q B C ~ 2 a . Per  la  fòmiglianza 
dei  triangoli  farà  A M:  N M::  A N~  : B N , cioè  x:  y : : 

xx^yy:I/B=:  —.V  XX  — yy  N M\  A ÌA','. 

X 


A N : N C y cioè  y : x ; : \/ x x y y \ N C -z::z 

— :\/ X X -if  y y , Adunque  avremo  Tequazione  4-  — • 


Jr  y 


»•  or  + yy  z:z  2 a , cioè  , moltiplicando  l’ equazione  per 
, e pafliido  il  primo  fattore  del  primo  membro  fotro 


del  legno  radicale,  v yy-f--r*rr2irry;.  e perciò 
quadrando  , elevando  attualmente  a'  cubo  il  primo 
membro  , ed  ordinando  per  y , fi  avrà 
y*  4-  3 jr’y*  -f-  3 jt'*  y’  4 -jr‘  — 0 . Acciocché  fi  otten- 
— 4a’f’y’ 

ga  quella  curva  int>era,  il  moto  fi  dee  fare  nei  quat> 
tro  angoli  . 

Vii.  Problema  fettirao . Tirate  infinite  corde  A F 
( Fig.  ìg.  Tav.  c.  ) dal  punto  A pollo  nella  circonferen- 
za del  circolo  , che  ha  per  diametro  A B y feghino  gli 

archi 
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archi  A F \n  due  parti  uguali  in  2?  » e dai  punti  D fi 
calino  le  i?  G normali  al  diametro  AB  , che  feghino 
la  corda  in  JS  ; fi  cerca  la  curva  , che  pafTa  per  tuta 
i punti  B . Condotto  il  raggio  C D , che  feghi  le  cor- 
de F in  due  parti  uguali , e ad  angoli  retti  in  H , fi 
otterrà  il  triangolo  A G E limile  al  triangolo  A H C : 
jna  tjuefto  e fimile  al  triangolo  DGC  \ dunque  AGE 
limile  a U G C , « perciò  AG:  GÈ'-  D G:  C G . Sì 
chiami  ora  il  raggio  C A:::^:  a ^ AGzzz  x ^ GEz=:y  \ farà, 

per  la  natura  del  cerchio  , D G ir:  \/ 1 a x — xx\C  G 
poi  farà  ir:  4 — x.  Abbiamo  adunque  x\y::  v/^a  ax  — 
a — X , cioè  , dividendo  per  x gli  antecedenti , ed  al- 
ternando , s/  x:  s/  '2.  a — x\:y  : a — * \ quindi 

fu  — jr).\/  X : s/  — Jfi=y;  e quadrando 
■ ( 4*  X _ - 4 jr’  -t-  x’  : C 2 — X 5 = / . Qpefb  curva 
è la  fleffa  che  quella  del  num.  2. 

Vili.  Problema  ottavo.  Pofte  le  fteflè  cofe  del 
problema  antecedente  ; dal  punto  D , { Fig.  20.  Tav.  2.  ) 
che  taglia  in  due  parti  uguali  l*  arco  A F conduM  D E 
parallela  al  diametro  A B ^ che  feghi  la  corda  in  E ; 
fi  cerca  il  luogo  di  tutte  le  fezioni  in  E . Condotta 
dal  centro  la  C , che  divida  la  corda  A F \n  due  par- 
ti uguali , e ad  angoli  retti  in  , fi  conducano  E G,  D I 
normali  al  diametro . Il  triangolo  AEG  h fìmile  ài 
triangolo  A C H ^ e perciò  umile  i D C 1 \ avremo 
pertanto  A E : A G ::  D C : D I : ma  chiamata  A C 
D C ~ A f A G - , E G :^i  D I y ì farà  A E. 

fi.  L 

( * jr  ij.  y y y ; dunque  ( X X y y y : X : : a :y  \ e quia- 

di-  4’  Jt’  r=  x’  y*  + y*  j cioè  x*  rr  — ~ — j . 

’ 4*  — y 

IX.  Problema  nono  . Sìz  A E B ( Fig.  21.  Tav.  3.  ") 
un  quadrante  d’un  cerchio,  e condotto  dovunque  il 

rag- 
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raggio  C B X che  determini  l’ arco  B E , il  cui  ftno  fia 
ED,  ed  il  coffeno  CD;  fi  tagli  1’  arcoB  F , Che  fu  a 
JB  ^ : I : »r , e nel  raggio  C F fi  feghi  C Q , che  data 
fia  per  CD,  o ED,  cioè  per  lo  colfetio,  o feno  dell' 
arco  ; fi  cerca  la  curva  , che  paiTa  per  tutti  i punti  G . 
Le  G //  , F K fieno  normali  al  raggio  C B , e chiamifi 

C H zz:  X , G H — y ,€  G — z — \/  X X + y y:  itroltre 
il  raggio  C B , o li  lèno  tutto  fia  uguale  ad  a , 1’  arco 
BF  — (x,BE:zz  mi*.  Dalle  formole  dei  cofleni  circo- 
lari ( Lib.  2.  Gap.  1 1.  num,  io.  } abbiamo  C e m fz  ~ 

^ C c fi  — I . S c l*  JT  ~h  (C  c fi  — — I . S et*  y’  ^ 


2 4 


ma  z 


X»  ^ X c V 1 

: a : : X : C c fi  zzz  — ,ez:  a:  :y:  <Scf*:zz  — ' : dun- 

^ ^ + V v/—  I )"  + C — y y/—TT 

que  Cc  m i*~  -fi'  ^ ^ • 


Z"  2 Jt 

Chiamato  adunque  Ccm  fiZzz  p , che  è dato  per  z it> 
condo  la  fuppofizione  ; farà  n: 
c » + y v^-T)'  + ( ^— » v^~r  : 

pongafi  effer  m numero  intiero  , innalzaci  i binomii  alT 
intiera  potefià  m ( Ltè.  3.  Cdp.  i.  num.  13.  ),  per  la  con- 
trarietà de’  légni  appartenenti  alle  poreità  dilpari  dell’ y 
fvaniranno  gl’  immaginari!  , e fallituico  in  vece  di  p 
il  valore  di  lui  dato  per  2 ,ed  in  vece  di  quella  pollo 

>/  jrjr4-yv»li  Otterrà  l’equazione  cercata  . 

X.  Sia  m re:  2 ; farà  — ^ ~ x x — yy.  Supponiamo 

inoltre  p=z^ , onde  x x — ,yy  , cioè  2’  n: 

g ^ xJf  — yy:e  foftituendo  il  valore  dìz  , x x -{■  yy 
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a XX  — y y , equazione  di  quarto  grado  . La  curva  ,• 

che  foddiifa  a quefta  equazione , lì  fuól  chiamare’ 
Lemnifcata  : efla  ha  quattro  rami  Umili  » ed  eguali , chiu- 
fi  dentro  il  circolo  del  raggio  , che  fi  fegano  ad 
angolo  femiretto  in  C . , 

XI.  Fin  qui  aderendo  al  Cartello  abbiamo  inlè- 
£nato  la  maniera  di  ritrovare  le  curve  fupponendo  al- 
cune proprietà  date  fra  le  coordinate  jr , y , e coftanti; 
o lùpponendo  proprietà , che  a quefte  fi  pofTano  ridurre. 
Ma  le  le  proprietà  follerò  date  per  le  Iole  y , ovvero 
X , che  è lo  lleflb  , non  fi  potrebbero  coi  metodi  infe- 
gnati  ritrovare  le  curve  fodaisfaceiiti  a dette  proprietà  : 
bifogna  dunque  rivolgerfi  al  metodo  feguente  . 

XII.  Per  intendere  ciò  ,che  fi  è efpofto,  più  chia- 
ramente , fi  fupponga  la  curva  C D ( Fig.  22.  Tav.  3.  ) 
riferita  alla  retta  AB:  le  AB  fieno  le  jr , e le  B M, 
B 2 M le  y . Se  ìu  quella  curva  fi  avelTe  la  prerogati- 
va , che  la  fomma  B M B '2.  M folTe  collante  , per 
efempio  — 4 , non  faprebbefi  col  metodo  di  Cartefio  ri- 
trovar la  curva  foddisfaceiite  a detta  proprietà, 

XIII.  Qui  però  prima  d’  ogn’  altra  cofa  bifogna 
avvertire , che  la  proprietà  data  per  le  S M , B 2 Ai , 
cioè  per  k y appartenenti  alla  medelìma  afcilTa  A B ^ 
dee  ellèr  tale,  che  foflitnita  una  y per  T altra  y , la 
proprietà  non  fi  alteri  : come  farebbe  appunto  nel  ca- 
lo propullo , in  cui  prefa  B M per  B 2 Myt  B 2 Al  per 
B Al , la  proprietà  , cioè  1’  uguaglianza  della  loro  fom- 
ma ad  4 , non  fi  altera  ; fi  altererebbe  poi  fe  la  pro- 
prietà folle , che  la  lemma  della  metà  B M con  B a M 
uguaglialfe  la  collante  ; perchè  prefa  B Al  per  B 2 Al,  e 
viceverla  , la  fomma  non  è la'  medefima  : lo  ftelTo  fi 
dica  di  altre  proprietà  , Le  proprietà  dunque 'delle  cur- 
ve date  per  le  y devono  elTere  della  prima  forte  , e 

^ non  della  feconda;  la  ragione  è,  che  qualunque  pro- 

prietà di  una  curva  dee  elfere  comune  a tutti  i pun- 
ti 
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ti  di  efla  : cosi  nell’  equazione  — jr*  rr:  y’  quefta 
proprietà  fi  verifica  in  riguardo  a tutte  le  x poffibili 
della  curva,  e a tutte  le  y , e per  confeguenza  rela- 
tivamente a tutti  i punti  . Da  qui  ne  nafce  , che  qua- 
lunque prerogativa  difoendente  da  quefta  equazione  fia 
comune  a tutti  i punti  della  curva  ; e quindi  ancora  , 
che  la  prerogativa  data  per  le  y appartenenti  ad  una 
afcifla  , le  è prerogativa  propria  della  curva  difcea- 
dente  dalla  fua  equazione , farà  comune  a tutti  i pun- 
ti . Acciocché  poi' quello  fucceda  , fi  dee  poter  fare  il 
cangiamento  della ’y  fenza  alterazione  della  proprie- 
tà ; altrimenti  relativamente  ad  un  punto , per  efcmpio 
B M 

M , nell’  ipotefi  di  — — t B 1 M — a vaierebbe  una  pre- 
rogativa , cioè,  che  la  metà  dell’  ordinata  B M,  con  B 2 M 
appartenente  alla  medefima  afcilTa  , fia  uguale  alla  cu- 
llante a ; e relativamente  all’altro  punto  2 M vaiereb- 
be 1’  altra  prerogativa  , cioè  , che  la  B 2 M j fommata 
con  la  metà  dell’  altra  corrifpondente  ordinata  M Zi , fia 
uguale  ad  una  collante  = a . 

XIV.  Si  dee  notare  ancora,  che  le  proprietà  del- 
le feganti  'B  M ^ B 2 M non  folo  fi  pofTono  efprimere 
per  collanti  , ma  ancora  per  una  variabile  appartenen- 
te foltanto  alle  feganti  BAf,  B 2 M , come  farebbe 
per  l’ alcilTa  AB.. 

XV.  Pollo  adunque  , che  le  feganti  abbiano'  pre- 
rogative colle  efpolte  condizioni  , vengo  al  metodo  di 
determinare  le  curve,  che  farò  palefe  neirefeinpio  addotto 
di  l'opra,  cioè  , che  la  fonima  delle  due  BM,  B 2 M 
fia  uguale  ad  a . Comecché  due  fono  le  ordinate  della 
medefima  afcilTa  , fi  prenda  1’  equazione  del  fecondo  gra- 
do y*  — a my  '*h  n — 0 , nella  quale  m , ed  n fono  due 
indeterminate  , che  in  feguito  determineremo . iUlòluta 

Z z una 
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una  tale  equazione  , fi  avrà  y~m  + \/in  — n , ed 

y — /n  — \/ in  — n ; dunque  farà,  per  la  proprietà  pro- 

pofta  , m + \/ in  — n -f*  ' — n~2  inzuz  a,  ed 

« : e foftituko  il  valore  dì  /ir  nell’  equazione 

afiunta  , farà  y’ — ay  + n — o : e foftituita  per  n una 
qualunque  quantica  ^ data  per  coftanti  e per  funzioni  di 
x\  tutte  le  curve,  che  nafceranno , foddisfaranno  al 
problema  . 

XVI.  Sia  n :::z  a X \ avremo  — ay-f-urrzro, 

ed  y*  — a y + — ~ ►rfjrie  fatto  y ^ — z , 

£ 4 a 

2’  zr:  4 X — ^ j equazione  alla  parabola  il  cui  pa*- 

4 

rametro  è uguale  ad  a . Sia  dunque  M.  Ai  M{_  Fig.  a3. 
Tav.  3.  ")  la  parabola  noftra  : e condotta  dal  vertice  A 

la  tangente  A C zzz~  y e per  C la  C B parallela  al  dia- 
metro del  vertice  Ay  e finalmente  per  lo  punto  E qualun' 
que  tirate  le  ordinate  B M y B i id  \ farà  fèmpre  la  lo- 
ro fomma  Se  1’ ordinate  fi  tirino  , dal  punto 

iS  di  inter fecazione  di  C J?  con  la  curva  , allora  una 
ordinata  diventa  — a , e l’ altra  = 4 : fe  il  punto  B 
fi  prenda  fopra  la  fezione , le  due  ordinate  fimo  pofi- 
tive  : fe  il  punto  B fi  prenda  fotto  la  fezione  , una  or- 
dinata è pofitiva , e T altra  negativa  ; onde  la  fomma 
pafia  in  fottrazione.  Il  tutto  fi  deduce  dell’equazio- 
ne . 

XVII.  Si  ponga  ora  n zr  jr*  nell’ equazione  y’ — ay 


-f-  n in  0 ; farà 


4 y + *’  zz  0 ; e fatto  y 
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=3  2 come  prima , fi  avrà  z — jf’,  equazione  al  cir- 

colo  ,il  cui  raggio  è:n  — ; dunque  ancora  il  circolo  , il 

Cui  raggio  è , foddisfa  al  problema  ..  Da  tali  cofe 

apparifce  chiaramente,  che  le  in  \ece  di  n fi  pongano  al- 
tri valori  , dati  per  funzioni  di  jr  e cofianti  tutte  le 
curve  , che  nalceranno  , avranno  la  defiderata  proprietà, 
cioè  , che  la  fomma  delle  ordinate  corrilpondenci  .alla 
tnedefima  afcifia  fia  uguale  ad  a . 

XVlIk  Se  r y , ovvero  l’ordinate  appartenenti  alla 
medesima  alcUTa  foftero  tre , e si  cercafle  la  curva  , che 
lòddisfacefTe  ad  una  proprietà  data  per  quelle  y ; bilo- 
gnerebbe  afiumere  una  equazione  di  terzo  grado  , per 
clempio  y’  — 3 m y — nz^o  , e trovare  le  radici  di 
y col  metodo  cardanico  : dopo  di  ciò , per  mezzo  del- 
la proprietà  data  , trovare  il  valore  di  una  indetermi- 
nata m , o , e quello  iollituire  in  luogo  della  inde- 
terminata nell’ equazione  afiunta  di  terzo  grado  : e fif- 
fata  r altra  indeterminata  per  collanti  , e per  qu;iluii- 
que  funzione  di  2-  ad  arbitrio  ; le  curve  elprelle  dalle 
equazioni  indi  nate  fciuglieranno  il  problema  . Si  cer- 
chi per  elèmpio  una  curva  , che  abbia  tre  ordinate  ap- 
partenenti ad  una  afciifa  j in  cui  il  prodotto  delle  tre 
ordinate  sia  uguale  ad  a*'.  Sarà  n—a^\  onde  l’equa- 
zione aflunta  fi  convertirà  in  y’  — 3 m y — tC  — o : 
filTato  dunque  il  valore  di  m per  collanti  , e funzioni 
di  2- , fi  avranno  le  curve  ricercate  . 

XIX.  Avvertali  però  , che  1’  equazione  alTunta* 
y* — 3»ny  — n~o  , quantunque  dia  un  numero  di  cur- 
ve infinito  foddisfacenti  alla  medelima  prerogativa  , con 
tatto  ciò  non  le  dà  tutte,  a motivo,  che  nunca  illèr! 
condo  termine,  e per  confeguenza  una  indeterminata  . 

Z z 2 .Per 
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Per  aver  dunque  una  equazione-  unlverfale , che  alp- 
hracci  cutte  le  polìihill  curve  della  prerogativa  data, 
conviene  prendere  1’  equazione  v’  4-  3 Ay'  + 5 B y 
C :zz:  0 , che  abbia  il  técoivdo  terraine  , e poi  lèguitare 
r operazione  come  lópra. 

XX.  Bilogna  però  notare  ^ che  la  medefima  pro- 
prietà li  può  verificare  ancora  in  una  curva , che  abbia 
una  lòia  ordinata  ellèndo  T altre  due  ^ appartenenti  al- 
la medefima  alcilB  , immaginarie  imperocché  quan- 
tunque le  due  radici  fieno  immaginarie  y però  combina- 
te infieme  poflSunO’  dare  una  quaiKità  reale  f la  quale 
poi  combinata  con  T y reale  può  ottimamente  dare  la 
prerogativa  ricercata  , Quefta  ritldlione  era  fuperflua 
quando  le  y erano  do-;  , perchè  in  tal  cali>  e-  ambe- 
due i valori  di  y lòno  Lmmaginarii  , e perciò  non  vi 
è curva  ^ oppure  ambedue  fono  reali  v ma  quando  V y 
appartenenti  alla  medefima  afcilTa  fono  più  di  due  , al- 
lora bilogna  aver  1’  occhio  a quanto-  f»  è qui  Ibpra  av- 
vertito. 

Il  fin  qiB  operato  per  ritrovare  le  curve  foddisfa- 
eenti  a prerogative  reciproche,  date  per  due,  e tre  y ^ 
o liano  ordinate  appartenenti  alla  mólefima  afcilTa  , cl 
inlègna  chiaramente  cofa^fi  debba  fare  quando  T ordi- 
nate fono  quattro,  cinque,  fei , &c. 

XXr,  Fino  adelTo  abbiamo  fuppoflo  Tv,  ovvero!' 
ordinate,  per  cui  fono  date  le  proprietà  delle  curve  , 
elTere  tira  di  loro  parallele  ; il  die-  ci  ha  data  la  co- 
modità di  confiderarc  le  curve  alla  maniera  cartelia- 
na  ^ cioè  riferite  ad  una  retta  per  nrezzo  delle  afeif- 
Te  jf , ed  ordinate  y n>a  alle  volte  Tordinate  y , per 
cui  li  danno  le  prerogative  delle  curve  , concorrono  in 
un  punto  : come  farebbero  tutte  le  lèganti  di  un  cir- 
colo tirate  ad  elfo  da  qualche  punto  filTo  , le  tali  Te- 
gami li  chiamino  y , fra  quelle  y dunque  , concorren- 
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tv  in  un  punto  , fi  danno  delle  prerogative  comuni  a 
più  curve  ; onde  per  ct^npimento  di  quello  Capo  bifb-' 
gaa  alTegnare  la  maniera  di  determinarle.  . 

XXII.  5ia  la  curva  M B C z M i^Fig.  24.  Tav.  3.}, 
ed  un  punto  qualunque  A , da  cui  fi  tiri  una  retta 
ABC  fìffa  di  pofizione  , ed  un’  altra  A M ‘i  M legante 
la  curva  , per  efempio  in  due  punti  M , 2 M.  La  pro- 
prietà comune  a piu  curve  dee^  elìèr  dataper  ledue 
A 1 M y ovvero  y appartenenti  al  medefimo  angolo 
C A '2.  M y e per  collanti  ; e le  fi  vuole , per  qualunque 
funzione  dell’  angolo- , della  tangente  y leno  , colTeno  ^ 
8<:c.  : elTa  proprietà  inoltre  dee  elfer  tale  , che  non  11 
polfa  alterare  fe  in  vece  di  ^ M pongali  A iM  -,  e a 
rovefcio . 

XXIII.  Si  debba  dunque,  per  cagion  d’ efempio  , 
trovare  una  curva  , a cui  da  un  punto  qualunque  A 
lirata  una  legante  A M 2.  My  che  tagli  la  curva  in  due 
punti  M , 2 M , lia  la  fomma  delle  due  intercette  A M, 
A 2 M — a . ’ . j 

ElTendo  due  l’  y , prendo  l’ equazione  del  fecon- 
do grado  y’  — 2 w > + n ~ o;  farà  dunque  y per  la  prO" 

prietà  data  , a m — 4-,  td  m z=.  ~ (mura.  .15.)-® 

nell’  equazione  k lòftkuzione  di  ~ m vece  di  « , làrà 

* — <ry  + n~a.Se dunque  determinerò  :n  per  collanti 
qualunque  funzione  dell’angolo  B A M,  farà- de  terminata 
la  curva  della  propolla  proprietà  : e comecché  i valo- 
ri di  ;r  così  determinati  poflTono  elfere  inimici,,  quin- 
di infinite  faranno  le  curve  foddisfacenti  alla  preroga- 
tiva data  . Stippongaft  n uguale  al  feno  dell’. angolo 
B A My  che  chiamo  (t,moltiplicato  per  p farà  c f.  pt 
e calata  dal  punto  M in  C la  normale  M O , e 

chia- 
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chiamata  M O =.  Zj  farà  r:  S e f:  : r ; ~ ; y : z ; 4ua- 

7”  Z 

^ue  a = ; onde  T equazione  aflunta  farà  y’  — a y* 

-f-  p r r ir:  a . Per  pafTare  dalla  confiderazione  di  que- 
fta  curva  riferita  al  punto  A alia  conGderazione  deh 
la  detta  curva  fecondo  il  metodo  cartefiaoo  j fi  chia- 
mi AO  A f e farà  y -i/  x x -h  z j i onde  fatta  nell’ 
equazione  la  lollituzione'del  valore  di  y , farà  J^z‘. 

XX  -f-zj  — a.xx-j-zz~hpr2  — o . 

XXIV.  Si  voglia  in  fecondo  luogo-,  che  il  pro- 
dotto delle  due  ordinate  A A a Mila  uguale  ad  a ; 
farà  jj  ~ 4’  , e r equazione  aiTunta  fi  convertirà  in  y* 
— 1 m y + a zz.  0 , la  quale  efprimerà  tutte  le  curve 
infinite  , che  hanno  una  tale  prerogativa.  La  determi- 
nazione poi  di  quelle  curve  dipende  dal  valore  di  m , 
che  fi  deve  fiiTare  ad  arbitrio  per  colanti  , e funzioni 
dell’  angolo  B A M. 

Sia  m uguale  al  feno  dell’  angolo  B A M : la  nor- 
male. M O chiamata  come  fopra  z , li  troverà  come  fo- 

pra  onde  fatta  nell’  equazione  alTunta  la  fo- 

ftìtuzione , farà  y*  — 2 r z -f-  4’  zzo.  Per  confiderare  la 
curva  alla  carteliana , fi  chiami  A O zz  x\  farà  y’  zz  x x 
rf  z z : e fatta  la  Ibftiiuzione  nell’  equazione  in  vece 
• di  y ; farà  jr  •*■  + z z — 2 r z 4’  0 , cioè  z z — 2 r 2 

r’  — r’  — 4’  — z’  ; e fatta  z — »•  — « , ed  r’  — ■ 
a*  zz  c'  •,  farà  zz  c'  — jr’ , equazione  a qualunque  cir- 
colo , -elTendo  il  valore  di  r , da  cui  dipende  il  valore 
di  f , arbitrario  ; e però  fra  l’ ipiinite  curve  della  pre- 
rogativa propolia  vi  c ancora  il  circolo  . Non  è dun- 
que il  circolo  lòlo  , che  abbia  tale  proprietà  , come  for- 
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(é  alcuno  crederà  , ma  fono  infinite  curve  t potenda 
eflere  infiniti  i valori  di  /n. 

XXV.  Se  l’ordinate  appartenenti  al  medefimo  an- 
golo foflero  tre , fi  dovrebbe  prendere  un’  equazione  di 
terzo  grado,  cioè  y’  + m y*  + n y -}-  ’p  — o, ed  opera- 
re come  fopra  ; fe  l’y  fofTero-  quattro  cinque  , fèi  , 
Scc.,  convien  afliimere  una  equazione  di  quarto,  quin- 
to, fello  grado , Scc. . Si  avverta  pero  di  prenderle  com- 
plete , vale  a dire  con  tutti  i termini , per  ottenere  una 
formola , che  contenga  tutte  le  curve  poflìbili  della  da- 
ta prerogativa  . 

XXVI.  Da  tutto  ciò  , che  fi  è detto  , facilmente 
Kcavaft,  che  quando  1’  ordinate,  o parallele  , o con- 
correnti in  un  punto  , fono  due  , una  indeterminata 
dell'  equazione  afiutita  del  fecondo  grado  fi  fìfla  con 
la  proprietà 'data  , refiando  l’  altra  da  fifiàrfi  ad  arbi- 
trio: e che  quando  T ordinate  fono  tre  , una  indeter- 
minata dell'  equazione  del  terzo  grado  fi  fiffa  con  la 
proprietà  data  , reftando  due  arbitrarle  ; e così  quando 
1’  ordinate  fono  quattro  , cinque , hcc.  , una  indeter- 
minata fi  fiffa  con  la  data  proprietà  , reftando  tre,  e 
quattro  , &c.  arbitrarie . Dunque  quando  1’  ordinate 
fon  due  , potrò  ottimamente  liipporre  le  due  ordinate 
dotate  di  due  prerogative  , delle  quali  una  non  difcen- 
da  dall’  altra  , e così  filTare  una  curva  foddisfacente 
a quelle  due  proprietà . Se  1’  ordinate  fono  tre  , potrò 
fupporre  le  ordinate  dotate  di  tre  prerogative  non  iden- 
tiche : lo  fteffo  difcorfb  fi  eftenda  a gradi  più  alti  . 
Diamone  per  chiarezza  qualche  elempio , 

Si  voglia  una  curva  , che  abbia  due  ordinate  ap- 
partenenti alla  roedefima  afciffa  , in  cui  la  fomma  di 

quelle  fia  , il  prodotto  fiz  bx  . Prendo  la  folita  e- 

qua- 
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quazione  del  fecondo  grado  y’  — 2 « y + « z:r  o , per 
elfer  due  V y della  ftelFa  afcilTa . La  prima  preroga- 
tiva darà  2 m ~ ~ : per  la  Iccoiida  farà  n — bx\  onde 

4 

foftituendo , >•  — hx~o'.  ez'z=.  b x, 

" 44 


C X 


, 44’z’. . A b X 

e — - = r — 2 — _ — . 


polla  z = y — — ; cioè 

la  c • c' 

A a^  A a*  b^  '' a*  h 

^ ""  c~  ~ “*  » u =zx  — : e facendo 

e • f,rà 

— / , e — , f^  — _ a _/  , equa- 

zione all’  iperbola  riferita  al  primo  diametro , o fa  al 
diametro  rrafverfo  . 

XXVII.  Quando  le  prerogative,  di  cui  fi  voglio- 
no dotate  le  y , Ibno  ripugnanti  fra  loro  , non  manche- 
n di  indicarlo  qualche  patente  alfiirdo  , nel  fillarfi  le 
indeterminate  . 


CA- 
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Si  rljolvotto  alcuni  Problemi  determinati  di  grado 
Ju perdere  al  quarto  . 

I.  UR-oblema  primo . Delle  medie  proporzionali  tra 
JT  4 e ^ di  numero  trovare  quella  che  fi  vuo> 
le , per  efempio  quella  del  numero  n . Si  chiami  la 
prima  delle  medie  proporzionali  x ; faraimo  le  con- 

• » • X X 

tinue  proporzionali  in  quella  ferie  a , jr  , — > — >•••• 

* A 4L 

X ^ 

ed  farà  la  penultima  ; dunque  farà 

b — . Quella  delle  medie  proporzionali  polla  nel- 

x" 

la  fede  n , la  quale  è , fi  metta  = 2 ; onde  lìa 

d 

abbiamo  eTb^  e perciò, 

elevando  ambedue  i membri  alla  potellà  , jt*  — 

mn  % «-M»  " 

A "■»'  » dunque  z — a X , larjual  formola 

dà  la  ricercata  media  proporzionale  di  numero  n . 

11.  Per  venire  alla  coUruzione,  così  difpongafi  la 
formola  2"-»'  ~ h"  con  elevarla  alla  poteftà  m + i . 

Se  fofle  m numero  difpari  , ed  m -f  1 pari  ; far- 

^ , I t 

ta  zz  — ayf  olila  zzzzd'y*  , avremo,  folli  tuendo , 

M4t  m#!  «4»  w— 2.-»4i 

a * y * a"-"*' b"  f cioè  y * 4 ’ b";  da  cui 

ricavata  >-,li  determinerà  ancor  la  z,che  è media  pro- 
porzionale fra  4 ed  y . Se  — lia  pari , collo  fteflb 

metodo  li  riduce  la  difficoltà  a trovare  la. terza  pro- 

A a a por- 
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porzionale  dopo  <r  ed  y : e cosi  di  mano  in  mano , fi- 
no a tantoché  fi  venga  all’  elponente  difpari  ; adun- 
que bada  coftruìre  la  forinola  nel  cafo  dell’  efpojien- 
te  difpari  /«  + i . A quello  fine  fi  moltiplichi  la  for- 
mola  per  z , acciocché  fia  z'"+*  — b"  z,  e 1’  efpo- 

nente  m + i pari  ; fi  faccia  z*ez:  <iy,  acciocché  fi 

. M4*  m—  I n 

abbia  y ’ 2 , efiendo intiero  . All’afa 

o 

fe  yfZ)  ( Fig.  25.  Tav.  3.  ) fi  deferiva  la  para- 

m—  % n 

boia  ABM  dell'  equazione  y ’ re:*  * b" z (40),  e 
^ D fieno  le  z : dipoi  delcrìvafi  la  parabola  ^olloniana 
dell  equazione  2'  « y , che  avrà  le  afcilfe  z nella 

tangente  A D ; quelle  parabole  fi  legheranno  nel  punto 
h : da  quello  calili  l'ordinata  B D ; farà  yf  Z?  = z me- 
dia proporzionale  cercata;  BD  poi  farà  ~y  terza 
proporzionale  dopo  d e z . 

III.  Problema  fecondo  . Dividere  un  arco  di  cer- 
chio in  parti  uguali  del  dato  numero  . Se  il  numero 
dato  non  è primo,  fi  ri/òlva  nei  fuoi  fattori  , per  efem- 
pio  w , a : poi  fi  divida  1’  arco  in  parti  uguali  /»  , è 
ciafeuna  di  quelle  in  parti  uguali  del  numero  n : e co- 
si il  problema  farà  ridotto  a grado  inferiore  ; e perciò 
fupporremo  che  il  numero  « delle  parti  uguali  fia  pri- 
mo . Prendo  la  formula  del  colleno  dell'  arco  multi- 
plo  j la  quale  , chiamato  il  raggio  :r:  r,  e l’arco  dato 
— (*■  t èia  feguente  (Lib.2.Gap. i i.num.io.  ) Cc/*  z:; 

(cc-f^  + s c -^)V  (cc-^  — v^:=T.Sc 

" n ^ \ n n ' 

. 

II  cofleno  (A.  pongafi  = e Cc  — z=x^Sc  — z=:v: 

n * /i 

farà 
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farà  — xx 


ed 


__{x  + y^-Ty  + { 


avremo 

— y v/“ 


1 r 


quefca  equazione 
' Alzati  i due 


binomii  alla  poteftà  « , Ivaniranno  tutti  gl’  inimaglna- 
rii , e fi  troverà  y innalzata  a poteftà  pari  ; impercioc- 
ché i termini,  in  cui  la  y (ì  ritrova  a poteftà  difpari  , 
fono  col  fegno  contrario  , c perciò  fi  diftruggono  . So- 
ftituito  adunque  il  valore  di  y’ , ne  deriverà  un’ equazio- 
ne data  per  jr,  che  fi  potrà  coftruire  con  un  curva  del- 
lo fteftb  grado  fegata  dalla  linea  retta . 

IV.  Problema  terzo . Sieno  due  punti  B , C ( Fig. 
26.  T'jy.  3.  ) in  una  retta  data  di  pofizione , ed  un  pun- 
to A fuori  di  efla  ; da  quefto  fi  voglia  tirare  una  linea 
A M N in  maniera,  che  fegata  M N uguale  ad  una  data, 
e condotta  in^B  C la  normale  N"  S ;Ci3.  il  rettangolo  B S C 
uguale  al  rettangolo  della  data  in  -A/"  d" . Perchè  dee  M.  A/ 
uguagliare  la  data,  farà  il  punto  N nella  concoide  di 
Nicomede  , che  ha  per  polo  il  punto  A , e T intercet- 
ta fra  la  curva,  e la  B C della  retta  condotta  dal  po- 
lo eguaglia  la  data  ( Gap.  preced.  num.  4.  ) • 
fcritta  adunque  la  concoide  nicomedea  E N ] d punto 
N farà  in  quefta  curva  . Per  determinare  T altra  cur- 
va , che  dee  fegare  la  concoide  , fi  divida  B C in  patti 
uguali  in  /?  , a cui  fia  normale  D F , ed  a quefta  fia 
normale  N T . Chiamili  C D zz:  D B ~ a ^ M N h , 
T D=zN  S =zx,  = D .?=:  y ; farà  a y, 

B S zz  a — y ; adunque  il  rettangolo  B S C zz  a 

— yyzzix,  cioè  h . — x^zzyyy  che  è una 

parabola  apolloniana . Per  coftruir  quefta  , fi  leghi 
D F terza  proporzionale  dopo  i , a : col  vertice  F 
t col  parametro  i fi  deferiva  la  parabola  ; queft 
pafferà  per  i punti  B,  C (41}  , ed  il  punto  di  fezione 
...  ....  , A aa  3 • ■ - del- 
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della  parabola  colla  coicoide  fcioglierà  il  problema  ; 
il  (]uaÌ  punto  Te  non  farà  unico , tante  faranno  le  folu- 
zioni  del  problema , quanti  i punti  in  cui  la  concoide 
farà  fegaca  dalla  parabola  . 

X.  Problema  quarto.  Si  (èghino  le  rette  A C ^ 
A D [ Flg.  27.  Tdv.  3,  } ad  angoli  retti  ; fì  vuole  de- 
terminare un  punto  M in  una  retta  data  di  pofi- 
zione  , in  maniera,  che  congiunta  h A M f l’intercet- 
ta C M D perpendicolare  a quella  Ha  eguale  ad  una 
data  . Dovendo  h C D elTere  eguale  ad  una  data , e do- 
vendo elTere  normale  alla  linea  AM,  che  palla  pel  punto 
A , il  punto  M fi  ritroverà  nella  curva  di  fedo  grado  , 
che  è fiata  da  noi  delineata  nel  Capo  precedente  num. 
6.  Adunque  fe  delcrivafi  quella  curva  , legherà  effa  la 
fetta  P <>  in  M , che  farà  il  punto  ricercato  , come 
dalla  natura  delia  curva  chiaramente  fi  deduce . La 
nollra  curva  può  fegare  la  retta  P o in  fei  punti , o 
in  quattro  , o In  due , o in  veruno  ; adunque  il  pro- 
blema avrà  alte  volte  lei  folu-zioni  , alle  volte  quattro, 
alle  volte  due  , e alle  volte  non  avrà  folazione  alcu- 
na . La  ftelfa  collruzione  avrà  luogo  ancorché  P ^ 
non  fia  urta  retta  , ma  una  curva  ^alunque  , per  ca- 
gion  di  efemjrio  fe  fofle  un  circolo  deferitto  col  da- 
to centro  K , e col  dato  raggio  RM  \ nel  qual  cafo 
il  problema  li  può  proporre  così  : fegandofi  le  rette 
A C , A D zà  angoli  retti , e dato  il  punto  R , deter- 
minare il  punto  M in  maniera , che  R M eguagli  la 
data , e r intercetta  C D normale'  ad  A M fia  eguale 
ad  un’  altra  data , Quella  problema  può  ricevere  al  pid 
otto  foluzioni  . 

VI,  Problema  quinto . Nel  lato  A T (F/g.  a8.  Tav. 
5.  ) deir  angolo  retto  dato  il  punto  A , e dato  do- 
vunque un  punto  R ; fi  vuole  condurre  A O in  maniera, 
che  prolungata  in  N fino  a tanto',  che  fia  0 T , 

la 
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la  R i'/  fia  eguale  ad  una  data  . Dovendo  (7  N egua- 
gliare 0 7 , il  punto  N farà  in  una  curva  , di  cui  ab- 
biamo parlato  nel  Capo  precedente  al  num.  a.  Adunr 
que  delcrivafi  quella  curva  : indi  centro  R , coll'  inter- 
vallo dato  fi  delinei  il  circolo  , che  fegherà  la  curva 
nel  punto  N , e congiunta  A N , quella  làrà  quella , che 
foddisfeirà  al  problema  . Se  il  circolo  fegherà  la  curva 
nel  foglio  A 2 N T y allora  non  deefi  produrre  la  linear 
A 2 Oy  ma  la  fua  parte  2N  2 O eguaglierà  2 OT  (42).  Se 
il  punto  N fi  dovefife  ritrovare  in  qualunque  altra  li- 
nea retta  , o curva  differente  dal  cìrcolo  , la  comune 
fezione  di  quella  colla  curva  ATN darebbe  la  ibluzio- 
ne  del  problema  , 

VII.  Problema  fefto.  Date  due  quantità  a,  e 
coflltuito  a come  il  primo  termine  di  una  fèrie  geo- 
metrica, della  quale  l’incognita  x fia  il  fecondo^ fi  do- 
manda di  determinare  la  x in  maniera , che  il  termine 
della  ferie  indicato  dal  numero  « fia  eguale  a ^ — x . 
Propongo  quello  problema  per  efporre  un  metodo  di 
coflruire  con  eleganza  i problemi,  che  fuperanoil  quar- 
to grado , del  qual  metodo  fiamo  obbligati  al  Signor 
Conte  Giacomo  Riccati . 


I, 
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Eflendo  a la  prima  delle  continue  proporzionali , x la 
feconda  ; farà  — la  terza  . Se  fi  ritenefle  nel  calco- 
lo  quefta  efprellìone  , necelfaria mente  1’  efpreflione  del- 
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la  quarta  proporzionale  conterrebbe  la  terza  potedà  . 

X X 

Per  evitar  ciò  , chàmo  — = y , e dopo  <» , x , y trovo  la 

A 

• • X \ V V • 

quarta  proporzionale  continua  =:  i ovvero  . in- 

di ritrovo  la  quinta  = — , le  quali  efpreflìoni  non 

A 

1 

fuperano  il  (ècondo  grado  . Se  fi  riteneflèro  quefte 
elprefiìoni  , nel  determinare  V altre  ' continue  proMc- 
zionali  fi  urterebbe  nelle  terze  » quarte , &c.  potetti  . 
Faccio  adunque  la  quarta  proporzionale  zzz  e deter- 
mino la  quinta  , e la  fèda  , come  vien  notato  nella  ta- 
vola fuperiore.Se  pongafi  la  quinta  = 2,  fi  determine- 
rà fino  alla  nona  fenza  incontrare  efpreflioni , che  fii- 
perino  il  fecondo  grado  > 

Vili,  Refla  a far  vedere  come  tali  efpreflioni  fi 
cofiruifcanó . Supponiamo  il  numero  re  = 5 , cioè  efle- 
re  la  quinta  delle  continue  proporzionali  =:  ^ — x . Si 

1 

prenda  la  fua  efpreflìone  fempliciflima  1=  — ; farà 

A 

yy  — A . {b  — x),  equazione  alla  parabola:  la  fofti- 
tuftione  inoltre  ci  dà  x r — « y , la  quale  equazione  è 
alla  llefla  parabola  . Nafce  adunque  la  coftruzione  fe- 
gueme.  Si  prenda  A B — a , ( Fig.  29.  Tav.  3.  ) e fi  de- 
feriva col  parametro  a la  parabola  AD  ^ che  fia  toc- 
cata dz  A B : indi  tagliata  AC  =^,col  vertice  C,  e 
col  afle  C A delcrivafi  la  parabola  C D dello  fteflb 
j^rametro  a ; che  legherà  la  prima  in  D : fi  ordini  D E ; 
farà  Tafclffa  AE  — x la  feconda  delle  cinque  conti- 
nue proporzionali . Si  voglia  ora  la  feda  delle  conti'* 

nue  proporzionali  = A — * ; farà  — — x,  e t tz=z 

h X 
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i XX  ^ la  quale  equazione  é al  circolo . Si  delinei 
in  primo  luogo  la  parabola  AD  (Fig.  30.  Tav.  3.)  dell’ 
equazione  xx:zzzayy  che  -dà  la  iòlticuzione  *,  nella 
tangente  A C faranno  collocate  le  A E — x : normali 
a quede  fieno  le  ordinate  DE~y:  indi  li  faccia  >4  B; 
A E : : DE:  F E^  ovvero  in  termini  analitici , 4 : -r  : : 
y : e , e per  tutti  i punti  F palli  la  nuova  curva  A F : 
Prefa  inoltre  AC  ~i  y Ibpra  il  diametro  AC  fi  deferì* 
Va  il  circolo  A jPCvquefto  fegherà'ia  curva  A Piti  vai 
punto  F , da  cui  calata  F E y fi  determinerà  A B y che 
idra  la  feconda  proporzionale  ricercata  . 


FINE  DEL  TERZO  ED  ULTIMO  LIBRO.  ' 
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DEL  L I B R O P R I M O. 


» 


N O T.  L 

IL  Sig.  Canonico  Saladini  « ornamento  dell’Istituto  delle' 
Scienze  di  Bologna  , seguendo  lo  stesso  stile  tenuto* 
nell'  Opera  assai  profonda  delle  Istituzioni  Analitiche,  da 
esso.,  e dal  chiarissimo  Viocenzo  Riccati  composte  , e 
date  alla  luce' in  Bologna- nell’ anno  1765,  trascura- in  que-* 
sto  Compendio  la  definizione  deUa  Scienza  ■ di  cui  tratta  , ri- 
mettendola interamente  aUa' viva  voce di- chi 'dovrà  la  me- 
desima  insegnare . - Essendo  intanto  mio  intendimento  render 
tale  questa^stia  Operavda  potérla  ognuno  studiar  da  se  solo, 
senza  a juto -alcuno  del  Maestro  ; errore- sarebbe ,-  se  da  ma 
ancora  sf  tralasciasse  i - ’ ’ 

I.  La  Scienza  adunque  • che  in  questo  Compendio  ^ 
espone,  dicesi  Algebra  ; ed  ella  altro  non  è . che  quella  scìtnr- 
. che  di  le  regole  tene  ài.  calcolare  generalmente  tutte  le 
quantità . ■ r ■ 

2.  Quindi  è . che  le  quantità  poste  a calcolo  son  1’  og- 
getto dell*  Algebra.-  Per  calcolare  poi  altro  non  s’  intende  » 
se  non  che  praticare  tutte  quelle  operazioni  appunto,  che  si 
fanno  nella- volgare*  .Vhi^ctica  su  de  numeri  . di  modo  che 
non  fa  altro  T.  Algebra  - , che  ' estenckre  * universalmente  ad  ■ 
ogni  quantità  quelle- operazioni,  stesse-.- che  1’.  Aritmetica  ap- 
plica ai  soli  numeri'.  Ed  ecco- perchè  dal  Newton  fu  l'Alge- 
bra chiamata'wdrirmr/icz'unrve/va/r . 1 • 

Or  poiché  per  calcolare  - le  qtiantitàv  bbogna'  esprit 
merle -con  caratteri  : e per'  calcolarle  generalmente  debbo- 
no questi: esser  tali  da  poter  ugualmente  esprimere  non  che' 
qualunque  nomerò',  ma  qualunque  lineai  superfìcie  , ec.  , e 
tutto  ciò  -,  che  d’- incremento  , o di  diminuzione  è capace  : 
emendo  ai  ciò  attissimi  i caratteri  ì o sien  cifre  deH’alfabeto 
di- essi  si  servono  gli  Algebristi  per  esprimere  le  quantità  df- 
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calcolare  ; e perciò  le  quantità  così  «spresse  i^uantità  àlgc- 
braiche  ( Cap.  i.  iium.  i.<pag.  i.  ).ti  appellaao . 

4.  11  line  poi  , per  cui  si  calcolano  le  quantità  , si  è* 
quello  (ii  ■'det^minare  'il  valore  delle  ^quantità  inoognite  coll' 
ajuto  di  altre  cognite  date  , e delle  relazioni  , che  fra  quel- 
le .-e  queste  si  danno.  Quindi  è t che  il  fine  dclT.algcbf4  è 
di  dure  i . onde  condurre  a risolu\ìone  qualunque  froble~ 
ma  I che  su  delle  quantità  può  proporsi 

5.  Ma  poiché  1’  Algebra  per  ottener  questo  fine  si  serve 
del  metodo  da'  Logici  chianxato  analiiìso  -,  ossia''  di  risoks^ 
\iont,  e di  questo  si  serve  ancora  nel  dar  Je  regolp  del  cal- 
colo , e nel  dedurre  le. ime  dalle  altre  ; «ssendo  la  medesi- 
ma una  continuata  analisi,  Analisi  ancora  1*. Algebra  per  ec- 
cellenza si  chiami. 


***"■»  '—  ■ I I .É 

N O T.  IL 

La  stessa  rego^^^e  per  i segni  da  premettersi  ai  pro- 
dotti si  asseg^^l^um.  : 7.  del  Gap.  i.  pag.  6.  , può 
confetmarsi  nel  modHBiietvte.  t.  . i. 

•-  -Nella  volgare  Ari^E^tica  H fattor  moltiplicatore  è quel- 
lo « che  determina  il  valouMnssia  la  quantità  del  prodotto | 
poiché  esso,  se  è intero  ; fil^^quante  volte  debba  ripetersi 
il  moltiplicando' per  aversniHRdotto  ; e se  é fratto,  dise- 
gna dover  essere  il  prodon^^ale  parte  del  moltiplicando  . 
quale  é esso  dell’unità  ; di  modo  che  t posto  lo  stesso  mol- 
tiplicando , 'il' prodotto  sempre  più  crescerà  al  crescere  dal 
moltiplicatore  T e sempre  più  si  diminuirà  minorandosi  il  tuoi- 
liplicatore . Questi  .di  versi  aritmetici  prodotti,  che  dal  mol- 
tiplicatore vengono  regolati  « riguardano  solamente  le  quan-r 
tità  positive,  cioè  maggiori  del  zero  , giacché  di  altre  quan- 
tità non  si  ha  idea 'nell’ Aritmetica . <Or  siccome  l’Algebra 
tratta  e di  quantità  positive , e di  quantità  negative;  il  mol- 
tiplicatore nelle  algebtaiche  .moltiplicazioni  deve  determinare 
non  solamente  la  quantità  del  prodotto  , ma  anche  se  debba 
esser  questa  di  eccesso  ,>o  di  difetto  dal  zero  ; che  è lo  sies- 
f 0 che  dite  , che-  ’l  taoitiplicatote  algebr#ico  non  solo  deve 
...  V.  rego- 


D JE  t L’  I 1 R'  O I. 


J 

» 

regolare  la -quantità  del  prodotto  , ma  deve  ancora  «tabilire 
il  segno  da  premetterseli  ; imperocché  « se  non  fosse  così,  re- 
sterebbe il  prodotto  indeter-mìnato- , ed  indiiferente  ad  esser, 
piuttosto  positivo  , che  negativo  : e questa  indifferenza  non 
da  altro  , che  dal  moltiplicatore  deve  toglierseli , al  patii  eh» 
da  questo  se  ne  determina  la  quantità  . 

Posto  ciò  I se  i fattori -saranno  ambldue  positivi  ; in 
questa  moltiplicazione  denoterà  il  moltiplicatore , che  il  mol- 
tiplicando positivo  I ripetuto,  o diminuito  quanto  da  esso  mol- 
tiplicatore viene  indicato  , dovrà  prendersi  nello  stesso  suo 
stato  positivo  ; e perciò  il  prodotto  sarà  positivo  . Se  ambi- 
due  i fattoti  saranno  negativi  , denoterà  il  moltiplicatore  « 
che  il  moltiplicando 'negativo  , ripetuto,  o diminuito  , corno 
jopra,  dovrà  prendersi  nella  direzione  o stato  suo  negativo  • 
cioè  negativo  di  negativo  : ma  il  negativo  dei  negativo  è i4 
positivo  ; dunque  in  questo  secondo  caso  il  prodotto  sarà 
ancor  positivo . Se  il  fattor  moltiplicando  poi  sarà  positivo-, 
e‘l  moltiplicatore  negativo  ; questo  denoterà  similmente  , che 
ripetuto  o diminuito  quello  positivo  quanto  da  questo  viene 
determinato  , dovrà  piiendersi  poi  nello  stato  suo  negativo  s 
e sarà  però  negativo  il  prodotto . -Finalmente  lo  stesso  pro*< 
dotto  negativo  si  avrà,  se  il  moltiplicando  sia  negativo,  e 'I 
moltiplicatore  positivo  , denotando  questo  , doversi , come  so^ 
pta,  replicare,  o diminuire  quello  , che  è negativo  , e n«) 
positivo  stato  in  cui  è,  cioè  nel  negativo.  Il  prodotto  adun- 
que di  fattori'  del  medesimo  segno  sarà  positivo^  e quello  ài 
fattori  di  diversi , sarà  negativo  . 


N O T.  III. 

1.  ll^Hr  dimostrare  la  verità  della  regola , che  nel  num.  la 
' ’ X del  Cap.i.  pag.r4. , e 15.  si  assegna  per  la  division  com- 
posta , fa  d'uopo  avvertire,  che  in  qualunque  divisione  il  di- 
videndo altro  non  è,  che  il  prodotto  dei  quoto  ignoto,  che 
si  cerca  , nel  divisore  noto  : e questo  è il  principio  su  cui 
la  detta  regola  è fondata  . Se  adunque  supponga nsi  composti 
c '1  dividendo  , e ’l  divisore  ; il  dividendo  altro  non  sarà  , 

che 
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«he  la  somma  di  lutei  i prodotti  , che  risultano  dalla  molti*' 
plicatiohe  delF  intero  quoto  in  ciascun  termine  del  divisore 
( Cap.  I.  num.  i6.  ).  Quindi  col  dividere  qiie' soli  termini 
del  dividendo  « che  dal  prodotto  nascono  del  quoto  in  uno 
qualsisia  termine  del  divisore  , per  questo^ stesso  e- solo  ter-- 
mine  , si  otterrà  il  quoto  richiesto  . Donde  apparisce  in  pri- 
mo luogo  , doversi  per  un  solo  termine  del  divisore  esegui- 
te la  divisione  composta  , come  appunto  dall’  espressata  re-- 
gola  si  prescrive  . 

3.  Tutta  la  difficoltà  consiste  nerconoscere  nel  dividen- 
do i termini  da  doversi  dividere  per  ottenere  il  quoto  richie- 
sto , dovendo  esser  que'  soli  , che-  risultano  « come  si  è det- 
to, dal  prodotto  del  quoto  intero- in  uno  qualsivoglia  termi- 
ne del  divisore  : i quali  perciò  dovranno  contenere  una  let- 
tera almeno  comune  col  divisore  , per  cui  anche,  il  dividen- 
do dovrà  averla  tale  col  medesimo . Scelta  adutvjue  una  del- 
le lettere  ad  arbitrio  , comune  al  dividendo  ed  al-divisore  ; e 
scelto  per  divisore  quel  termine  del  divisore  intero  t che -con- 
tiene la  massima' potestà  di  tal  lettera  ; è -chiaro  , che  fra 
^ue*^  soli' termini  del  dividendo  , ne' quali  si  conterranno  tut- 
te le  potestà  della  suddetta  lettera  non  minori  della  conte-* 
nula  nel  termine  divisore  , si  troveranno  i richiesti  , cioè 
quelli  risultanti  dal  prodotto- dell’ intero  quoto  nel  medesimo’ 
termine  divisore. 

• Quindi  se  si  ordinerà  il  dividendo  , e’I' divisore  per  la 
suddetta  lettera-,  nel  primo  termine  del  dividendo  si  troverà 
il  prodotto  del  primo  del  divisore  nel  primo  del  quoto  ordi- 
nato , se  la  medesima  lettera  sarà  anche  a questo  comune  • 
Sicché  dividendo- un  tal  primo  termine  del  dividendo  - per  lo 
primo  del  divisore  , dovrà  ottenersi  il  primo  dei  quoto . Avu* 
to  questo,  se  il  suo  prodotto  nell’ interó  divisore  si  sottrar- 
rà dall’^intero  dividendo',  altro  non  si'  verrà  a fare  , che  ad 
eliminare  , ossia-  togliere  dal;,  dividendo  medesimo  il  termine 
già  diviso  , ed  alcuni  di  queglr altri-,  che  al' prodotto  del 
termine  divisore  nel  richiesto  quoto  non  appartengono . Si- 
milmente diviso  il  primo  termine  del  residuo  ordinato-per  lo 
stesso  primo- del  divisore  , si  verrà  ad' avere  il  secondo  del 
quoto,  il  quale  moltiplicato  nel  divisore,  e sottratto  , come 
sopra  , farà  svanire  nel  dividendo  l’aluo- termine  già  diviso  « 
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intieipe  con  altri,  che  al  luddetto  prodotto moo  competono . 
£ ripetuta  l’operazione  stessa  finché -si  potrà-,  «cioè  fino  a 
tanto  , che  nel  residuo  , a cui  si  perverrà  , conièrrassi  della 
lettera,  per  la  quale  si  sono  i termini  della  divisione  ordi- 
nati , la  potestà  non  minore  delia  contenuta  nel>^termine  di- 
visore; coll'  ultima  sottrazione,  che  l' operazione  richiede,  sva- 
nirà il  residuo,  se  la  divisione  sarà  perfettamente  .'eseguibile; 
n colla  somma -de',  particolari  quoti  si  verrà  ad  ottener  iìnal* 
mente  il  quoto  richiesto  . Ecco  dunque  , che  per  eseguire  la 
divisione  di  due  quantità  composte  > bisogna  > prima  ordina-- 
re  ambidue  i termini  della  divisione  per  una  lettera  ad  està 
comune,  ed  indi  dividere  i termini  del  dividendo  per  lo  so- 
lo primo  del  divisore  , come  appunto  si  prescrive  dalla  rev 
gola  , che  .per  la  division  composta  nel  4etio  numero  20.  si 
.assegna. 

3.' Che  sé  coll'ùltima  sottrazione' non  isvatiisse  il  residu^ 
allora*,- poiché 'il  quoto  moltiplicato  nel  divisore  deve  resti- 
tuire il  dividendo,  per  aversi  il  quoto  totale, alla  somma  dt* 
pariicolarivquoti  si  dovrà. aggiugnere  una‘ frazione  , che  abbia 
per  numeratore' r.  ultimo  residuo,  e *1  divisore  intero  per  de- 
nominatore , come  appunto  vedesi  eseguito  nel  secondo  esem- 
pio ,'che  nel  num.  ai.  del  nominato  Caj>.  1.  ai  irova  ad- 
-dotto . ^ 

.4.  Si  rifletta  intanto,  che  una  quantità  al^ebraica  coiti* 
.pMta,  se  contenga  la  stessa  potestà  delia  medesima  lettera  in 
più  termini  • ripetuta  ; ordinata  per  tal  lettera,  ciascun  terminf 
di  essa  verrà  costittrito  da  tutti  quelli  , che  contengono  la 
atesm  potestà  della  lettera  1 così  il  primo  sarà  costituito  da 
rutti  quelli,  che  contengono  la 'massima  potestà  della  lettcr 
j'a  il  secando  da  tutti  quelli  contenenti  la  prossimamente 
minore  , e. cosi  in  seguito.  . 

'Quindi  si. avverta,  che  se  nell* -eseguire  la  tegola  della 
division  composta  , il  primo  termine  del  dividendo  ordinato, 
o"  il  primo  di  qualche  residuo,  non  sarà  semplice;  potrà  ac- 
cadere, che  non  tutte  le  parti  di  esso  sieno  divìs9)iii  per  Fo 
primo  del  divisore  , potetrdo  esse  esser  prodotte  dalla  mol- 
tiplicazione del  quoto  per  altro  termine  del  divisore , diver- 
so dal  primo  ( num.  i.  ) . In  tal  caso  devesi  dividere  quel- 
la parte  di  esso  primo  tèimine  del  dividendo,  o di  uno  de* 
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residui,  per  lo  pritno'del  divisore  , la  quale  si  scorga  evi* 
dentemente  essere  per  questo  perfettamente  divisibile  . Se  il 
primo  termine  del 'divisore ‘ordinato  sarà  ancor  egli  compo> 
cto , gioverà  scrivere  in  primo  luogo , e per  termine  diviso» 
re  quella  sua  parte,  per  cui  si  scorgerà  poter  dividere  più 
termini  del  dividendo , allorché  la  divisione  proposta  non  sia 
perfettamente  eseguibile  ; ma  in  quella  eseguibile , potrà  sta* 
bilirsi  qualunque  parte  del  medesime  per  termine  divisore  , 
giacché  ciascun  termine  dell’  intero  divisore  vi  ha  nel  diri*^ 
dendo  la  stessa  relazione  e parte  , che  ogni  altro  del  mede^ 
•imo  divisore,  come  dal  num.  i.  di  questa  Nola  si  deduce'. 

5.  Finalmente  , per  questa  stessa  ragione  ultimamente 
•ddotta , è chiaro , che  se  le  quantità  proposte  a dividersi  » 
ordinate  per  una  lettera  al  dividendo  , e ai  divisore  comunei 
non  riescano  esattamente  divisibili  ; non  sarà  più  sperabile  > 
cbe  lo  Steno  ordinandole  per  altra.. 


N O T.  IV. 

XjA'  dimostrazione  ^i  ciòi  che  si  dioe  nel  num.'4  ddl  Cap.  2^ 

pag-  17. , cioè  , che  il  prodotto  di  in  csia  uguale  ad 

è che  perciò  genéralmente  il ‘prodotto  di  una  frazione  in  una 
quantità  intera,  e vicendevolmente  , si  abbia  con  moltiplica- 
re per  r intera  il  numeratore  delia ‘frazione  proposta  ; si  può 
ripetere  dalie  proprietà  delie  geometriche  proporzioni  nel  modò 
seguente . ^ ' 

Di  qualunque  valore  sieno-tf,  c, ^sempre  si  ha  1:4:': 
< : ac  : e dividendo  i conseguenti  di  ambedue  le  ragioni  'per 

una  terza  quantità  h.,  si  avrà  c:  ^ . Quindi 

_ oc  ut  "■ 

• - * • 7 ==  7 • 

Dello  stesso  modo  si  potrà  ancor  dimostrare  la  verità 
della  regola  , che  si  dà  nel  num.  7.  del  medesimo  Cap. , per 
la  moltiplicazione  d’  una  frazione  per  un  altra , senza  av^* 

I.  . . ...  ■ . . 
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bisogno  di  stabilire  prima  nel  num-  i-  quella  per  la  loro 
divisione . 


N O T.  V. 

IL  metodo  dì  rintracciare  il  massimo  comun  divisore  fra 
due  quantità  composte,  che  nel  num.  14.  del  Cap.  a.  pae. 
aS-.e  a6.  si  trova  esposto,  senza  essere  accompagnato  da  al- 
cune avvertenze . che  in  seguito  di  questa  Nota  sarò  per  fa- 
re ; allorché  le  quantità  sono  molto  composte  j riesce  in  pra^ 
tica  di  diffìcilissima  esecuzione  . da  fare  smarrir  chicchessia  * 
e spesse  volte  non  conduce  al  proposto  fine  . Imperocché  i 
quoti  fratti,  a’ quali  per -esso  si  perviene , introducendo  con- 
tinuatamente delle  frazioni  ne'  residui  da  dividersi  , oltre  che 
intrigano  di  molto  l’operazione  ; fan  sovente  accadere  , che 
in  vece  di  svanire  successivamente  i termini  de’  residui^  me- 
desimi nel  corso -deir  operazione  , -si  aumenti  all’  infinito  U 
lor  numero  , e cosi  rendono  impossibile  i*  arrivo  ai  residuo 
aero , che  è lo  scopo  unico  dell’  operazione- 

Tuttocciò  potsebbe  comprovarsi  ad  evidenza  sul!’  esem- 
pio stesso  . di  cui  il  Sig.  Canonico  per  esporre  il  metodo  si 
serve  nel  detto  num*  14.  . se  non  si  usasse  l’avvertenza  di 
ridurre  ad  un  solo  ì termini , che  contengono  l’ar  nel  resi- 
duo Dy  come 'ivi  vedesi  fatto. 

In  oltre  il  volere  , che.  l’  ultimo  residuo  dividendo  sia  U 
massimo  comun  divisore , che  si  cerca  , e non  piuttosto  che 
lo  sia  r ultimo  residuo  divisore,  quali  residui  mediante  alcu- 
ne avvenenze  vengono  in  realtà  a ridursi  alla  stessa  quanti- 
tà , come  in  seguito  farò  vedere  . -costringe  f Autore  stesso 
a dover  dimostrare  ,,che  se  P sia  divisibile  per  D,  sarà  an- 
.che  D divisibile  per  P . Or  poiché  la  dimostrazione  addotta, 
sebbene  sia  giustissima  qualor  non  si  escludano  i fattori  frat- 
ti . non  persuade  pienamente  i Giovani  principianti . e li  la- 
scia alquanto  malcontenti  , come  io  ho  più  volte  esperimen- 
tato  in  pratica  t per  scanzare  una  tal  dimostrazione  , mii  pren- 
do la  libertà  d’ appartatmi  da  ciò , che  dice  il  Sig.  Canonico 
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su  questo  punto  i tanto  più^  cht  nella  sostanxa  si  tiduce  aìf 
lo  stesso. 

1.  Ripetendo  adunque  generalmente  il 
metodo  : siano  A,  B Is  due  proposte  quan- 
tità , delle  quali  si  cerchi  il  massimo  co- 
mun  divisore  . Si  ordinino  per  una  lettera 
comune  : e supposto,  che  nei  primo  termi- 
ne di  A si  contenga  una  potestà  della  quan- 
tità , per  tal  lettera  espressa  < maggiore  di 
quella  , che  nel  primo  di  B si  contiene,  si  divida  quello  per 
questo  , e sia  A il  qiuHo  , il  di  cui  prodotto  in  B tii  M t 
che  sottratto  da  A dia  C'per  resìduo.  In  questo  primo  resi- 
duo , ordinato  per  la  medesima  lettera  , vi  sia  per  primo 
termine  una  potestà  di  tal  lettera  maggiore,  o uguale  a quel- 
la , che  nel  primo  termine  di  B sì  ritrova , per  cui  si  conti- 
nui a dividere  C per  B , ed  abbiasi  k per  quoto-,  N per 
prodotto  di  X in  quale  sottratto  da  C,  dia  il  secondo 
residuo  D.  Nel  primo  termine  di  questo  ordinato  supponga- 
si trovarsi  una  potestà  della  detta  lettera  minore  della  con- 
tenuta nd  primo  di  5';  e perciò  s* 'inverta  l’  ordine  , e si 
divida  il  primo  termine  di  B per  Io  primo  di  D , per  cui-si 
abbia  s per  quoto.  Q per  prodotto  di  5 in  D,che  sottratto  da 
B dia  P per  residuo.  E finalmente  diviso  il  primo  termine 
del  resìduo  P per  lo  primo  di  D abbiasi  u per  quoto , il  di- 
cui  prodotto  in  D sia  P stesso  , che  per  ciò  sottratto  dal 
resìduo  P resti  aero . Sarà  D , ultimo  residuo  divisore  , il 
massimo  comun  divisore  delte  due  proposte  quantità  A , 
• B. 

Sarà  il  comune  , poiché  essendo  D divisore  di  se  stes- 
so, sarà  ancor  divisore  del  suo  moltiplice  sD  , cioè  di  Q •. 
ma  è divisore  esatto  dì  P ; dunque  ancora  di  Q-f-P  , cioè 
di  fi.  Perciò  sarà  divisore  di  ^fi,  cioè- di' , e quindi  di 
, ossia  di  C . In  oltre  come  divisore  di  fi  , lo  sarà 
anche  di  AB  , cioè  di  Jft:  ma  è divisore  pure  di  C ; dunque 
di  ossia  di  A.  Adunque  D è divisore  esatto  delle  due 

quantità  A , B . 

Per  dimostrare  poi  che  sia  il  massimo , bisogna  preraet* 
sere  il  seguente  Lemma  , che  contiene  una  proprietà  appar- 
tenetue  a'  comuni  divisori.  Se  due  quantità  disuguali  A,  c 
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B sieno  divisibili  ambedue  esattamente  per  una  terxa  P ; 
divisa  la  maggiore  per  la  minore , se  si  avrà  residuo  « sarà 
anch' esso  divisibile  esattamente  per  la  stessa  P.  Imperocché 
ae  Q sia  il  quoto  della  divisione  della  maggiore  A per  la 
minore  B , ed  R sia  il  residuo  ; sarà  Q B-\-R^A  : ma  ^ è 
divisibile  per  P ,*  dunque  anche  Q Or  B,  e quindi  QB 

à divisibile  per  P ; dunque  il  tutto  ed  una  parte  sono  per  P 
divisibili  « e perciò  anche  la  rimanente  R • 

Da  ciò  si  deduce  « che  se  si  dividerà  B per  R » e s{ 
otterrà  altro  residuo  i anch’  esso  sarà  divisibile  per  la  stessa 
P , e cosi  succederà  in  tutti  i residui  • che  successivamente 
si  avranno. 

Posto  ciò  « te  non  ti  voglia  , che  il  residuo  D sia  il 
•massimo  divisore  di  ./I , e B , lo  sia  un  altra  quantità  mag» 
giore  di  D . Questa  , per  ciò  che  si  è dimostrato  , dividerà 
esattamente  tutti  i residui . Sicché  anche  lo  stesso  D . Quin- 
di una  quantità  maggiore  dividerebbe  esattamente  una  rnino- 
te>  il  che  è impossibile  . ' 

2.  Dimostrata  la  verità  della  regola  , che  conduce  alhl 
determinazione  del  massimo  comun  divisore  di  due  quanti- 
Ttà  ; passo  ora  ad  avvertire  ciò  i che  devesi  eseguire  nel  cor* 
ao  dell'operazione  « per  facilitarla,  e schivare  i quoti  fratti  * 
•come  nel  principio  di  questa  Nota  ho  promesso  . 

In  primo  luogo  , proposte  le  due  quantità  delle  qudii 
voglia  determinarsi  il  massimo  comun  divisore  , avanti  di 
-venire  all’applicauone  della  regola  già  esposta,  è da  esami- 
narsi , se  in  ciascheduna  di  esse  si  scorga  qualche  fattore  t 
ossia  divisore,  o semplice  , o composto  , il  quale  nè  sia  co- 
mune all’altra,  nè  con  questa  abbia  altro  divisore  più  sem- 
plice comune , Trovandosi  in  una  delle  suddette  quantità  » 
si  divida  questa  per  tal  suo  -fattore , e abbandonando  la  me- 
desima , si  faccia  uso  del  quoto , che'  si  otterrà  t e se  ambe- 
due avranno  il  fattore  sopradetto  , si  faccia  questo  in  cia- 
scuna separatamente . Lo  stesso  attentamente  si  osservi  , e 
'si  esegua  né*  residui , che  indi  si  avranno  , prima  di  fare  le 
successive  divisioni  ; ed  in  tal  modo  si  faciliterà  di  molto 
r operazione  , e si  otterrà  subito  P intento . 

Che  poi  tale  operazione  non  alteri  il  ihassimo  cornuti 
divisore  richiesto,  è chiaro,  poiché  pet  alterarlo,  dovrebbe 
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il  fattore  « che  si  toglie  , esser  (attore  ancora  del  detto  cotnun 
divisore,  o dovrebbe  almeno  contenere  comune  collo  stesso t 
altro  fattore  più  semplice  . Quindi  come  è moltiplicatore  di 
ambedue  le  quantità  proposte  il  massimo  cornuti  divisore  * 
che  si  cerca,  così  di  amendue  le  medesime  dovrebbe  essere 
altresì  moltiplicatore  il  fattore  , che  si  toglie  . o di  questo 
i’  altro  fattor  più  semplice  ; il  che  ripugna  all’  ipotesi  . 

Applichiamo  la-  regola  al  seguente  esempio  . in  cui  io» 
«ontrandosl  opportunamente  il  proposto  caso,  meglio  si  com- 
prenderà ciò  , che  ho  detto . Si  cerchi  il  massimo  comune 
divisore  delle  due  quantità  a 4’' — 6b  a ,tAaa — ba 

— ibb  , le  quali  sono  già  ordinate  per  a.  La  prima  delle 
medesime  è divisibile  per  2 4.  per  cui  non  è divisibile  la 
seconda  : e siccome  questa  divisibile  neppure  è per  2 , nò 
per  4 , che  tono  i fattori  di  24  ; divisa  quella , cioè  la  pri- 
ma per  2 4 , cerco  U comun  divisore  massimo  tra  il  quo- 
to 44  — yb  a ì.b  b , tà  a a.  — b a — xbb.  Che  pe* 
tò  divido  la  prima  di  queste  per  la  seconda  . ed  ottengo  1 
per  quoto  « e — 2è'4+43èper  residuo  . il  quale  resi- 
duo dovrà  « per  la  regola  . servire  in  seguito  da  divisore-. 
Or  poiché  questo  è aluesì  divisibile  per  2 è . qvuntità  , che 
nè  divide  il  nuovo  dividendo  a a.  — ha  — ib-b  ^ nè 
contiene  (attore  a questo  comune  ; per  2.  è lo  divido  . e del 
quoto  — ■ 4 + 2 è mi  servo  per  divisore  : e comecché  la 
divisione  riesce  esatta,  ne  conchiudo>  che  — a + 2 è sia  li 
massimo  comun  divisore  delle  due  quantità,  proposte  • come 
io  è realmente . 

Questo  stesso  caso  si  scorge  ancora  nell*  esempio  ad. 
dotto  dal  Signor  Canonico  nel  detto  num.  14  . nel  qua- 
le . se  bene  non  si  conoscano  chiaramente  sul  principio  s 
fattori  non  comuni . perchè  composti  , manifestandosi  poi  in- 
seguito  ne  residui  i>,  e P.  nel  primo  de’ quali  è c*  + 

«d  y nel  secondo  } si  può  venire  subito  alla  determinazione 
del  massimo  comun  divisore  4 — ar . con  dividere  per  essi- 
separatamente  le  quantità.  » alle  quali  rispettivamente  appar- 
tengono. £ qui  giova  anche  notare  » che  con  tale  operazio- 
ne , tanto  r ultimo  residuo  divisore  D . quando  il  dividendo 
P I vengono  a ridursi  ad  una  medesima  quantità  « che  è il 
massimo  comun  diyuore  ricl^ietto  . 
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j.  Un  altra  avvertenza  dee  aversi  , ed  è la  seguente  , 
cioè  , che  se  il  primo  termine  della  quantità  J.  , di  quella 
cioè , che  per  venire  alla  determinazione  del  massimo  comuu 
divisore  deve  cominciarsi  a dividere  , non  possa  dividersi 
per  lo  primo  di  B.  a motivo  di  qualche  particolar  moltiplica'^ 
tore,  ossia  coefficiente  di  questo  termine  divisore:  come  sa- 
rebbe , se  il  primo  di  A fosse  x^’,  e quello  di  .B  a x‘  , per 

cui  il  quoto-  sarebbe  ; in  tal  caso  • per  evitare  questo 

quoto  fratto  t dovrà  moltiplicarsi  1'  intera  di  per  tal' coeffi- 
ciente-rr  , e indi  si  potrà  eseguire  la  divisione  . Ciò  però 
deve  praticarsi  quando  a non  aia  fattore  dell’  intera  B , pot'> 
chè  essendo  tale»  dovrà' dividersi  B per  a, come  sìènelnum* 
precedente  avvertito . La  stessa  avvertenza  si  abbia  ne*  suc- 
cessivi residui,  acquali  colia  divisione  si  perviene  nel  corso 
dell’operazione,  senza  ritegno  alcuno  ;'  poiché  se  bene  con 
tale  moltiplicazione  si  alteri  il  divisore  massimo  della  quan- 
tità che  si  moltiplica  , non  perciò  si  altera  il  comune  alla 
due , per  la-  stessa  ragione  nel  num.  precedente  addotta . 


N O T.  VI.  VIL 

Si  troveranno  in -fine  neirAppéndicè  negli  artie.  e a>' 


N a T.  Vllt 

DAlIa  regola  assegnata  nel  num.  24.  del  Gap.  }.^dal  versi 
a.  al  9.  della  pag.4S>  di  elevare  a quadrato  un  polinov 
mio  qualunque , se  ne  deduce  un*  altra  , per  picciola  riiles- 
sion  che  ti  Accia  , la  quale  è in  pratica  di  piò  facile  ese- 
cuzione . Questa  è di  formare  prima  i quadrati  di  tutti  i- 
termini  del  polinomio , e poi  aggiugnere  alla  lor  somma 
quella  di' tutti  i prodotti,  che  risulteranno  dalla  mokiplica- 
aiene  dei  doppio  di  ciascun  termine  in  ognuno  de*  seguenti 
incomtnciaado  dal  primo  del  polinomio  medesimo^  • Questa 

vegor 
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regola  t più  che'l'aitra  « somministra  la  ragione  > per  cui  , 
per  estrarre  le  radici  quadrate,  si  deve  procedere  nel  modo  . 
che  in  seguito  del  cit.  num-  trovasi  addiuto. 


N O T.  IX. 

ANche  la  regola  di  elevare  a cubo  un  polinomio  qualun- 
que , che  trovasi  assegnata  nel  num.  27.  del  Cap.  me- 
desimo j.  pag.  46.  « accoppiata  a quella  di  elevarlo  a qua- 
drato, accennata  nella  Nom  piecedente,  ci  guida  a cono- 
scerne un  altra  per  formare  i cubi  medesimi  con  facilità 
maggiore  . La  medesima  è di  formare  i cubi  di  tutti  i ter- 
mini del  dato  polinomio , e di  aggiugncre  indi  alla  loro  som- 
ma quella  di  tutti  i prodotti,  che  si  avranno  moltiplicando  il 
triplo  del  quadrato  di  ciascun  termine  in  ogni  altro,  insieme 
col  sestuplo  de’ termini  stessi  moltiplicati  a tre  a tre  . Que- 
sta regola  farà  comprendere  meglio  la  ragione,  per  la  quale  « 
per  estrarre  le  radici  cube , deve  ppcrarii  nel  modo  indicato 
nel  seguente  num.  aS. 


N O T.  X. 

Continuando  le  operazioni  dell’ estrazioni  delle  radici  qua- 
drate, e cube  dai  binomii  , esposte  ne’ due  ultimi  num. 
del  Cap.  pag.  4I. , 49.,  e 50. , si  osserverà,  che  i coef- 
ficienti de*  denominatoli  de*  termini  delle  due  serie  , che  si 
«tterranno  , non  procedono  con  tal  ordine  da  poterne  sco- 
prire una  legge  costante  ,la  quale  possa  guidarci  a prosegui- 
re* le  serie  stesse  , senza  aver  bisogno  di  ripetere  continua- 
mente le  operazioni  medesime.  Nel  Cap.  t.  del  Lib.  j.  , che 
i il  luogo  accennato  dall*  Autore  nella  fine  del  detto  Cap.  3., 
ai  troverà  la  formola  generale  , che  serve  per  determinare 
tutti  i termini  all’  infinito  delle  serie  suddette , come  di  ogni 
altra  , che  coll'  estrazione  della  radice  di  un  indice  qualun- 
que da  qualsivoglia  binomio,  o polinomio  potrà  ottcneisi . 
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Avverto  intanto,  che  si  fatte  serie,  per  cagion  de’  coef- 
ficienti de’  denominatori  de’  loro  termini , che  vanno  succes- 
sivamente crescendo  « non  mai  potranno  essere  parallele , ma 
sempre  o divergenti  , o convergenti . 


N O T.  XI. 

I.  TVTEI  ij»  Cap.  4.  pag,  56.  si  propone  a risol* 

vere  un’  equazione  del  primo  grado , nella  quale  1 in- 
cognita fa  da  denominatore  d’  uno  de*  suoi  termini  , senza 
contenersi  in  altro . Hello  stesso  modo  si  deve  operare  , se 
la  medesima  incognita  fosse  denominatore  di  più  di  un  ter« 
mine  , ancorché  fosse  per  altra  quantità  moltiplicata  . 

Tali  equazioni,  perchè  sicno  del  primo  grado  , contenendo 
uno  , o più  termini  divisi  per  1’  incognita  , non  potranno 
contenerne  altri  per  la  medesima  moltiplicati';  poiché  colla» 
moltiplicazione  dell’  equazione  per  la  stessa  incognita , secon- 
do che  il  metodo  richiede,  risulterebbe  del  secoudo  grado- 
r equazione . 

a.  Oltre  de’ casi’ già  esaminati  dal  Sig.  Canonico,  ne  puè- 
accadere  un  altro  , cioè  , che  l'incognita  si  trovi  vincolata 
da  qualche  segno  radicale  , come  appunto  nell»  seguente  • 

a •— 2 ^ axz^b.  Questa,  tutto  che  contenga  radicale" 
quadratico,  pure  è del  primo  grado.  Per  risolreria , si- devo 
svincolare  l’incognita  dal  radicale,  il  che  si  farà  con  passa- 
re in  primo  luogo  il  termine  noto  dal  primo  nel  secondo* 

membro , per  cui  si  avrà  — 2 V* a*  — ^ elevan- 
do a quadrato  il  primo,  • ’l  secondo  membro  , ti  otterrà 

— a ; e finalmente  i — a • 

44 

Se  r incognita  si  trovasse  ripetuta  in  più  di  un  radica»* 
le  ; passati  tutti  i termini  noti  nel  secondo  membro , e quei, 
che  contengono  l’incognita  nel  primo  ; elevando  anche  a 
quadrato  # si  svincolerà  1*  incognita  da  lutti  i radicali . Sia 

«T 
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a+  2 ^ a x-zr.  i -f-  3 V ex;  sari  2 y/~à~±  — 3 V"  e r 
zx  a:  e quadrando,  4<»x  — laV^  <rcx*  -f-^cxr= 
i — <*  , ossia  4 a X — lax^  a e + ^ e x,  cioè  (40  — 
12  i/"  a e + 9 e).  xzzb-^a  . Quindi  x=  b — a‘ 

4<* — iiV”  a e + 9 e 

Dello  stesso  modo  si  proceda  , se  nell’  equazione  proposta  a 
risolversi  vi  fossero  tre  , quattro  , ec.  radicali  contenenti  la 
stessa  incognita . 

Anche  qui  si  avverta  , che  siffatte  equazioni  « affinchè 
sieno  del  primo  grado^  non  possono  contenere  l’ incognita  in 
altro  termine  libera  dal  radicale:  e dippiù  la  quantità  esistente 
sotto  del  segno  radicale  , se  non  è semplice  , deve  esser  di> 
visibile  per  T incognita  ; poiché  in  caso  contrario , nello  spri- 
gionare r incognita  stessa  dai  radicali,  quadrando  « 1 equazione 
oltrepasserebbe  il  primo  grado. 

3.  Vi  sarebbe  un  altro  caso,  che  pui  accadere  , cioè-, 
che  r incognita  in  un  equazione  si  trovi  per  esponente  di 

qualche  quantità  nota  , come,  per  esempio  , a'rré;  ma 
conviene  non  farne  parola  , perchè  per  risolvm-tali  equa- 
zioni vi  è bisogno  della  teoria  de*  logaritmi . 


ti  O T.  XIL 

OLtre  del  metodo  dato  ne*  num-  15-,  e seguenti , fino  al 
rd. ‘del  Gap.  4.  pag.  57. , e $S.  per  determinare  i valori 
delle  incognite  in  tante  equazioni  date . quante  incognite  con- 
tengono, ve  ne  è un  altro . forse  di  più  facile  esecuzione  in 
pratica . Questo  è di  scegliere  ad  arbitrio  una  delle  incogni- 
te, e trovarne  indi  il  valore  distintamente  in  ciascuna  equa- 
zione: dal  che  avendosi  tanti  valori  uguali  della  stessa  inco- 
gnita, espressi  per  quantità  cognite,  e per  le  incognite  rima- 
nenti . .quante  sono  T equazioni;  col  loro  paragone  potranno 
formarsi  delle  nuove  equazioni  » le  quali  conterranno  un’  ìn- 

co- 
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cognita  di  meno  delle  propostele -saranno  altresì  di  numero 
•di  un  unità  minore  delle  medesime  ; il  che  è appunto  ciò  « 
che  col  precedente -metodo  si  ottiene. -Ripetendo -in  seguito  lo 
stesso  successivamente  sulle  incognite -rimanenti  t -si  arriverà 
finalmente  ad  un'  equazione  solitaria  . 


:N  -O  T.  XIII. 

/ 

IL  metodo  ■ esposto  'nei  num.19.  « e ne’seguenti  del  Capi.  4.  pag^. 

$8. , 59.  , e 60.  per  determinare  in  due  equazioni  Idei  primo 
grado  di  due  incognite  il  valor  di  < queste , -che -chiamasi  me< 
lodo  di  eliminaxìone  ,vha- luogo  non -solamente 'se  fossero  tre; 
quattro  , ec.  l’ equazioni,  <ed  altrettante  T incognite  , ma  an> 
-cora  se  nelle  medesime  vi  mancasse  rpure  la  condizione  ne' 
segni  richiesta  . :lmperocchè  ‘mancarti  anche  questa  condU 
-zione  nelle  equazioni , che  supponiamo  esser  due  ; ridotti  i 
termini  contenemi  la -stessa  incognita che  si  vuol  fare  sva- 
nire , da  dissimili  a simili  ; se  essi  avranno  lo  stesso  segno , 
si  farà  uso  delia  sottrazione  ,'e  se 'diversi,  :si  praticherà  la 
somma  del  primo -membro  col  primo  , -e -secondo  col  secon- 
do delle  date  equazioni  ';  dimodoché  -accaderà  doversi  alle 
volte  praticare  o -sempre  la  somma, -o  sempre  la  sottrazione. 

Che  sei’ equazioni  fossero -tre  , -e  tre  le  incognite  ; si 
deve  in  primo -luogo  fare 'svanire  una  delle  incognite  conte- 
nute in  due  dèli’  equazioni  xlate  , -per  'esempio  nella  prima  , 
e nella  seconda  ; e si  otterrà  'un’  equazione  con  due  incogni- 
te: e facendo  poi -svanire  la  stessa  incognita  nella  terza  , ed 
in  un-a -delle  prime  rine  ; si  avranno  due  equazioni  con  due 
incognite-.  Se  fossero  -quattro  le  equazioni . si  ridurranno  pri- 
sma a tre  ,-e  poi  a due: -e  cosi  negli  altri  <asi. 


>1  O T.  XIV. 

quanto  si  dice  nella  fine  del  num.  8.  del  Gap.  5.  pag. 
64-»  si  ricava  la  regola  da  conoscere,  se  di  una  proposta 

C equa- 
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equazione,  del  secondo  grado  le  due  radici  sieno  reali,  o inv- 
jnaginarie  , ed  essendo  reali  , se  sieno  uguali  , o disuguali  , 
senza  aver  bisogno  di  determinarle  prima  per  mezzo  delia 
fisoluzione  attuale  dell’  equazione  . Imperocché  ,, per  ciò  co- 
noscere, basterà  ordinare  la  data  equazione  per  la.  lettera, cl>e 
esprime  l’ incognita  ; il  che  fatto  , se  1’  ultimo  termine  sarà 
negativo  , le  radici  saranno  amendue  reali  ; saranno  poi  im- 
maginarie , se,  essendo  esso  positivo,  sia  maggiore  del  qua- 
drato della,  metà  del  coefficiente  del  secondo  termine  .*  che 
se  a questo  quadrato  sia  uguale , le  radici  saranno  reali , ed 
ugttali  i e reali,  e disuguali  pòi \ se  di  esso  sarà  maggiore  . 
Come  poi  possa  conoscersi  quando  le  medesime  sieno  am- 
bedue positive  , o negative  , ovvero  una  positiva,  e 1’  altra 
negativa:  ed  in  questo'caso  quando  l’una  sia  deH’altra  raag-- 
giore , si  vedrà  in  seguito  nella.  Not..  i6. . > 

I 

.1  I t.  : ■■  

! ..  , ',N.'  Q>  ,T,..  ''  XV..  . 

'>  ) ' 

Contenendosi  nell’ ..equazione  generale  del  secondo  grado- 
- ogni  altra  particolare  dello  stesso,  grado  ; la  formola 
perciò  delle  due  radici. dell’  equazione,  stessa,  generale  , rica- 
vata coi  due,  metodi  esposti,  ne'  num.  8.  , e 5.  del  Cap.  5. 
pag-  6 j.  ,064.,  ci  oflfre  yna  regola  speditissima  per  sciogliere 
Lequazioni  tutte  del  secondo -grado  , senza  aver  bisogno  di 
ricorrere  alla  pratica  de’. sopradetti  metodi  . La  medesima  ò 
di  ordinare  1’  equazion  proposta  < per  la  lettera  , che  esprime 
l’incognita,  e prendere,  .poi  la  somma,  della  metà  del  coeffi- 
ciente del  secondo  termine. col  segno  cambiato  ,- 'con  dippiù 
la  radice  seconda  col  segno,  doppio  del  quadrato  della  stessa 
metà  del  coefficiente  del- secondo  termine, Jnsieme  col- termi- 
ne ultimo  , ossia  noto  dell’equazione' col  segno  contrario  . 
Una.  tal  ^omma  sarà  il  doppio  valore . richiesto,  dell!  incogni-- 
I&.  della  proposta  equazione . . 


'.  ! £ 
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N O T.  XVI. 


PEr  me|lio  comprendere  ciò , che  si  dice  nella  fine  del 
num.  13.  del  Cap.  5.  pag.  67.  . cioè  , che  quella  sarà 
una  delle  radici  d’  una  proposta  equazione  del  secondo  gra- 
do, la  quale  posta  in  questa  in  vece  dell*  incognita  fa  di- 
struggere tutti  i termini  ; si  suppo^ano  noti  i fattori  della 
medesima  equazione  , e si  discorra  nel  modo  seguente. 

Siano  X a 1 a:  ò i fattori  della  data  equazione  % 

per  cui  — <z  , — b saranno  le  di  lei  radici  : e sia  m la 
quantità  , che  posta  invece  dell’  incognita  nell'  equazione 
stessa  faccia  distruggere  tutti  i'suoi  termini.  Essendo  l’equa- 
aione  il  prodotto  di  detti  ‘ fattori , gl’ istessi  similissimi  termini 
dovranno  aversi,  se  in  essa  si  sostituisca  invece  dell’Miico- 
gnita  ar  una  quantità  qualunque  m , che  se  si  farà  questa 
ne’ fattori , c poi  si  moltiplicheranno  .'Ma,  per  supposizione, 
'posta  m in  vece  dell’ ar  nell’ equazione,  i termini  di  questa  si 
rendono  tali  , che  si  distruggono ' tutti,  trasformandosi  di  ma- 
no in  mano  in  simili  , ed  eliminandosi  l’un  coll’altro  pec 
la  contrarietà  de*  segni,  che  ancoravi  si  introduce.  Dunque 
sostituendo  ancora  ne' suddetti  fattori  ar-f-  b la  stes- 

sa m in  vece  d' ar  , e cangiandoli  in  /»  -}-  4 , m -h  3 ; dal 
loro  prodotto  dovranno  parimente  aversi  termini  , che  per 
esser  simili  , e di  contrario  segno  possano  distruggersi . Ma 
ciò  non  può  avvenire,  se  i termini  di  uno  di  tali  fattori  non 
aieno  i medesimi , e di  segno  contrario  : e perciò  se  non  sia 
m zzz  — a , ovvero  m ,'tr  — b , cioè  se  non  sia  m ugua- 
le ad  una  delle  radici  della  equazione  proposta  . Quella 
quantità  adunque,  che^  sostituita  in  vece  dell'incognita  in  una 
equazione  del  secondo  ’ grado, 'fa  distruggere  lutti  i termini  , 
che  in  essa  si  contengono,  sarà  una  delle  radici  della  mede- 
sima . -Ed  in. realtà  , se  'nell’  equazione  xx-^ax-^-  ab 
r , ' 4*  ^ ^ , 

rr  0 in  vece  dell'ar  sii  porrà  — <z,  che  è luna  delle  sue  ra- 
dici ; la  medesima  si  convertirà  in  a <t  — « 4 -f-  a ^ zz:  «, 

•—ha 

ossia  0 = 0. 
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Stimo  opportuno  , nè  fuor  di  propoilto  dedurre  in  que- 
sta Nota  alcune  immediate  conseguente  da  ciò  , che  è stato- 
esposto sulle  equazioni  del  secondo  grado  ne’ numeri  ii., 
II.  , e 13.  del  Cap.  5.  di  sopra  citato  , a hne  di  fare  acqui- 
stare alla  gioventù  una  più  perfetta,  idea,  della,  natura  delle 
medesime  . 

I.  Poiché  ogni  equaiione  del  secondo  grado  non  è che  un 
prodotto  uguale  a zero  di  due  fattori  del  primo  grado  della 
forma  x-j-J  . ne’  quali  i germini  noti  sono  le  sue  radici  coi 
segni  cambiati  ; potrà  in  questi  sempre  risolversi  per  mezzo 
della  divisione.  NotO' adunque  uuisuo  (attore  «.sarà  noto  l'al- 
tro , il  quale  sarà  il  quoto-  della  divisione-  dell'  equazione 
per  lo  fattore  noto  ; e quindi  nota.,  una  dì  lei  radice  , sarà 
altresì  nota  l’altra.-  All’opposto  poi  , quel  binomio- sarà  uno 
de' fattori  di  un’  equazione  del  secondo  grado  , che^  essendo - 
della  forma  suddetta-,  divida  esattamente. Tequazione- mede- 
sima : e quella  quantità  ne- sarà  la;  radice  , che;  aggiunta»  col 
segno  contrario  ali' incognita. dell' equazione,  sia  di. questa  un> 
divisore  . Finalmente  date. due  quantità;  per  trovare  l’equa- 
zione, che  abbiaJe  medesime  per- radici altro. non ^ avrassi- 
a fare  , che  aggiugnerle  divisamente  - coi  segni  cambiati  ad 
una  delle  lettere,  che  esprimono  l’ incognite  : moltiplicare  in- 
sieme-i due  binomii. , che,  si  avranno:  ed. in  fine. paragonare, 
al  zero  il  loro  prodotto  .. 

a.  Dall'  esser-  poi  di  qualunque  equazione  ordinata  del  se- 
condo grado  il  coefficiente  del  secondo  termine  uguale  alla» 
somma  delle  tue  radici  coi- segni  «coiurarii  -,  e ’l  terinine  no- 
to uguale  al  loro  prodotto;  si  deduca. prirna- di  ogni>aItro  , 
che  se  in  una  delle  dette  equazioni  manchi^  il  secondo  ter- 
mine , segno  è,  che  la  somma  ideile  radici  è uguale -a  zero, 
e che  perciò  le  radici; sono-  uguali, fra- loro-,  mx  una  positi- 
va , e negativa  l'altra  , come  appunto  si. è trovato  colla  ri- 
soluzione delle  equazioni  incomplete.-  E se  vi  manchi.l’ Ul- 
timo, cioè^  il  noto,  segno  è che  una  delle  radici  è uguale,  al  ; 
zero;,  ed  infatti  uno  de’ suoi  fattoti  sarà  V incognita  stessa- 
uguale  a zero-,  per  • la  quale  * è realmente  divisibile  ; onda, 
una  - tale  equazione- è propriamente,  del  primo  grado 

3.  Si  raccolga  parimente,  cho  nota  una  delle  radici  di  una 
data  equazione  del  secondo  grado  , si  potrà  per  mezzo,  suo* 

dc“. 
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detcrniinare  1’  altra  *,  sema  ricorrere  al  fattore  ’ 
li  ho  detto;  e ciò  si  otterrà  sottraendola  dal  coettìcieme del 
aecondo  termine  preso  col  segno  contratto , oppure  «‘Riden- 
do per  essa  T ultimo  termine  dell’ equaiione  proposta  ; poiché 
U ri^iduo  nel  primo  caso,  ed  il  quoto  nel  secondo  saràlal- 

*^V*ìn'olue^,Te*ùn’  equazione  ordinata  del  secondo  g'ado 
di  radici  reali  abbia  tutti  i termini  positivi  , avra  ambedue 
le  radici  negative  : se  il  solo  secondo  termine  abbia  nega- 
tivo , avrà,  le  due  radici- positive  ; se  abbia  il  secondo  , e l 
terzo  termine,  negativo,  avrà  una  radice  positiva  , e l altra 
neeativa,  ma  di  questa  è maggiore  la  positiva  , che  se  ti- 
nafmente  il  solo  ultimo  termine  dell’equazione  sta  negativo, 
avrà  benanche  una  radice  positiva,  e , ma 

di  quella  sarà  questa  maggiore..  Ciò^  non  avrebbe  bisogno  di 
dimostrazione  , ma  per  chiarezza  maggiore  ecco  quella  deis- 
ta prima  parte,  e collo  stesso  metodo  potranno  dimostrarsi 
le  altre.  Poiché  l’  ultimo  termine  della  supposta  equazione* 
è positivo,  ed  è il  prodotto  delle  due  radici , saranno  queste' 
o araendue  positive  , o araendue  negative:  ma  positive  non 

possonty  essere,  perchè  la  loro  somma- cor  segni  comrarii  es- 
sendo negativa  non  può  essere  il  coefficiente  del  secondo 
termine  dell’ equazione,  medesima’,  il: quale  è per  supposizio- 
ne positivo;  dùnque 'saranno  ambedue  negative  .- 
• Quindi  si-potrà  con  certezza  asserire,  che  ncne  ^nazio- 
ni d^  secondó’grado  dì  radici -reali,  ancorché' non  sieno  or- 
dinate , tante  saranno- le  radici  positive-,  quante  sono  le  va- 
riazioni  de  segni  + in  o -7  m'+  ne’  loro  termini  : e- 
tante  le  negative,  quante  in  essi  le  successioni  de  segni 
desimi  -h  e -I-,  o - e.-.  Cosi  Inequazione  jc-  - « * + 

a h = 0 , ne"  termini'  della  quale  - vi  sono  due  variazioni 
di  segni,  avendo  il  primo  il  , il  secondo  il  , e 
il  4-,  avrà  due  radici  positive,  secondo  5^® 

è realmente  vero,  essendo  esse  a,  + b:  e le  m«des 
resteranno  tali  anche  cambiando  i segni  a tutti  1 termini  , 

ottenendo  — x*  -4 


X — il  t =r  o , che  é un  equazione - 
Jr' 
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'Note 


non  ordinata , che  ha  pure  due  variazioni  dì  segni . Si  è 
richiesta  la  condizione  che  l’equazione  sia  di  radici  reali  , 
perchè  la  regola  data  non  ha  luogo 'nelle  equazioni  di  radi- 
ci immaginarie  ; poiché  essendo  essa  fondata  in  ciò  . che 
un  prodotto  positivo  può  risultare  o da  due  fattori  positivi  t 
o da  due  negativi  : e che  un  negativo  da  un  positivo  per 
un  negativo  solamente;  siccome  questo  è falso-, nè  può  aver 
luogo  ne'  prodotti  di  fattori  immaginarii , cosi  falsa  sarà  an- 
cora la  regola  nell' equazioni  di  radici  immaginarie. 

Do  termine  alla  presenie'Nota  con  avvertire , che  tutte 
le  già  esposte  proprietà  delle  equazioni  del  secondo  grado  , 
che  dalla -natura  delle  medesime  dedotte  si  sono  < hanno 
luogo  ugualmente  nelle  equazioni  di  gradi  superiori  , e si 
troveranno  opportunamente  ampliate  nei  terzo  Libro  i ove  si 
tratterà  di  proposito  delle  equazioni  di  ogni  grado. 


.N  O T.  XVII. 

AFfìnchè  il  metodo  di  eliminare  I’  incognite  dall’  equazio- 
ni , applicato  a due  equazioni  del  secondo  grado  nel 
num.  i6.  del  Gap.  $•  pag.  68.  , e 69. , non  riesca  lungo 
e tedioso  nell*  applicarlo  aU’equazioni  da  pjù  termini  compo- 
ste , 'bisogna  ordinar  prima  ' le -medesime  -per  la  lettera  , 
che  esprime  T incognita  -che  si  vuole --eliminare  num.  a. 
Cap.  S-  )’  c poi  sostituire, invece  del  co^fEciente  del  secon- 
do, delterzo.ee.  termine  di  ciascuna  equazione  ordinata,  del- 
le lettere  A,  B,  ec. . come  vedesi  fatto  nel  num.  15.  del 
detto  Cap.  , le  quali  lettere  esprimeranno  insieme  quantità 
cognite  all’ altre  incognite  unite.  Fatta  indi  1'  operazione  , 
che  il  metodo  richiede  . si  avrà  un  equazione  fra  le  sole 
quantità  di,  S.  ec. , in  vece  delle  quali  rimesse  quelle  da  es- 
se espresse  ; si  avrà  speditamente  quella  equazione , che  ot- 
.tener  si  volea. 


NOI. 
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N O ' T.  xviii; 

i;  . TV  TEI  nutn.  i.  del  Cap.  6.  pag.  70.  si  distingxiono  i pro- 
blemi  in  deierminati  , indeterminati  , semideterminati  , 
e piucchedeterminati  : ma  in  realtà  essi  non  sono  che  di  due 
sorte , cioè  determinati  , ed  indeterminati  ; imperocché  , come 
rilevasi  dai  seguenti  num<  05.  del  medesimo  Cap.  1 i 
semideterminati  altro  non  - sono  che  indeterminati  dotati  di 
condizioni  non  esprimibili  per  equazioni  : e i piucchedetermi- 
natici  ai  determinati  1 o agl’indeterminati  si  riducono , quan'< 
do  in  essi  non  si  vada  in  traccia,  di  quantità  dotate  di  pro« 
prieià  ripugnanti. 

a.  I problemi  ^ poiché  su  delle  quantità  si  propongono  • 
sono  o aritmetici,  o geometrici.'  Problema  aritmetico  dicesi 
quello  ' , in  cui  ie.  quantità  che  si  danno  « e quelle  che  si 
cercano,  sono  quantità  discrete,  cioè  numeri  : se  poi  tali  quan- 
tità sieno  continue 't  cioè  linee  ',  superficie  j o solidi  ; il  pro-- 
blema  si. dirà  geometrico.-  > • : 

3.  In  oltre  siccome  1’  equazioni  ( Cap.' 4.  num.  5.  ) ,. 
così  anche  i problemi  dividonsi  in  gradi , dicendosi  del  pri- 
mo , secondo  , tet^o  , ec.  grado  . , , , 

Per  ben.comprendere  questi  diversi  gradi  de*  problemi  , 
si  rifletta;  che  dandosi  in- ognuno  d’essi, oltre  delle  quantità, 
le  relazioni  ano>ra,  che  passano  fra  le  cognite  , e - le  inco- 
gnite ; per  venire  alia  soluzione,  de’medesimi  , denominate  le 
quantità  cognite  per  le  prime  lettere  dell’  alfabeto  , e le  inco- 
gnite per  le. ultime;  devono  tali  relazioni  esprimersi  , e tra~ 
dursi  iti  linguaggio  analitico;  ossia  algebraico  : il  che  facen- 
do , si  verranno  ad  avere  delle  equazioni'.  Se  una  - sarà  1* 
equazione  che  si  otterrà-  ; il  problema  si  dirà  esser  di  quel 
grado  , di  cui  è 1’  equazione  ottenuta  : e potrà  esser  perciò 
del  primo,  del  secondo  , ec.  grado.  Che  se  molte  saranno 
r equazioni  ; il  grado  del  problema  verrà  determinato  dal 
grado  dell*  equa\ione  finale , la  quale  altro  non  è , che  quel- 
la , che  contiene  il  minor  numero  possìbile  delle  incognite  , 
che.  in- tutte  dette  equazioni  ritrovansi  , e che  dalle  medesi- 
me- 
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me  equazioni  ritulta  coll'  operazione  prescritta  dal  metodo 
già  esposto  ne*  num.  15.  , e seguenti  del  Cap.  5. 


H O T.  XIX. 

T^A-quanto  trovasi  esposto  ne’  nura.  5.,  , e 7.  del  Cap6. 

pag.  7t.,72. , 073.,  si  raccolga,  che  allorché  nella  riso- 
luzione d'  un  qualche  problema  , in  cui  si  abbiano  tante  equa- 
zioni quante  incognite,  per  venire  .all’ equazion  finale  s’ inciam- 
pi in  qualche  equazione 'identica  ; non 'è  da  giudicarsi  subito, 
che ’l  problema  sia  1 un. teorema  ,< ma  devono  prima  attenta- 
mente esaminarsi  le  relazioni  , e le  condizioni  date  , e che 
si  sono  analiticamente  espresse  per  mezzo  dell' equazioni , per 
vedere  se  sieno  rfra  doro  indipendenti  , .e  una  non  s’  includa 
nell' altra  . in  tal  caso  anche  fra  1*  equazioni , alle  condizioni 
fedelmente’  corrispondenti , vvi  dovrà  essere  indipendenza  : e 
perciò  l’equazione  identica  inon  potrà  .essere  che  una  pro- 
prietà a noi  prima  ignota  , »che  per  le  condizioni  date,  alle 
quantità,  di  cui -si.  tratta , appartiene;  ed  in  tal  caso  l'appa- 
rente problema  sarà. un  teorema.  Ma  se  con  detto  esame  si 
scorgerà  d' esservi  dipendenza  i fra  le  .date . condizioni  , e che 
• sina  s’includa:^  un’,  altra:  ovvero,  >che  da  .una  stessa  con- 
dizione, col  di  lei  paragone,  • e. combinazione  .colle  .altre  già 
analiticamente  .espresse  , si  .abbiano  sformate  due , o più  equa- 
zioni , se  bene -con.  di  verse  espressioni  -sono  da  abolirsi  , e 
trascurarsi  quelle  .equazioni,  che  oalla  ripetuta  condizione  cor- 
rispondono , o .che  ia  .condizione  stessa  .riesprimono  ; dopo  di 
che  il  proposto '.problema  passerà  mella  .classe  degl’indetermi- 
nati. Lo  stesso  praticando  ne’  problemi  piucchedeterminati,  che 
non  includano  condizioni  ripugnanti .;  potranno  essi  passare 
in  teoremi  , o in  problemi  determinati  , ed  indeterminati  , 
jcome  chiaramente , per  ciò , che  si  i detto , si  comprende  , 


NOT. 
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ÌL  numero  i6.  del  Cap.  6. -pag.  79.  « in  cui  si  risolve  -il 
problema  8.  « ha  bisogno  di  spiega  ; ne  può  conoscersi 
r esattezxa  del  metodo,  che  dal  Sig. Can.  s’adopera  nella  ri» 
foluiione  del -medesimo  , senza  attendere  a <]uanto  in  quesn 
Nota  tarò  per  dire.  Ed  in  realtà , la  prima  difficoltà  che  s’in» 
xentrat  è*queUa  di  comprendete,  perchè  a F-f-  3 ^ tia  il  li- 
quore contenuto  nella  .prima  botte  ,cV+  f A quello  della  se- 
conda , ec.  L’^altra  poi  si  è,  che  le  due  parti  x,  t y-^  col 
detto  metodo  determinate  , dovrebbero  insieme  essere  uguali 
all’  unità  , cioè  ad  una  botte  « che  è la  richiesta  ; cosa  . che 
non  si  verifica -nelle  diverse  supposizioni  de’  valori  di  4 , , 

c , ec.  In  fatti  nella  supposizione  , che  nella  fine  di  detto 
numero  16*  si  uova,  di  <ir=;7t^r=:3,ec.;  sidetermina  x=; 

^ di  una  botte,  ed  , per  cui  la  loro  somma  super» 

5 5 

di  ~ la  botte-  Quindi  -,  per  avere  la  botte  richiesta  , dovrefa* 

bonsi  mescolare  prima  fra  loro  le  due  determinate  porzioni 
in  altro  vaso  maggiore^e  poi  potrebbesi  empiere  la  botte  me'« 
detima.  Tutto  si  farà  chiaro -ripetendo  il 'metodo  dal -princi- 
pio con  piccola  mutazione  nei  modo  seguente. 

Sia  adunque  la  ragione  del  vino  all'  acqua  della  prima 
botte  come  a : b •.  dell'  altra  come  c : /:  ed  /n  : n sia  quella, 
in  cui  deve  essere  all'  acqua  il  vino  nella  terza  botte  richie» 
SM . Essendo  a : h la  regione , in  cui  sta  il  vino  all’  acqua 
nella  prima  boue , è evidente , che  il  solo  vino  occupa  una 

parte  di  questa , espressa  per  • — - ; e r acqua  sola  Ja  rima- 


lente. parte  —r-r  ; giacché  le  parti  della  botte,  occupate  dal 
a~\-b  . 

spino , e dall* 'acqua,  devono  essere -nella  ragione  stessa  di  a i 
i , e devono  insieme  essere  uguali  all’  unità , che  è la  bot- 

. D te 
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te  nel  caso  presente  . Se  dunque  ci  serviremo  delle  Ietterò 
iniziali  V,  A per  denotare  il  vino,  e l’acqua  . cioè  a dir* 
Je  qualità’,  e non  "già  le  quantità  de’  Illùdi  nella  botte  ine- 

acolati  ; sarà il  puro  vino  contenuto  nell*-  detta  prima 

a+lf 


botte  , c — r-  r acqua-,  che  nella  medesima  ritrovasi  ; rite-» 
Bendo  sempre  per  misura,  ossia  unità  la  botte«-Per  la  stts-»- 
•a.  ragione.  sarà;  il'vino-,  ed  -j—f  1*  acqua  , che  nell’ 


mV  .nA\ 

altra  botte  si  contiene;  e finalmente , ed  “ Tino»- 

* l’acqua  , chfr  nella  richiesta  bòtte  dovrà  contenersi  • Quin-»- 
di.  per  maggior  semplicità  posta  <z  —P  * f — 

ed  ffj  + n r ; il  liquore  contenuto  nella  prima  botte  sarà  * 

mV  b A'  c V f „ 

— — +•  - — ; quello* della  seconda? •+*  “ • * quello* 

f P.  i 

mV 

della  terza-^,  che:  dà;  queste  due'  dovrà  estrarsi , sarà  — ^ -(• 
n A 


r 


Sia-  xil  littore  da*  doversi?  estrarre  dalla i prima  botte 
ed  y quello  da  doversi  cacciare  dalla  seconda,  che  è Ip  st«- 
80  che  dire: siano  ar,  ed  le  parti  dellò' date  due  botti , che 
bisogna  vuotare  per  avere  la  terza?  richiesta  col  liquore  , 
che  se  ne  estrae  . Poiché  1’  intera  prima  botte  contiene  U 


aV  h A'  , ^ r- 

liquore L _ ; la  di  lei  pane  x ne  conterrà  — -f- 

P P : ^ 


h X A' 

, quantità  , che  sì  determina  per  mezzo  del  quarto  prò- 

P . • ‘ ‘ 

porzionale  in  ordine  all’  unità  , che  à la  boa*'*  al  liquore 

COB- 
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'Contenuto  nella' botte  medesima  , ed  alla  di  lei  parte  Del- 

cyV 

lo  stesso  modo  si  determinerà  , che  y dotri  'Contenere  — - 

9 . 

+ 0^  . Quindi  + + + 

9 -P-  .P  9 9 f 

n A 

+ — ^ . Ma  questo  vino  , ‘che  nella  terza  botte  contenere 

m V ' ' ' ■ ' 

ai  dee  i -cioè , non  è che  quello  esiratto  dalle  prime  due* 

• r 


■ e l’acqua  parimente  è quella  dalle  medesime  estratta  . 

axV  cyV  mV  'hxA  fyA 

Dunque  dovrà  essere f- rr: « e f-  — — ■ 

,P  .9  r P 9 ‘I 

n A . a X CY  ^ x , fy  n ’ 

— ■;  ossia u m , e — + — rrr  — J 

ri  ■ P 9 r.  .f  ^\,q  r .. 

Si  moltiplichino  ‘ambedue  qvieste  equazioni  per  pqr  ,'e  si 
avrà  aqrx  cpry  zrz  mpqi  e bqrx-^fpryc:z  npqy 
dalle  quali  , coi  metodi  dati  * si  -ofterrà  -x'-^  i •"  i 

p — c n p , ànq^bm  q ^ 

a f r — b c r ' af  r-^~b  cr  ' • . ^ 

q , ed  f i proprii  valori  ; si  avrà  finalmente  x “ ■ * 

af‘m+bfm  — <i  c n — ben  acn  cm — 

o f m~{-a  fn  — b c m — ben'  af  m+a  f n — 'b  cm—‘b  e n 

Questi  due  valori  di  x\  e di  y sonò  taD  , che  ‘sommati  in- 
sieme sono  uguali  all’  unità  , che  -è  la  botte  richiesta  , come 
coir  attuale 'Operazione  potrà  vedersi  » 'ottenendosi  una  rrazió- 
•Ue  » il  di  cui  uiumeratore  è lo  stesso  denominatore  : '-*• 

' Facendo  attentione  al  metodo  . di  cui  ci  siamo  serviti 
per  venire  alla  -soiazione  di  questo  problema, ‘si  scorgerà,  chd 
« y tt  bAt  non  meno  «die  c K,i-ed  f A non..«*peimono  teal- 

D 2 mente 
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mente  le  quantità  de’ liquori  contenuti  nel!a>  prima  « e secon* 
da  botte  , ma  solamente  le  ragioni  , nelle  quali  sono  separa- 
tamente in  esse  il  vino  , e l’acqua  . Lo  stesso  s*  intende  di> 
in  K , ed  n A per  riguardo  alla  terza  botte  richiesta  . Quindi 
Jion  è metaviglia  . che  per  mezzo  di  tali,  espressioni  si  deter- 

: . , . ' , fm  — cn^  a n^-mb 

mini  , nel  detto  num.  i6. , ,ed/=  « 

a f — cb  a f — c b 

ii  quali  valori  non  danno  1’  effettive,  quantità  de’  liquori  dn 
estraersi  dalle  date  botti  , ma  solamente  la  loro  ragione  • la 
quale  è quella  f m — c ni  a n — mb , ohe  nella  supposi- 
zione ivi  fatta,  di  a.'zz.'j  « b = 3 « ec. , si  convertirà  nellt^ 
ragione  di  2 ; 4 , ossia  di  x ; a , come  in  realtà  deve  essere. 
11  metodo  adunque  « adoperato  nel  naodo  esposto  nel  suddet- 
to numero,  conduce  a determinare  la  ragione,  in  cui. deva 
essere  il  liquore  da  estrarsi  dalla  prima  botte  , a quello  da  cac- 
ciarsi dalla,  seconda  ; ed  applicato , secondo  che  in  questa  Nota 
icorgesi  , ci  guida  alla  determinazione  effettiva-  del  liquore 
medesimo..  Avvertasi  però  , che  nota- la  ragione  delle  sud- 
dette porzioni  facile  il  determinare  la  loro -quanti- 

tà effettiva  tiferà  alla  botte  presa  per.  unità  ; dovendo  esse- 
re ciascuna  di  esse  quella  parte  della  botte  , espressa- dalla 
frazione  , che  ha  per  numeratore  il  termine  corrispondest* 
della  ragione,  e-  pe^  denominatore-  la- somma  di- ambiduo 
s termini  della . medifisiroa . In  (atti  nella  detta  supposizione  di 
X.  y 3 : 4 « ossia  z : 2 ; la  porzione  espressa  da  x 

aarà  — della*  prhiU-  boUe  , e quella  espressa  da  y sarà  y 

della  seconda  • 


: : N O T.  XXL 

DAUa  ritolùzione  de'due  problemi  semideterroinati  del  prfmO' 
grado,  già  data  ne’ num.  iìì  a3.  de!  Cap.7.pag.8t. , e Bn  , 
apparisce  , che  tutta  la  difheoltà  nel  risolvere  consimili  pro- 
blemi consiste  nel  trovare -i  valori,. che  possono  assegnarsi 
ad  oua  delie  due  incognite  , ossieno  iodeunninate' , i quaU 

aie». 
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•ien  tali  » che  diano*  h coi^ispondentt  deli*  altra  anche  cinte- 
ti . Per  togliere  ogni  difficoltà  , che  ne’  casi  particolari  può 
incontrarsi , stimo  opportuno  esporre  una  regola  » che  a tale 
uopo  suol  darsi  « la  quale  se  bene  alle  volte  richieda  un 
lungo  calcolo  , è però  generalissima  , e di  facile  esecuzione . 

Qualunque  frazione  , che  per  valore  di  una  delle  due 
incognite  , per  esempio  x , può  avMsi  nel  risolvere  uno  de* 
problemi  suddetti  * si  contiene  oelbi  seguente  espressione 

a-f-iy.  £’  chiaro  « che  se  in  questa  frazione  sia  a divisibiv 

c ''  ' 

le  per  c;  e,  e tutti  i mukiplici  di  c darebbero  i valori  dell’ 
>•:  e se  ^ fosse  divisibile,  per  c , tutti  i'  numeri' positivi  del- 
la serie  naturale  porrebbero  essere  valori  dell'  jr  , ma  i cor- 
rispondenti valori  déli’  x si  avrebbero, in  'numeri  interi  nel' 
solo  caso , che  anche  a fosse  per  c divisibile  ; onde  in  que- 
sto solo  caso  risolvibile,  sarebbe  il  problema  . La  difficolri^ 
adunque , che  può  ioconiaarsi  nel  determinare  i valori  dell'/t' 
ha<  luogo  quando  nè  a«  nè  ^ sia- per  c divisibile  • 

Che  però  ciò  supposto  , per  trovare  i valóri  da  asse* 
gnare  all’  y , che  sien  tali  • che  rendano  un  intero  la  fra* 

lione  a-j^òyi  si  operi  nel  modo  seguente.  estraggano  inf 


prim  luogo'  ffaaiétVB  nift!  gFIrirari  possibiii , se  la  me<< 
desima  non  sia  vera  . ma  spuria  : e se  i termini  del  nume- 
ratore della  nuova» e vera  frazione  abbiano  un  comun  diviso- 
re » il  medesimo  si- separi -dalla  frazione  stessa.  Questa  co- 
si disposta  » che  suol  chiamarsi  frazione  ridotta  » pongasi 
ugnale  ad  un  numero  indeterminato , per  esempio  m , e ciò^^ 
fatto  trovisi  ìLvaioro  che  sarà  espresso  da' un’  altr» 

frazione  contenente  la  m : dalla  medesima  si  estraggano  gl* 
interi  » a la  seconda  frazione.:  vera , e ridotta  »r_cbe  si  avrà» 
pongati  uguale  ad  rr:  si  trovi  in -seguito  il  valore  dì  m per 
ir  > ed  estratti  similmente  gl*  interi  dalla  frazione  contenente 
la  ns  mmasi'la  terza  vera.»  e ridotta  uguale  a f , e si  de-- 
termini  il  valore  di  n per  p . Questa  operazione  si  ripeta  » 
finché  si  arrivi  ad  un  valore  intero  delta  penultima  Indeter*' 
minata  ÌBUodotta  espresso  per  f ultima  » il  che  otieouto , qua- 

lun- 
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lunqiie  •animerò  intero  positivo  'dall’  unità  in  avanti  , ed  alle 
volte  dal  zero,  sostituito,  all' ultima  indeterminatat  darà  il  va- 
lore della  penultima  intero  , e per  ciò  anche  intero  quello 
deir  antepenultinia  fìno^Ila  prima  <n;  e quindi  intero  quelio- 
dell’>' ; onde  colla  sostiuutone  de’ numeri  della  serie  naturale 
invece  dell’ultima  indetermmata  «'sl  avranno  i richiesti  deli' 
y , ed  in  seguito  quelli  deli'  x.  . , 

'Applichiamo 'la  regola  ad. un  esempio  per  Tenderla  più 
chiara. 'Siano  da  determinarsi  i valori,  che  assegnar  si  deono 

nll’y»  per  rendere  un  numero  intero  la  frazione  74+53/— x. 


Essendo  'questa  una  frazione  xputia  « cavandone. gl'  interi,  si 

.avrà  7 3 V ^ ; e poiché  ia+«/  è divi- 
.31  3* 

sibile  per  a , si  separi  dtdla  frazione  anche  questo  fattore  a, 

• . . 3*  1 . . : ; . ‘3*, 

• é-f-ll/ 

.zione  ridotta, sarà 


* 1 1 y 

J>ongasi :zz  W ì ùnde  l y rs  J I « » ed  / = 

.3,^  ' • • ^ . 


— «-a) 
7.  a JB+*-— — • — .iw-r3«  - 

■ T » « * 


-c  fatta 


« ffi-a  li  irn+s 

— rm,'si  avrà  3 m - a=; fzi» , -c  perciò  m=z 

* ^ . 1 . < I . I • . . 3 

• , 3 n-+  a I j • I.  ^ n-f-r 

— 3 n-+  ■ — 3 n +•  a . • Messa  iìnalmente 

3 . ^ ^ ? 

rr  f , ossia  n-f*i:rr3  p,si  avrà  n — 3 f - 1 , numero  in- 

• ' ' ^ '4"  * 

lero.  'Quindi  <tomsnda Indietro  , 'poiché  sa- 

*'  .«  i t-.'.i  i.  *l  7-  J . (I  . S . > 

. * rà 
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, iin+a  _33F- ” 53 /»- 91:..  : ■ 
rà  rr ■ ■ ~ — **F"3 — 

3 3^^^-  ; . 3,  --  - . 

, . 31  m “6 ^ 31.  (11^-3)—  6 

onde  essendo  — — J'*  »>  avrà  ■ ■ ■ ■-  .i.» 

11  II 

31  . ir  p -99  - - , r . 

ZZI  - sr  31  f —9  ^yt  e la  proposta  frazione: 

II 

74+Sìy  ^u-f^  si’  3i  P --  9’-^  f4^-^53»  3»  p - 47f' 

3*  - 31..  3f 

~ 5?P  — *3  = àr;  <T  pnde  si  vede»  «he  qualunque  nume- 
ro della  serie  naturale  sostituiscasi  a p'*  sì  avranno  sempre' 
interi  i.  valori  dell’p  , ed  i corri^ondenti  ddl’ x. 

Esaminando- l*  andamehtó  deir  esposta  regòla  , si  scopri- 
rà', che  allora  non  potranno  aversi' valori-' interi  dallarra- 

zione  » - , supposto  intero  l’j' , quando  là  frazione  ri- ■ 

dotta-,  che  da  questa  si  ottiene,  i tale  , che  il  denominatore,- 
o ‘1  coefRciente  dell’  j non  sono'  numeri  primi  fra  loro  , ma  • 
hanno-\in'  comun  ^tore  > In  fatti  venga  la- medesima- indi- 
. é-f/ny  -‘O  ™cc--3  r - 

caia:  da.  — — — , e'  suppongasi  esprimere  nnr  nuattfO' 

* ' ^ /*  fi  Y ^ **  ■ -.  "» 

qualùnque  nr,  onde  sia  nrmoltiplFcandó  pCTJT»  si  avrà' 

■>  * C • < 't 

é + fay  ' ‘ •• 

zz  ptrt,  óssH  ' 4*  f y rr  p in  i Adunque’  eistn-i 

• (f' 

■o  p 01  , ti  fy  interi  , dovrebbe’  essere^  intero  ancKe  --  . 

Ma  è ciy^mjiossibtlB  1 hoichèT  tfer 'esséfe-  f.  ufùi  fri?- 

p n . : * 

zione  ridottsT il" fattore  n , perchè  divisore’ di /«/,, non  può' 
essere  divisore' ancora^  di  <r'.'Dun<ftéò  pufe-  itapoeribile  , che 

essedo- 
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essendo  y nn  numero  intero , P espressione  « ossia  k frazione 

Tidotta  « e quindi sia  pure  un  intero . 

fn  e . 


N O T.  XXIL 
Si  troverà  ^ell'  artic.  3.  dell*  Appendice 


N o T.  . xxm. 

Nei  num«  to>  del  Gap.  7.  alla  ^ag.  -86.  .>  procèdendo  T Au* 
tore  alla  risoluzione  del  problema  7,  semideterminato  ^ 
ed  avendo  ritrovato  11  , e la  per  limiti  del  valore  di 

y*’\-6o  y*?i*6o 

— — » cioè  a dire,  che—-—  sia  maggiore  di  ri , e nii- 
fiore  di  tij  nel  vers.  8 dice  : Ter  frèma  dì  queete  condì- 


Xìonì,  cari  y - n lai  > 60=  61  « Ciò  si  ha  nei  modo , 
«he  legue.  , 

y *+  60  " ' 

Essendo  i — ..  > 11 , moltiplicando  per  ay  il  primo, 

• *1  secondò  membro  di  questo  paragone  di  disuguagli  ian  za  , 
sarà  jr*  -f.60  ^ aay;  giacché  si  comprende  , che  trattando 
t^i'parag^ni  a n>odo  tk-equasionì , sempre  , il  membro  mag-j- 
giore  resterà  maggiore  , e mitiore  il  ihinore  Quindi  y’  — 
^a  y ^ — 60  : ed  aggiugnendo  ad  ambi  J membri  il  quadra- 
to della  metà  del  coefficiente  — aa  del  secondo  termine  , si 

avrà  y*-T-.a'ay  i lai  —60 , ossia  y — ii  lai  — 

60  zzi  61  . X'.  • - . • . 


ideila  stessa  n\aniera  si  dùnóstrà  essere  y — la  ^ 144 

- 60 
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— 6o  rr  84 , espressione  , che  in  seguito  nella  medesima 
pagina  si  trova  . 


N 


N O T. 


XXIV. 


21  numero  74.  del  Cap.  8.  pag.  94.  in  fine  si  legge  : In 

3 A 

questa  avviene,  che  se ^hc , il  circolo  descrìtto  col  raggi» 

4 

D F non  seghi  la  retta  AB  (Fig. 4.  Tav.  i.) Ciò  si 

dimostra  nel  seguente  modo  . 

Dal  punto  A al  cerchio  H E F ( Fig.  i.  ) si  tiri  la  tan^ 
gente  A N , che  incontri  la  circonferenza  dell’altro  in  ■/;  sa- 

1 

rà  F A . A E,  o sia  6 A N,  per  la  geometria  : ma  nell» 

tupposiiioae  di ^ b e,  o sia  di  & e ^ ^ « abbas>«' 

4 ' 4 

sata  dal  centro  D sulla  corda  AB  la -pèrpendlcolare  DO  ^ 

^ t 

k b c ^ A O f per  essere  , per  la  geometria  medesima  » 
a » t 

AO  =:  — ; dunque  AN  A O,  ossia  AN  5»»  AO:  e perciò 


i A N a^Djcioè  AI  Quindi  AI  più  vicina  al 

centro  Z)  > di  quello,  che  1*  è AB  \ e però  A B , nella  suppo- 
sizione in  cui  siamo  , casca  al  di  sopra  dei  punto  N della 
retta  Al.  Ma  il  cerchio  NEF,  descritto  col  raggio  D F,  o 
col  centro  D . appena  arriva  con  un  sol  punto  N della  sua 
periferia  a toccare  la  retta  A I . lì  medesimo  dunque,  nell’ i<« 

jpotesi  ói  ^ b e,  non  potrà  nè  segare  , nè  toccare  la  A B'. 


I 


E 


hlOT. 
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N O T.  XXV. 

Nei  num.  12.  del  Gap.  9.  pag.  idb.  vers.  i.  si  legge:  Es~ 
senjo  F B — X.  : F E rr  y : r : 11 . 

Ciò  si  ha  dall’  analogia  trovata  nel  numero  precedente; 

■ poiché  essendo  a x : ry  ; I a : n , si  avrà  a x n ry  a « OS-, 
sia  xn  zz  ry  -,  e quindi  x : y r : n , 


' N O T.'  XXVI. 

NElIa  line  del  num.  i).  del  Gap.  9.  pag.  loi.  vers.  8.  si 
legge  : sari  B II  : RI  ; ; B C ; M 3 N : : a : n . ( Fig. 
9.  Tav.  I.  )' 

Imperciocché  , per  la  somiglianza  de’  triangoli  BRI^ 
J)  C i,  si  ha  BR-.:  RI  ::  D C : CI  llDC  : CO  DCt 
B M ; B S:  M ^ N , per  la  somiglianza,  de’triangoli  B C 
2 N M B -,  t quindi  ’.l  a i n. 


HOT.  XX  VII. 

Nei  numero- 16.  del  medesimo  Gap.  9.  pag.  102.. vers.  24. 
si  dice.,  che  V cqua\ionc  al  (ircelo  espressii  sari  dalla 

formala  ? — x x y y . 

a' — b 

*,  L’equazione  al  circolo  dicesi  quella,  che  esprimé  la  nt’ 
tura  del  circolo  : e generalmente  ì’ equazione  ad  una  curvi 
qualunque  è quella  , che  esprime  la  di  lei-  natura . Questa 
equazione  altro  non  è,  che  l’espressione  analitica  della  princi- 
pale proprietà  , che  alla  curva  stessa  compete , nè  all’  altre 
curve  è comune.  Per  ben  comprendere  ciò:  Siano  nello  stesso 
piano  due  ìodeiluite  Unee  A C,  B C (Fig.  j.) , U prima  delle 

, , , «uaU 
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qviali  sia  retta  ^ e ciascuna  di  esse  di  costante  posizione  - 
Jntendasi  preso  su  della  A C un  punto  ^ , e da  /I  sulla  stes- 
sa C si  concepiscano  prese  successivamente  infinite  parti 
A A 2 ec. , e ■da’punti  M,  iM,y  ec.  tirate  infinite  tette 
M N 1 1 M 2 N , ec.  alla  linea  B C , che  formino 'colle  «orti;- 
spondcnti  A M un  angolo  costante . £gli  è facile  a compren- 
dersi , che  la  relazione  , che  ha  ciascuna  A M alla  sua  cor- 
rispondente M iV,  dipenderà  dall’  indole  della  linea  B C 
vicendevolmente,  concependo  la  linea  B C come  quella  , nel- 
la quale  ritrevansi  gl'  infiniti  punti  estremi  delle  M N ; la 
natura  , ed  indole  della  medesima  dipenderà  dalia  relazione , 
che  passa  fra  \q  A M -,  t \z  corrispondenti  M N . Or  sebbene 
•ie  A M , eà  M N le  prime  delle  quali  chiamansi  ascisse^, 
ed  ordinate  le  seconde,  ed  amendue  insieme  coordinate , come 
nel  principio  del  secondo  Libro  si  dirà)  variino  successiva- 
mente di  valóre  ; ciò  non  ostante  , per  le  proprietà,  che  per 
propria  natura  alla  linea  B C si  appartengono  , «arà  sempre 
la  lor  relazione  costante,  e potrà  esprimersi  per  mezzo  di  un* 
.equazione  indeterminata  a due  variabili,  o sieno  incognite,  or, 
y , la  prima  delle  quali  esprima  I’  ascisse  , -e  1’  altra  le  ordi.« 
nate.  Questa  equazione,  che,  come  ben  si  comprende,  espri- 
me la  natura  ed  indole  della  curva  B C , è quella  appunto** 
che  dicesi  equazione  alla  linea  stessa  BC, 

Posto  ciò,  se  nel  cerchio  CzWiV,  già  descritto,  si  prolun- 
gherà il  raggio  C D in  N CFig.  3.),  essendo  del  circolo  ptl-  - 
^ maria  proprietà  , che  abbassando  da  qual«èque  pimto  M su 
C N qualsivoglia  normale  MP , sia  il  rettangoló  C P , P 


M,P  , come  si  ha  dalla  geometria  ; questa  proprietà,  prò- 
. nunziata  con  tefmlni,  analitici,  darà  la  saa  equazione  ..Quindi 
prendendo  il  punto  Cper  quello,  d’onde  hanno  origine  le  asci»- 
S9  X,  e chiamando  qualunque  £ P zzz x , M.P  ^ y , e per- 

• ••  - • a,  ' .* 


■ " 2 

MP  = y-  i poiché  il  raggio  C.D 


f.  pei.  .CUI 


r intero 


diametro  C N 


■ 2a'b  • ■ ■ • : ^ i.t,'  ■' 

= r)  risulterà  P - 

4i‘~b  A~b 


£ 2 


A'a 
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2 ah  1 ah  « 

e perciò  C P . PN^x x = . x - x ; oa- 

a - b a- b 

lab  , 

de  r equazione  al  circolo  sari  — — - . x - x x =r/  * ' ‘ 

a - b . 
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.^JeI  numero  17.  del  Gap.  9.  «tesso  pag.  104.  vera.  S*  * 

y a*  a 

■eguente  leggesi  : sarà  BDzzrv'a’+—  — ^ , che  k 

4 * 

appunto  la  tetja  propor^iortale  dopo  AB,  BG  C 
Tav.  2.  ) • ' , 

Imperciocché  la  terza  proporzionale  in  ordine  ad  B » 


c B G , ossia  in  ordine  a 
a a 


s/ 1’  4.  » ««1 


<*  » é 


jr. 


/ ir  M - r.  , 

V a’  + "f"  'J'  * Or  se  si  moltipnchi  il  numeratori^  i 


/ 41*  4 

e*l  denominatore  di  questa  per  v a’-f-  — - — , che  è la 

4*  ^ * 

differenza  de’  termini  del  denominatore  j si  libererà  questo 
dal  radicale , e si  cangerà  la  frazione  in 


1 ”4  r 


..IV. 


é 


ì 


\ - 


. • » ^ 
t H 


* 7. 1 i-ttsmclb 


liOT.. 


1 


pigihzedMGfX 
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N.EI  numero  stesso  17.  del  Cap.  9.  nel  vers.  13.  e seguen- 
te della  medesima  pag.  I04.  . si  dice:  saranno,  come  si 
rileva  dai  valori  analitici,  B A in  proporiion  con- 
tinua. ( Fig.  13.  Tav.  a.  ) • , . 

In  questo  secondo  caso  , in  cui  su  di  B C sì  forma  il 
triangolo  isoscele  B A C colla  radice  Cf  i ( Fig.  12.  613. 
Tav.  a.  ) uguale  ai'lati  AB,  A6,  sr  avveru,  che  se  bene 

la  medesima  C / siasi  trovata  eguale  ad  — — **  + — » 

che  è una  quantità  negativa  ; nel  formare  detto  triangolo  si 


» I • •• 

a 4-  — • 

1 4-  2 


considera  come  positiva , cioè  uguale  a 

Quindi  il  valore  di-fi  I>  è ^ ^ m 

y/ li  4*  ^ * valori  analitici  di  fi  JD  t 

fi  C , e B A saranno  rispettivamente  i seguenti  t cioè 

y/ , a , c s/' 4.  — — , i quali 

come  si  è veduto  nella  Nòia  precèdente)  sono  in  continua 
proporzione . 

Volendo  poi  ritenere  1*  espressione  negativa  di  C/  r= 
_*•  — il 'triangolo  si  deve  formare  al  disotto 

* i 4-  -•  '••• 

di  fi  C,  e la  quantità  ADzz:a,  che  si  aggiugne  a fi 

^ — V « * -!•  V col  prolungatla  in  U , si  deve  conside^ 
T 1 ..  ■4 

nre  anche  cone  ssgatÌY&  1 lo  che  fi  X> 

. , ;o  . .. 


Digitized  by  Google 


N;  9 :T'  B.-  J 


^^8 


1 


. Qui  ndi  £D  , 2?C, 

^ ^ 4 — 

c B A corrisponderanno  ài  seguenti  tre  valori  , cioè 

^ Ya‘  + ii!»  - V a*  , che  anche 

* . 4 1 2 1 A 

sono  in  contigua  proporzione  . ' 


K O T.  XXX.  - - • . . 

T A forinola  della  Ctc.  della  somma  di ‘due  archi,  che  nel 
mim.  »»•  0^  Gap.  io.  pag.  117.  , e 418.  si  determina 
coll  ajuto  de  Teorema  4.  del  num.  5-  » e rfella  formola 
gu  trovata  nella  proposizione  5.  del  medesimo  .Gap.  per  la 
lanpnte  della  somma  degli  archi  stessi  : siccome  ancora  tiu- 
te  le  altre  formole  , che  per  le  rimanenti  linee  trigonometri- 
c e iiellc  segueriti  proposhioni  si  trovano  ; possono  , e con 
semplicità  determinarsi,  chiamando  sempre -in  aju- 
to una  delle  forinole  de'  seni  , e cosseni,  nelle,  prime  qiuttro 
proposizioni  determinate  , se  si  ha  Tavvcrtetiza  di  ricorrere 
per  la  determinazione  medesima  sempre  ad  uno  de*  teoremi» 
nel  detto  numero  5.  registrati , che  dà  la  proporzione  tra  '1 
^cno,<  co5seno.,-o  uno  d'  essi,  il  raggia,  e la  linea  , che 
SI  vuol  determinare.  Questi  teoremi  sono  appunto  il  i,°,  a.®» 
fA,  e ’l  ‘ 

In  wtii  per  determinare  in  si  fatto  modo  la  formola  , 

T-f-y  . in  vece  di  far  uso  del  tco- 
xema  4.^  che  include  l’espressione  della  chia- 

i^andojii»  gjvjto  ,ll  teorema  7.’,Tsi  ayrà  *i — — 
r Cc.  T ^ 


C tic  , T -f-  ^ 


nella  .^talgjequ^zipijjii, per  .ayere: il. valore  di 


Ctc.  T -f-  p j non  si  dee  far  altro  , che  -aostituire  le  for- 
inole 
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3^ 

mole  del  senoi'  e cossenò  della  somma  de’  due  archi  r « e 
p . Lo  stesso  ha  luogo  iti  tutte  le  altre  proposizioni  de*  nu- 
meri seguenti . Avendo  dunque  V accennata,  avvecteiua , rite- 
nendo a memoria  le  sole  formote'de*  seni',  e cosseni , già  ri- 
trovate nelle  prime  quattro  proposizioni  , potranno  coi  mez- 
zo loro  con  facilità  maggiore  determinarsi  le  forinole  tutte  , 
che  alle  timanentl  litiee  ui^oaometricho  sona  lispettivitneuto 
uguali.- 


> • • 


r . . . 


• * • ' . 

.T  - ”*  I*  I.  t ,f  ■ ' [ ‘ * 
• ’ ; , -'‘iy  .11  ' 


••  r 

note' 
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DEL  LIBRO  SECONDO; 


N 


T. 


I.  • 


L’Autore  del  Compendio  nel  num.  9.  del  Cap.  i.  pag.  129. 
dice  , il  trìnamio  y y + I x y + m x*  si  risolve  ne'  due  fat~ 

* ^'v^\  . ri.  VT 


tori 


Ciò  si  fa  nel  modo  seguente. 

Suppongasi  il  trinomio  eguale  £ zero  * e sì  avrà  yy  -f* 
Ixyri'tn  X o , equazione  del  secondo  grado  ordinata  -per 
y : si  trovino  indi  i valori  dell’/  con  risolverla  > ed  avre- 
mo / = ^ ^V"l'  x'  - mx*  z:z  * “hx  V^Z'  - m = x. 

^ T ""  I 4 


(-  t + V \ 

— j — •mj’  Con  questi  si  formino  i fattori  dcireqoa- 

alone  già  sciolta  1 i quali  sono  appunto  y -f-x  • 

( ,y  + x.  Cap. 

5.  num.  II.  ) ; i medesimi , come  è chiaro*  saranno  altresì 
fattori  del  trinomio  proposto. 


N O T.  a 

IL  calcolo,  che  sì  trova  nel  nnm.  i}.  del  Cap. i.  ^ag.133.* 
e 133.  , per  cui  si  viene  all’  equazione  fra  le  ^ , e’  le  / « 
altro  non  è * che  la  sostituzione  in  vece  d’ u del  valor  suo  . 

dato 
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b r . C Cfjt  ' 

dato  per  y,  cioè  di  / — . T nell’ equaiione  fra  le 

1 • S c (i 

e le  u del  nutn.  ri.;  nè  diversa  equazione  sarebbesi  ottemi> 
la  colla  sostituzione  attuale . 


. N O T.  UI. 

Nei  nutn.  15.  al  vers.  8.  » é 9.  Gap.  z.  pag.  134.  si  legge:. 

ma  IKt , ed  SA  sono  come  IT  ; I S direttamente  ( Fig.  3.' 

11 

Tav.  I.  ) , e come  ì parametri  reciprocamente. 

Imperciocché  1K^  ed  SAy  come  ascisse  , sono  uguali 
ai  quadrati  delle  rispettive  ordinate,  divisi  per  ì parametri  cor>* 
rispondenti . per  1’  equazione  alla  parabola.  Quindi  sono  nel- 
la ragion  diretta  de’  detti  quadrati , e nella  reciproca  de’  pa« 
rametri  medesimi , per  essere  le  frazioni  nella  ragion  dirett9 
de’  numeratori  , -«  nella  reciproca  de’  denominatori . 


N O T.  IV..  - 

Nflla  sostituzione  > che  nel  nuiu.  1.  del  Gap.  t.'  pag.  135: 

bb 

ti  fa  nell’equazione  -fic— 04:*,  ptMtendp  &ili  ia 

. bb  e 

in  vece  di  + — , che  è il  termine  noto,  diviso  per  a , 

. . 4 a»  ' • ..  I 


C C 

• -rr- -ìQ  luogo  di  e r coefficiente  di  — chiaro . esie^ 
0 0 — . 

te  b<;t  e qttaomà. diverse  dalle  prime.  Si. avverta- perÒJ-'chà 
f dipende  da  b , essendo  e quella  retta  'r  al  quadrato  della 

F quale 
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Note 


quale  ha  quello  di  b la  ragione  stessa  , che  l'unità  ha  ad  a, 
giacché  deve  essere  i:  a\  \ b*  : c’. 

Non  per  altro  poi  si  divide  prima  il  termine  noto  del- 
r equazione  medesima  per  <z , e poi  in  vece  del  quoto  si  po- 
ne i A , che  per  convertire  in  . colla  sostituzione,  il  ter- 
mine noto  medesimo  , introducendo  in  questo  in  si  fatto  mo- 
do il  fattore  a , che  è la  quantità  stessa  , che  moltiplica  il 
quadrato  dell’ ascissa- preso  negativamente,  cioè  — x’  ; per 
quindi  venire  ad  avere  un  equazione  di  forma  più  semplice» 
come  in  seguito  nel  medesimo  num.  i.  osservasi. 


N-  O'  T.-  v:. 


Le  operazioni,  che  necessitano  per  la* sostituzione  , accen- 
nata nel  num-s.  dei  Cap.  a.  pag-i}9,,  de’ valori  di  ^ , s 
di  u nell’  equazione  del  num.  4-  , e per-  la  riduzione  de’  dilei 
termini  , per  potersi -'avere  1*  equazione  tra  x , ed  / » che  in 
fine  della  citata  pag.  si  legge , essendo  molte , e lunghe,  con 
ragione  dall’ Autor  del  Compendio  si' tralasciano  . Or  poiché 
le  medesime  » come  ho  sperimentato  in  pratica , imbarazzano 
non  poco  la  gioventù  ; stimo  necessario  esponete  nella  Nota 
presente  quanto  per  la  loro  esecuzione  si  richiede  . 

Prima  di  venire*  alla  sostituzione  suddetta  , per  facili- 
tarne 1’  operazione  »•  si  moltiplichi,  per  r’  b*  l’ equazione  del 

— - * s 

Jium.4.  , cioè  “ • ("è*  — ?*  — . Cc(i 

% » ^ 

^ u* . C c (t  ) » la'  cui  dee  farsi  tal  sdstltuzione  > e sì  avrà 

r 

iV*.  S cft.  zzzc'r'  b'  —-c'  r*  i*  2c'  ru  i-C  cfi 


Ccf*'  • lo  Questa' si- «ostìmisea  in  primo  luogo  in  vece  di  x 


il  suo  Y*Iwe  ^ 

S (i* 


trovato  pel  citato  000.5,  • 

avrassi 
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■ 1 

avrassi  5 *u’ . '5  c zr:  “ ' “_L_zr” 

' ' 'S  c fi 

rux.  Se.  it-\-9-  Cc(i.  _ -e»  a*.  c7^ ’ , ov vdro  u\ 

Sc(t. 

- - - 1 - ■ - 1 . " 

b* . S e li  +£*.  e e li  ) rh  u • 2c*fx.  Se.  jit-p?  * ^ 


} 


5 Cj» 


sc'r*b*^c*r*pt*.  Sc[i-\~9  : t sostituito  poi  in  questa  il  va»' 

-;r  ^ =rr — * ' . 

-.-jri..  • . r ‘Seti 

■tm'iì  S;‘  che  ij.  - , 0 ,i, 

.vn'u  ( . T 

h*.S  eii  e'.^C  e{i  ) — ^ e*r  x .C  Cii.  S e. 

-‘Se  li.  (b*  ,''S  efi  yf-€*.Ce/t‘J 

81  otterrà  , _ . 

'(y.  S e li,,  (b*.  S c li  + c * . Cc  li  e'r  x.Cc  li.  Se. 

\-r— T- r — -Jt,-'  — — ‘-y.  * 

Se u . (b[j,Seii  Ctft  J‘ 

( b*.  S c li  '{'  e'  . C c fi  ) 

— . i *-  * ■»  

•^y . S efi.  ( b*  .S  cfi  e*.  Cefi  ')—~e^rx.Ccfi.'Se.ii+^ 

"'  ■ li  " ■ i t I'-^.  I I m,  ^ t 

S efi  . (^b*.Scfi  “f*  c* . Celi  ) i;*t 

— S 

Ac*rx.  Se . ii-\-f  . C cii  ^ e'r^b*  •—  c^r'x*M  S e.fi+p  jciaè 


M , .'Ì;  . y i . \ e 


Scji  . ■ 


f. 


Digitized  by  Google 


44 


Noti 


-*  — - « , 

( y . S e (I . (b*>  S c (t  -f-c*.  Ccf*  ) - c*rx.  Ccfi.Sc.  jn-f-g  J i 

~ — — * " » ” t ■ t" 

S Cfi,  . ( &*.  S c ft  +c*.  Ccf*  ) 
xy.  Scn,Ccit,Se.ft-^^.(b*.  Sc(i>  )-ac  V*x*.C<^  * 

S f • ):5c/x  .(5*. ^ c*r'b* 

^ ^ J c.  ft-f» -.  g ooltiplicindo  tutta  l*  equazio- 

S cft^  _ . ... 

ne  per  Scfi  . ( b*  • Sc(t  -f-  c*  . Cc  fi  ) , che  è di- 
visore dell’  intero  primo  membro  * e dippiù  facendo  attual- 
mente il  quadrato  del  primo  termine  dello  stesso  primo,  mem* 
' .)  ^ ^ ^ 

bro;  si  avrà  Scft.  -f-c*.  Ccn  )*-acVx/.' 

S C(t  • C c fi  . Se.  ft+e  • ( 4 *.  f*  “f"  • C c ft  ) -^  c *x*  • 

Cefi*-  S c.  fi~{-p  -Jrae’fxjf.  S c fi.  Cc  Se.  . 

(b*.  Scfi  •\*c*.Cefi)'-~xc*r'x‘*.Ccfi.Sc.fi'{’9~ 

e*r'b*.Scfi  . (b*.  Se  fi  -f*  «*•  Ce  fi  ^ — c*r*x*.  Se.fi-^^  : 

• ^ « - • 

(4*.  S f jtt  "f"  c*  • C c fi  ) c*r'b' . S e fi  • (4*.  S e fi  -f» 

Cc(*  ) — c'r'x'b'.  Seti  . Se/i-^p.  — e*r’x\  Cefi» 

' S c.  fi-kp  > facendo  attualmente  la  moltiplicazione  dell*  ulti- 
mo termine  di  questo  membro- . Quindi  togliendo  i termini  > 

« 

che  si  elidono,'»  tidunà  l'equazione  ad  S e fi  .(4’.Siìf« 

' , ■«  , » 

+ c*.  Cefi  ys  c'r^h*.  Se  fi  . (4'.  Scfi  -f-  V*.  Cefi  ) 

, 1 c 7 
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- c?fix'y.  Sc(i  . Se.  : e dividendo  il  primo  e ‘1  se- 
condo membro  della^  medesima  per  r*5*.  Se  fi  . (b‘.  Se  ^ 
4-  c*.  cTil  ) , si  avrà  finalmente  y *.  (b'.Scfi  -f-c*.  Cc^  ) 

r’4‘ 


e'  x'  . S e.  n+f 
b',  S c fi  4-c*.  Ccft 


N O T. 


VI. 


k Air  equazione  trovata  nella  Nota  precedente 'si' fa  passaf- 
— * gio  senza  difficoltà  alcuna  a quella  . che  indi  trovasi 
nello  stesso  num.  5.  del  medesimo  Gap.  a.  ne’  vers-  ultimo 
della  pag.  139.  , e primo  della  seguente  140^,  la  quale  equa- 
lione  non  è che  la  stessa  già  nominata  della  Nota  amecr- 
dente , posta  sotto  altra  forma  . ^ 

la  fatti* se  si- divida  l’equazione  ultima  della- Nota  pre* 

9 - * 

i*.  S c ft  -fyc*-  fi  ■ 


. 1 


cedente  per  Io  coefficiente  d’y*»  cioè  per 


b*c^ 


ai  avrà  y*  =:  - * 

t»  o . 


'^r*b*c^x*  . 5 c fi’^f 


b* . Se  fi  4^  c* . C e fi  (Jr  . S c fi  ~^e  . Ce  ) * 
a moltiplicando  della  prima  frazione  il  numeratore  * e ' ‘I  d6* 

nomitwtwe  per  Scfi-{^  . ( b\.  Se  fi  4" 


Boy*  a 


•■1 


r^b*c*.  5c.T^4-y.  Cb*-Seft  4-  c'.  Oc  fi  ) ^ 

.1  “T  — - - » , I .. . ? i. ..  Q 

' Sc.'fi+f  : ( b\  'Se  fi  Ci  fi  f 

r b* 
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r'  b'  x'.  Se.  (1+9 
■ — ^ T-  . o SU  y*  ss 

ib\Sc(i  + c'.Cc(i  y 

- xx)  : 


Se  - (*+^ 


f*  h*  e*  • Se.  fi~^9 
^ Cf/z  )* 


T 


•N  .0 


veri.  8.  del  num.  8. 


T.  VU. 

del  Cap.  2.  pag.  141;  legger 


. sarà  S e.  O Y B s=  S e.  (u-f*9  ( 4-  "Tav.  1.  ) . 

Jmperocchè  dovunque  caschi  Tasse  dell' ellisse  JT  5 IR* 
te  intendasi  condotto  •'  sempre  ei  formerà  coll’ ordinata  B Y, 
e col  diametro  LX  un  triangolo  , -del  quale  gli  angoli  sap- 
ranno -O  Y B . o '1  4U0  compimento  a due  retti  « -e  gli  altri 
«lue  ft , e f . Quindi  la  somma  di  questi  due  fs , -e  9,  doven- 
do. per  U'  geometria  1 essere  il  compimento  a due  retti  di 
./P  YB  ,0  àcl  ;uo  jcompimento  ; «ari  sempre  S e . OYB  ss 

<9  ei  fi+p  • 


= -N  '~^ym — - '* 

Nei  num.  6.  del  Gap.  5.  j^ig.  149.  vers.  11:  « teguenti 
si  dice  ; Finalmente  dalla  forma  sterra  dell’  equa{ione  si 

ficava  t thè  _ • l\U  9 alare  del  dia- 

' '1  b'b*Sc'f«  -i="C  c. -C  c f6  . j; 

.jnttro  Q A t Fig.  j.  Tay*  *•  ) coniugato  del  ^ P. 
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Imperócchi  essendo  U trovata  equazione' similissima  a 
qtiella  al  diametro  . o asse  K L del  luim.  i.  ; la  quantità  . 
che  moltiplica  la  diflferenza  de'  quadrati  dell’  ascissa  . e del 
semidiametro  primo  già'  determinato  • cioè 'la  quantità: 


i’c’r*.  /a-f-e 


dovrà  essere- eguale  al  quadra-' 


( i b.  Se.  ^ — cc.  C c fi.  y 

to  del  semidiametro  secondo  , diviso  per  Io  quadrato  del  se- 
midiametro primo  ( num.  i«  e 4>  ) Che  però  essendo  que- 


sto semidiametro  primo  O B ss 


yy  — ^ * — * 

1 b b . S C(jt  — c c.  C c (jt, 


S c . fi — ^ 


t h • S i fi  — c c.  C c fi 

e ’l  diluì  quadrato’  ss > moltiplican- 

S c • ft— 9 ' 

do  per  questo  la  sopradettR  quantità  , dovrà  il  prodotto  ' 

dare  il  valore'  del  quadrato  del  sc- 

l b . S cfi  — cc.  C cft 

midiametro  secondo  O A*-  QuindLla  sua  radice  seconda 

— sarà'  il  valore  del  medesimo'  se-* 

V * ’ " » • 

1 bbScft—ec.  Ccft 

midiametro  t e -1  doppio  della' medesima cioè' 

2 b cr 

'■  • , sarà  quello  ’ dell’  intero  Q 4 coa- 

V*  *'  —HIT 

1 b b , S c fi  — c c . C c ft 

jugato  del  £ P . ^ 


NOT. 
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N O T.  IX. 


Nei  num.  r$.  del  Gap.  pag.  158.  * volendo  1’  Autor  del 
Compendio  venire  alla  deteriQÌnaiione  della  curva  , es-> 
pressa  dall’  equazion  generale  del  secondo  grado  , priva  del 
quadrato  dell’j'  , che  è lxy-\-mx'  rf-f  =0  ,ed  iutendendo 

farlo  mediante  la  trasformazione  di  questa  in  altra  più  sem- 

..  p mx 

plice  ; per  ciò  ottenere,  pone  -jj-  — i ^ y~u, 

come  leggesi  ne’  vers.  ir.  > e ix.  del  detto  num.  « e poi 
in  seguito  nella  detta  equazione,  in  vece  dell’/,  sostituisce 
quel  valore  dato  per  u , e quantità  cognite  , che  dall’  equa- 
zione, ad  arbitrio  formata,  viene  ad  avere;  ed  in  tal  modo,  1 
tre  termini  dell’  equazion  generale  contenenti  1'  jc  venendo- 
si a ridurre  ad  uno  contenente  1'  v , 1'  equazione  stessa  si 
trasformerà  in  più  semplice. 

Ponendo  mente  a questa  sostituzione,  ti  scorgerà,  che  la 
quantità  , che  si  fa  uguale  alla  nuova  variabile  u , che  invece 
d’y  s’introduce  nell' equazion  generale  , altro  non  è,  che  la 
sómma  de’  tre  termini  dell’  equazione  stessa  contenenti  i’  x » 

divisi  per  Ix  , t presi  negativamente , con  dipptù  • Or 

si  comprende  bene  il  motivo,  che  induce  il  Signor  Canonico 
a sostituire  la  nuova  variabile  u in  vece  de*  tre  detti  termini 


m X 

~J~ 


— ; / ; ma  quale  sia  quello  , tier  etri  a’  me- 


fO  o 

desimi  aggiunga  ancora  il  quarto  » non  yedesi  chiara- 
mente . La  ragione  ne  ò , che  ponendo  solamente 


mx 
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nx  . p mx 

——  — = u , per  CUI  / zr:  — • — ■ — u , quan- 

tunque  colla  sostituzione  di  questo  valore  in  vece  à'  y nel 
primo  termine  Ixy  dell’  equazione  generale  , i tre  so- 
pradetti termini  dell’  equazione  stessa  contenenti  l’x  , cioè 
lxy--\‘m  X*  + p X ,t,i  riducano  ad  uno,  che  è -~lxu;  nuN 
ladimeno , dovendo  ripetere  la -sostituzione  nell'altro  termine 
ny  dell’equazione  ; in  questa  « come  coll’attuale  operazione 
può  ognuno  convincersene  , con  tal  seconda  sostituzione  vi 
s'introduce  un  altro  termine  contenente  Tot  , che  è appunto 
n mx 

— — — ; per  cui  non  si  ottiene  il  fitte,  per  lo  quale  si  è avu«* 


to  ricorso  alla  sostituzione . Quindi  è , che  1’  Autore  avver- 
tito di  questo,  al  trinomio,  che  fa  uguale  alla  nuova  varia- 

« 


bile  u , aggiugne  ancora 


nm  ' 


; il  che  fa  , che  nella  primn 


detta  sostituzione  nel  termine  Ixy  del  valore  d’/jcìoè 

— -y j Uj  dovendo  questo  moltiplicare  per  Ix  i 

viene  ad  introdurre  nell'  equazione  con  segno  positivo  quel 
termine  stesso  — , che  con  segno  negativo  neH'altra  sud- 
detta sostituzione  dello  stesso  valore  in  ny  nell*  equazione 
medesima  io  ogni  caso  introduce. 


G 


NOT. 
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Note 


N O T.  X. 


Neiu 


fine  del  num> 


del  Gap.  4.  pag.  i6%.  si  dice  > che 


h c 

Ma 


tf  jT  + ar*  sia  Tequaiionc  all’  ipetbola  > 


e 


b c 
aa  * 


ax  — X*  z=:yj^  TequazioneL  all’  ellisse  , ambedue  riferite  agli 

assi  coniugati  a , e ^b  c , e col  principio  delle  ascisse  nel 
vertice  dell’asse  primario  a.  Per  convincersene,  si  attenda  a. 
ciò  I che  sono  per  dire  nella.  Nota  presente.. 


L’  iperbole  riferita  agli  as'si  conjugati  a , e c « nel 
primo  de'  quali  a sieiK>  prese  1’  ascisse , avendo  il  lor  prin* 
cipio  nel  centro  , per  lo  Gap.  3. , viene  espressa  dall*  equa< 


. bc 
zione  — 
aa 


jif  — a a rsL  y y i denotando  y l’ ordinate , { 1*  ar 

4. 


scisse  » — 
aa 


il  quadrato  del  semiasse  secondo  « diviso  pct  la 


quadrato  del  semiasse  primo  , ed  ^ questo  quadrato  del  sè^ 

, « bc  

masse  primo  : e,  per  Io  Gap.  2.,  — . a a — 

a a 

4 

sprime  1*  ellisse  riferita  agli  assi  stessi  • anche  col  principio 
delle  ascisse  nel  centro.  Òr  se  nella  prima  di  queste  equaiio* 
ai  sostituiscasi  in  vece  di  j una  nuova  variabile  x,  accresciu* 

la  del  semiasse  primo  ~ • cioè  si  «ostituisca  ~ > e nel' 

U 
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la  seconda  si  sostituisca  t j la  stessa  j»  » diminuita  di  — » 
«ioè  jf  *—  ; l’ equazione  all'  iperbole  si  convertirà  in  ^ . 


3C  X -h  a x-\-  aa  — a a — — . xx-\^*x  — >'y  » • 1»  •*' 

c a 

4 4 

, i C ' ' 

conda  all’  ellisse  si  cangerà  in— aa^xx-r  a a 

® <z«  — *7 

4 4 

. a X — x x'^y y » ed  in  ambedue  il  principio  delle 

A A 

ascisse  sarà  nel  vertice  dell’  asse  primario  « » come  appunto 
nel  detto  num.  3.  del  Cap.  4.  si  dice . 


N O T.  XI. 

^JeI  num.  9.  del  Gap.  4.  pag.  166.  vers.  8.  si  dice  essa- 

re  ( Tig.  12.  Tav.  2.  ) . ■* 

a 

Imperocché,  essendo  rettangolo  il  triangolo  MPE,  sa- 
rà miWF  ^ P F =/*  4“  ^ 

— Ò ^ ^ •» 

Ma  4 per  questo  stesso  num.  , y = — . a — • x » e drp- 

<j* c*  — — — 

più  à’  = <»'  — f*  » per  cui  è y*  = <»*—■**  • 

4 d 

Dunque  .W  F ~ f Ì_  . «*  — *’  + tf  — x ~ 

^ jm  , * 
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a*  — a'  c*  — j ’ j:’  -j- f ’ X 


-f-  c’  — 1 fjr-f-x*  0-*-^ 


a a 


fl’c’— fl’A-’  -fc’x'+a’c*  — 3fl’ex  + <i’*’  ):  a*  = 


N O T..  XII.  ♦ 


N O T.  XIII. 


Uanto  nel  num.  4.  del  Cap.  5.  dal  vers.  11.  lino  al*  18. 


della  pag.  17 1.  dal'Sig.  Canonico  Saladinì  si  dice  de- 
dursi dalla  costruiione  fatta  dell’  equazione  xy  -f7  a x — 
a a — ay  , senza  difHcoltà  alcuna  si  comprenderà  dando  una 
semplice  occhiata  alla  Fig.  17.  della  Tav.  3.  « che  colla 
costruzione  medesima  si  è delineata  , se  si  abbia  presente  • 
che  per  essere  A D-^C A y e parallela  z CÀI,  il  punto  D , 
d’  onde  hanno  origine  l' ascisse  « sarà  nella  retta*  che  dM- 
dèrebb'e  m due  parti  uguali  1‘  angolo  C degli  asintoti  C M , 
C jV;  e perciò  nell’  asse  dell’iperbola . Quindi  essendo  le  DB, 
DII  parallele  rispettivamente  agli  asintoti  medesimi';  H con- 
corso di  queste  coi  rami  deli’  iperbola  dovrà  succedere  a 
distanze  uguali  dal  punto  Z>';  e perciò  la  linea  delle- ascisse 
Dii  incontrerà  la  curva  a distanza  eguale  ad. 4 *•  a cui  è 
uguale  D B ~ D A~  A C . 

. Indipendentemente  però. dalla  fatta  costrtuione  j è dalla 
Fig.  * colla  sola  equazione  proposta  possono  determinarsi  i 
diversi  valori  delle  coordinate,  nelle  diverse  supposizioni  nel 
detto -num.  4.  fatte  , sostituendo  in  essa  successivamente  * in 
vece  di  ciascuna  variabile, zero  * 4,  ed  altre  quantità,  maggio- 
ri , o minori  di  a , positive , e negative  , e determinando  in- 
di il  valore  deli’  altra  variabile.  In  fatti  , posto  nella  suddet- 
ta equazione  zero  in  vece  d’x,  si  avrà  44  - 4/:^o; d’onde 
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: e così' nelle  altre  supposiiionl  > Lo  stesso  ha  luogo- 
in  tutte  le  altre  equazioni,  che  in  seguito  si  - costruiranno . 


N O T.  XIV. 

Nei  num.5.  del  Cap.  5.  dal  vers.14.  della  pag.i7X.  sì 

legge  : dal  .pvnto  £ condotta  E O = parallela  alVordinata  % 

a 

che  terminerà  alla  curva  nel  punto  O (,  Fig.  18.  Tav.  j.  ). 

Ù d 

Ciò  è vero,  poiché  se  nell’equazione  « rr 

4 

f.f.  pongasi  { sostituendo  h a.  ^;si  avrà  ih  — 


ad  d d 

Ì5-4-  — =/>p,oiMa-H=fp: 

4 4 


ed  estraendo 


la  radice 


d iJm  -4- 

quadrata  da.  ambi  ì- membri , sarà  — = X E O,  cioè 

r ordinate  corrispondenti  al  punto  E dell’ ascissa  .<4  £ saranno 


eguair  appunto  ad  E O =r  — . 


Quanto  altro  poi  si  dice  in 


segtiito  sino  alla  "fine  del  detto  num.  5^,  senza  difficoltà  al» 
cuna  si  comprenderà  dando  una  semplicissima  occhiata  al» 
la  Fig. 

La  costruzione  già  fatta  nel  medesimo  num.;.,  dell'equa- 
zione X»  + 2i  X =7/— tf/V  suppóne  essere  b ti.  ChO' 


a a-  a a ‘ 

se  fosse  ^ ^ , ovvero  . ; nel  primo  di  questi 

4 4 

casi,  1'  equazione  tra-  f , e p sarebbe  pp  , che 

appartiene  alla  stessa  iperbola  equilatera  del  caso  già  esami- 
nato , ma  cdle  ascisse  prese  nel  secondo  diametro  ( num.  5. 

e V 
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e Q.  Gap.  ^.)  , per  coi  la  costruzione  è la  stessa^  col  solo  tH- 
vario  di  dover  prendere  la  A E ~ b s\x  del  secondo  diame- 
tro , e adattare  opportunametìte  a questo  « ciò , che  in  quella 
costruzione  si  è fatto  su  dei  primo  diametro  per  venire  alla 
determinazione  delle  coordinate  : e nell'  altro  caso  , poiché  si 

ha5=-^,e2.^=:<r;  sostituendosi  lòia  vece  di  a nell' 

equazione  suddetta  arar  .-f  a ^  *  * "zzyy—ay  , questa  «i  conver- 
tirà in  X X 2 b X :r:zyy  —2  b y : ed  aagiugnendo  £ 3 ad  am- 
bi i suoi  membri,  sarà  a:a:-J- a ^ a:-|-^  = — iby-\-bb: 

ed  estratta  la  radice  quadrata,  si  avrà  x-{-b—y — b.  che  é 
un’  equazione  del  primo  grado  appartenente  alla  linea  retta  « 
che  per  lo  Gap.  i.  si  sa  costruire . 


N O T.  XV. 

NElla  (ine  del  num-  9.  Gap.  $.  pag.  178.  vers.  3.  si  leg- 
ge: la  DII  passerà  pel  centro  C ( Fig.  21.  Tav.  3.  ) . 
Dal  punto  D al  centro  si  meni  la  D C . Poiché  C A 
IIT,  AD  =zC  E=zTS  , e l'angolo  C A MCA=T; 
sarà  A C D—  R , e quindi  :=  GDH  : ma  per  le  parallele 
C F , £ G , la  somma  de’  due  G DC , A CD  é uguale  a due 
retti  ; dunque  G D C con  G D H h anche  uguale  a due  retti. 
.Quindi  DH,  D € sono  in  diretto. 


N O T.  XVI. 

• 

Nei  num.  3.  del  Gap.  6.  dal  vers.  i.  al  7.  della  pag.  179. 

si  dice  I che  se  il  punto , per  lo  quale  passa  la  secante, 
si  trovi  nel  secondo  quadrante  , e sia  a A ^ Fig.22-  Tav.3.  ); 
allora  l’ intercetta  xRiQ  , fra  esso  punto , e la  tangente,  dee 
considerarsi  come  negativa  ; perchè  net  punto  B V intercetta 
'tra  il  cerchio  e la  tangente  diventa  infinita  ; onde  sotto  il  pun- 
'to  B questa  intercetta  dee  voltarsi  in  negativa . 


Per 
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Per  ben  comprendere  tuttociò  i si  rifletta,  che  la  secan- 
te C R , dopo  esser  passata  per  B , dove  per  esser  parallela  al- 
la tangente  A Q viene  a dare  1’  intercetta  R Q infinita  ; co- 
munque si  produca  dalla  parte  del  punto  della  circonfereniai 
a cui  è tirata  , per  esempio  a R , non  mai  potrà  incontrare 
la  ungente  medesima  ^ 9 5 P®*"  incontrarla  • dovrà  pro- 

dursi dalla  parte  opposta  verso  il  centro  C del  cerchio  . 
Questo  là, che  l'imercetu  a R , determinau  con  produrre 
il  raggio  del  cerchio  per  direzione  opposta  a quella  • per  cut 
dee  prolungarsi  per  avNsi  R Q ; debba  riguardarsi  come  quan- 
tità di  opposto  valore  : c che  però  avendosi  R Q come  po- 
sitiva , e come  positive  altresì  tutte  le  altro  iiwercette  , che 
si  generano  con  produrre  i raggi  verso  la  circonlèrenia  ì 
ìRzQ  t c tutte  quelle,  che  si  determineranno  con  produzioni 
de' raggi  verso  il  centro,  reputar  si  dovranno  come  negative. 
Qualora  le  variabili  giacciono  tutte  , o possono  detertninarsi 
su  di  una  stessa  retu  di  data  posizione- col  concorso  di  altrci 
o che  sieno  tirate  ad  angolo  costante  da  pumi  diversi  , o 
dallo  stesso  ad  angolo  variabile  ; nessuna  difficoltà  s’  incon- 
tra nel  distinguere  le  positive  dalle  negative  nella  loro  deter- 
minazione , venendo  le  medesime  sempre  separate  da  un  pun- 
to fìsso , che  è il  loro  principio . Ma  trattandosi  di  variabi- 
li , che  vengon  determinate  su  di  tette , che  non  essendo  pa- 
rallele, cangiano  successivamente  di  posizione,  c son  perciò^ 
prive  del  detto  punto  , principio  ■delle  positive  e negative  , 
cerne  sono  appunto  le  intercette  delle  secami , dì  cui  in  que- 
sto problema  si  tratta  ; lé  sole  produzioni  per  direzioni  oppo- 
ste ai  punti  analoghi , per  aversi  le  richieste  intersezioni  , 
sono  norma  per  distinguer  delle  medesime  le  positive  dalle  ne- 
gative , come  si  è già  veduto . 

Il  primo  problema  adunque  del  Gap.  6.  ci  presenta  un 
altro  esempio  , in  cui  le  quantità  vaiiabili  passano  da  posi- 
tive in  negative  non  già  per  zero,  ma  per  l’infinito  , come 
appunto  si  vide  accadere  alla  tangente  nel  mun.  4-  del  Gap. 
IO.  del  Lib.  1. , qualora  da  quella  dell’  arco  minor  del  qua- 
drante del  cerchio  si  fe  passaggio  all’altra  dell’ arco  mapioro 
del  quadrante  ; nell’  atto  stesso , che  la  cotangente  corrispon- 
dente si  osservò  passare  in  negativa  per  zero.  Questo  passaggio 
per  l’ infinito  delle  quantità  ^ positive  in  negative,  e vìcto- 
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devolmente  • non  dee  recar  maraviglia  « se  si  rifletterà  . :clic 
ciò  succede  appunto  nelle  quantità  , che  si  determinano  dall' 
incontro  di  una  retta  fìssa  , concorrente  ad  angolo  successi- 
vamente variabile  colle  infinite  > che  ad  essa  possono  da  tin 
dato  punto  menarsi . Imperocché  siccome  tali  rette  subito  che 
giungono  a formare  un  angolo -infinitamente  piccolo,  e con- 
corrono all'infinito,  si  fanno  parallele,  e cessando  indi  d'esser 
tali  1 passano  immediatamente  ad  incomrarsi  nell’opposta  dire- 
zione ; cosi  le  quantità , da  tali  opposti  concorsi  determinate, 
da  infinite  che  sono  in  una  direzione,  per  Io  concorso  infini- 
tamente distante  , passano  immediatamente  ad  essere  della 
direzione  opposta , e perciò  da  positive  passano  -per  l' infinito 
-in  negative , e vicendevolmente  . 


N O T.  XVU. 


NEIIa  fine  del  num.  7.  del  Cap.  6.  pag.  181.  i dopo  aver 
ottenuta  il  Sig.  Canonico  1’  equazione  , che  scioglie  < il 
problema  5.  , determina  la  posizione  delle  rette  K l , KC  t 
( Fig.  26-  Tav.  4-  ) < ^ <^ice  : fra  gli  asintoti  K 1 , K C ai 
descriva  un  iptriola  , che  passi  per  lo  punto  A. , t si  avrà  la 
xuTva  bramata  . 

Imperciocché  essendo , per  la  costruzione  , DCi  DBll 

m : n f o sii  D C:  m : n;  sarà  D C = « e perciò  aa« 

a 


a m 

che  //t  zr ; ed  essendo  dippiù  Al:  AD  limi  n , cioè 

a 

i tft 

Al:  b‘,‘  m:  n:  si  avrà  altresì  Aizzi . Quindi  il  ret* 

n 

zangole  X / ^ , che  è la  potenza  della  descritta  ipeibola  , car 

\ , , am  hm  mm 

xà  eguale  ad . — . ab  = 

nana 


KOT- 
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N O T.  bevili. 


IL  num.  10.  del  Cap.  6.  pag.  184.  ha  bisogno  di  spiega 
pè!V  comprendersi  quanto  hi  esSo  si  dice  in  ordine  alla  co< 
struzione  dell’  equazione  • che  risolve  il  problema  ultimo  dd 
detto  Cap.  i. 

In  primo  luogo  ne’vers.  xi.  « 12.  del  detto  num.  io.  si 
legge  : tirisi  la  linea  CIF  ■(  Fig.  29.  Tàv.  4.  ) , ral/ne/i- 


te  che  sia  CI  ziz  y 


IQ 


2 ay 

nr 


; dunque  ID 


zay  

re  X- 

' h 

Se  dal  punto  C si  tiri  CIT  parallela  ti  DM  , e si  prcK 
lunghi  DG  finché  concorra  con  CJF  in  / ; poiché  Cf  è pa<« 
railela  z'  D M , e G Z> , come  ordinatai  è parallela  al  diametro 
C H , o sia  i G £>  parallela  a C ilf ; sarà  C Izzz  D Mzzi y » 


i y 

1 C I?  CM  — X.  Che  però  essendo  .ar  — « + — - « ed  u 

^ . 1 . b 


2 ay 

=rGI>i dovrà  necessariamente'  essere  1 G ■ — • Quindi 

b 

se  dal  punto  C si  elevi  la  perpendicolare  C F indefinita  « e ri 

X 

% 

prdunghi  1* ordinata  DG  in/;  si  avrà G / =/, / G 

■’  > b ’ 

«d  //> 

. b ^ ' 

In  seguito  si  trova  : Poichi  V angolo  l dee  esser  tetto  [ 
a a* 

sari  w*  s='l — + i . ‘ 
b* 

Fnché  i />  è pataileU  z C M % sérà^retto  1*  àngolo  / : ed 

U essen-T 
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essendo  cosi  1 sarà  C G = /C  + CI  , cioè  s 

4<r*^’  ^ A a* 

— — o » dividendo  per  y * , m*  = + i . 

c>  • 

Nel  seguente  verso  : Ora  CE:  C F ; I m : i ; dunque 
C F = I) 

Suppone  TAutore  condotta  dal  punto  £ , vertice  del  dia* 
metro  CEzzmb,  ia  EF  parallela  ad  ID  \ dal  che  si  avrà 
C £ : CF\\CG:  C l mjr.y \ mx  f,  quindi  mb:  CF  \ l 
m : 1 ; e C F z=  bi 

>•1  Finaintenta  leggesl  ;■  parimenti  doveada  essere  C F:F  E’,  I 
b : 2 a . . , '' 

Imperocché  CF  : F E\l  Clx  1 G\\  y : — - ; ; bxta. 

b 


N O • T. 


XIX. 


num.  s;.  del  Gap.  7.  pag.,  188.  si  dice  , che  per  tràs> 
formare  un’equazione  in  un’  altra  , le  cui  radici  sieno  a 


)|i^lle' della,  prima  in  tragico,  datar  delusi  sostituire  alT 

' < n 

incognita  X- dell*  equazione  ^ 

li  Signor  Canonico  suppone  essere  n : m la  ragione  da> 
la  delie  radici  ideila  trasformata  a' qttella  della  trasformanda  . 
Posta  adunque,  che  x,  x',  x”,  &c.  sieno  le  radici  della  prò* 
posta  equazione  > ed  / 1 1 8tc.  le  corrispondenti  della 

r ^ t -’«/  «y 

trasformata  r sarà,  per  la  sostituzione»  x= 1 a*=  1 ar” 

. ’ V • • ‘ \ ,.'r^ 

my"‘ 

e perciò  rr  X “ fli  y,  n x'z:zmy*  i inf"  91: 

'8pc.  , • Quintili  y ; X/;  n r-w  , y a*  ; ; » ì ft  i y"i.  ar".;  : « *• 
-«»,  &c.  >• 

NOT. 
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N O T.  XX. 

Nei  num.  7.  del  Cap.  7.  ^ag.  189.'  'dice  P Autor  del  Com- 
pendio , che  per  trasformare  un’  equazione  in  altra  , le 
di  cui  ladici  sieno  a quelle  -delia  prima  in  ragion  reciproca  • 


debbasi  sostituire  all’  incognita  x dell’  equazione  . 

j>  - . . • - 

Che  sia  così , si  dimostra  col  metodo  della  Nota  prece- 
dente. Suppongansi  essere  x'\S>^c.  le  radici  della  data 

equazione  , ed  y,  / , &c.  le  corrispondenti  della  trasfor- 


mata : essendo,  per  la  sostituzione 


I 


• t 


4, 1 &c.  ; si  avrà  x:  x'  ; ; — 

y y 


. ^ ••  X * X*  * * • — 

. — • ' y ■ y , 


/':y.  y;  ftcp. 


E’  chiaro  ottenersi  l'intento , anche  se  sì  sostituisca  all’* 
una  quantità  <jualunque  divisa  per  il  che  potrà  giovare 
per  non  introdurre  nell’  equazione  trasformata  delle  frazioni  « 
come  vedesi  avvertito  in  seguito  dei  detto  num.  7. 


N 


XXI. 


V * . . s * . . 

Nei  niirn.  8.  del  Cap.  8.  veri.  7. , e seguenti  della  pag. 

7’  + • 7’  — tf  * ' 

*94-  si  dice  , che  — - ■ s u*, e — ■ ■ • =:  u'  sicao  due 
r r 

equazioni  all’  istessa  ìperbola,  prese  nella  prima  aseissenel 

■'  - • r--  • rt*.\ 

pnmo  diametro  ^ c nel  secondo  nell’  altra  : e che  ' — - =: 

* • * ^ ; I f » ' « . 

H ■ z ■ «% 
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„»,e  — =u*  sieno  due  equazioni  all’ellisse,  ma  inu- 


— r 


tile  la  seconda , perchè  immaginaria . 11  tutto  si  ripeterà  dal 
Cap*  a. , e 3 . , nel  modo  seguente  ► 

?’+<**  , 

Imperocché  essendo 


u*t  sarà 

—a* 


e ? 


^ —a*  . t'  f a > 

= = r.  ( u*  — )— 7 • (“  ^ ), 

che  è un’  equazione  della  stessa  forma  « che  quella  ^ del  mira- 
1.  del  Cap.  3f  » esprimente  1’  iperbola  ^ colle  ascisse  pre- 
se nel  primo  diametro  , la  quale  si  disse  essere  y y 

— 15  . XX— bb  . Quindi  poiché  in  questa  b b esprime  il 
’~bb 


quadrato  del  semidiametro  primo  > ® ^ ^ ^ ^ ^ quello  dd 

secondo  ; sarà  i il  quadrato  del  semidiametro  primo  , td’ 

il  . £ — a*  quello  del  semidiametro  secondo  dell’  iperbo- 
t r 

?’+<**—  » 
la  espressa,  dall’  equazione  ^ ^ * 

t*— , 

Collo  stesso  metodo  si  ridurrà  1*  equazione  — « 


a r 


*—  il , ^ u'  + — y i che  é siroilissi 


similissima  alla  seguente 


. xx-^cct  equazionc , che  nel  num*  $• 

. . cc  . 

to  Cap.  3.  si  disse  esprimere  1’  istessa  iperbola  dell’  equa- 


zione 


DIgjjteo  ' 
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zione  del  tium.  i.  , già  detta  , ma  colle  ascisse  prese  nel 
secondo  diametro.  Nè  altrimenti  si  ridurrà  la  tersa  equazio- 

j’— tf* 

ne  * cioè  = a’  alla  forma  di  quella-  del  num.  i. 

del  Cap.  2> , che  esprime  1**  ellisse . 

In  oltre  essendo  in  tutte  le  curve,  da  dette  equazioni  es- 


quello  del  secondo  eguale  ad  a>*  ; si  avrà  anche  il  quadrato 
deli’  intero  diametro  primo  « a quello  dell’  intero  secondo  . co- 

me  — ; a*  ;;  ; a*  r,  o-sia  J'  i : r ; per  lo- che  , cssendo- 

r=rt  ( r iperbola  sarà  equilatera  (num.  9.  Gap.  j;)  , e 1'  el- 
lisse passerà  in  circolo  ( num.  7;  Cap.  2.) , se  l’ angolo  delle 
coordinate  sarà  retto,  come  appunto  trovasi  avvertito  in  se- 
guito dei  detto  num.  8. 


N O T.  XXII.  • . 

■*--  - ■ ■ ■ 


N O T..  XXIIL 

IL  Stg.'Can.  Saladini  rimette  al  calcolo  sublime  la  dimostra- 
zione della  proprietà  della  parabola  , di  cui  si  serve  nel' 
nom.  i/dei  Gap.  ^ pag.  198.  , la.  quale  è , che  ogni  para- 
bola nel  vertice  r viene  osculata- o sia  combacrata  dai  cer- 
chio dei  raggio  eguale  alla  metà  dei  di  lei  parametro-,  sen- 
za essere  in -alcun  altro  punto  segata  : e lo  fa  , perchè  ivr 
tratta  di  proposito  degli  osculi..  Or  poiché  indipendentemen- 
te dal.  detto-  calcolo  può  addursene  la  dimostrazione , pre- 
messi alcuni  principi;-  non  - sarà  fuor  di  proposito  farlo -io 
questa-Nota . . 

Ptùiu  di  «shà-akia  conviene  premettere 

qu«u- 
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quantità  dictsi  avere  ad  altra  una  ragione  minore  di  qualun- 
que ^axa  , allora  quando  è infinitamente  piccola  riguardo  alla 
qiuntiià , alla  quale  si  riferisce  . Non  è questo  il  luogo  da 
poter  dare  una  giusta  , e perfetta  idea  .di  queste  quantità  in- 
finitamente piccole  , che  infinitesime  si  appellano  : basta  qui 
solamente  sapere  • che  le  medesime  non  sono  quantità  deter- 
minate 1 ma  son  quantità  , che  per  metodo  s' introducono,  e si 
suppongono  diminuirsi  successivamente  senza  limite  alcuno  , 
per  la  quale  condizione  in  realtà  altro  non  sono  , che  quan- 
tità minori  di  qualunque  data:  e che  ogni  quantità,  che  ri- 
ferita ad  altra  , è minore  di  qualunque  data  , o sia  infinite- 
sima ; nel  calcolo  in  paragone  della  medesima  svanisce  « c 
dee  riguardarsi  qual  zero  . 

2-  Queste  quantità  infinitesime  si  distinguono  in  diver- 
si ordini . Imperocché  se  una  quantità  sia  terza  proporzio- 
nale in  ordine  a due  altre  , delle  quali  la  seconda  sia  in- 
finitesima rapporto  alla  prima  ; si  comprende  ibene  , che 
essa  terza  sarà  infinitesima  d’  infinitesima  riguardo  alla  pri- 
ma : e che  perciò  , sebbene  ambedue  uli  quantità  infini- 
tesime svaniscano  ugualmente  relativamente  alla  prima  , ciò 
non  ostante  paragonate  fra  loro  , essendo  nella  stessa  ra- 
gione delle  prime  due  , devono  essere  di  una  classe  , o 
sia  ordine  diverso  . «Questo  fa  , che  rapporto  alla  pri- 
ma la  media  si  chiami  infinitesima  del  i.°  ordine:  e la  ter- 
za , cioè  r infinitesima  d*  infinitesima  , infinitesima  dei  2.**. 
Le  infinitesime  d'infinitesime  d'infinitesime  diconsi  del  3.°  or- 
dine , e così  successivamente  . Se  adunque  abbiasi  a : b II 
b:c  , t.b  sia  infinitesima  del  i.**  ordine  relativamente  ad  a-, 
c sarà  del  2."  : per  cui  , essendo  ai.eWa*  : b* % anche 
sarà  del  2."  ordine  rapporto  ad  a*. 

' 3.  Data  una  competente  idea  delle  quantità  infinitesime, 

*'e  de’ loro  diversi  ordini, passo  ora  all’osculo.  Si  dice  oscular- 
si due  archi  minimi  AF  ■,  A Q di  due  curve  , ( Fig.  4-  ) 
qualora  la  differenza  F Q delle  due  ordinate  F P , Q P • cor- 
rispondenti alle  stessa  ascissa  AP,  c quella  di  tutte  le  altre 
intermedie  tra  P , ed  A abbia  ad  esse  ordinate  rispettive  una 
ragione  tninor  di  qualunque  data- 

4-  Ciò  premesso  , vengo  a dimostrare  , che  la  parabola 
JB AF , delmeàt«-eoI  pafaractxo  eguale  aie  > verrà  osculata 

nel 
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nel  vertice  A dal  cerchio  BAD,  descritto  col  raggio  C A =z 
a . Dal  punto  F estremo  dell’  archetto  minimo  A F s' intenda 
calata  l’ordinata  FQP,  che  intersechi  la  circonfèrenia  del 
cerchio  in  fidando  di  questo  la  corrispondente  ordinata  QP. 

1 - X 

Per  la  proprietà  del  cerchio  i sarà  zC  A.  A P — A P n:  Q F r 
otii  za.  APziQP  ^ ® P«r  I*  proprietà  della  pa- 


rabola sarà  za.  AP—  F P’  ’ Dunque  F P = Q P A P : 
ed  estratta  da  ambi  i membri  la  radice  quadrata  , si  avrà 


AP 


A P 


A P 


F P z:  Q F + 7n  "p — — > + — ’ ( num. 

^iQP  ZQP  ^ if,Qp 

3*.  Cap.  3.  Lib.  I-  ) • 

Or  supponendo  1’  arco  doppio  di  A Q' , e quindi  A Q 
essere  una  parte  infinitesima  della  circonferenza;  anche  zQ  Py 
come  corda  ad  esso  arco  corrispondente,  sarà  infinitesima  re- 
lativamente al  diametro  del  cerchio  , per  cui  ancor  la  metà 
sua  Q F‘  infinitesima  sarà  riguardo  a B P , che  del  semi- 
diametro  B C è maggiore  : ed  essendo  di  più,  per  la  natura 
del  cerchio  ».  AP  iena  proporzionale  dopo  B P , e ^ P , 
siccome  Q P è infinitesima  riguardo  a FF  nella  supposizio- 
ne dell'  arco  A Q infinitesimo»  cosi  anche  A P sarà  infinite- 
sima relativamente  a Q P,  t per  ci6  riguardo  z-  z Q P . Da 
ciò  ne  segue  , che  nella  détta  supposizione  dell*  arco  A Q in- 
finitesimo , dascun  dei  termini  della  serie , che  costituisce  il 
secondo  membro  deli*  ceduazione  dalla  natura  delle  due  cur- 
ve dedotta;  dal  terzo  in  avanti*,  sia.  infinitesimo  del  2.®  or- 
dine relativamente  ài  suo  precedente,  e che  perciò  svaniscano 
rutti  in  confronta  de*prcccdcnti . Imperocché  il  terzo  termine 

— 4 » 

AP  AP 

• akto  non  i , che  il  prodotta  del  secondo 

i QP  ' * ^ ^ 


nella  fraziorie 


AP 


4QF 


; dunque  I chiamato  a 7*^  il  secondo 


ter- 
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termine  » e 3 T il  terzo  , sarà  3 T = a T . ■“ZZT"  » o sia 

4QP 

3T.  4QP  —3.T.AP  »e  quindi  si  avrà  4 Q P ' AP  H 
a r : 3 r , cioè  4 Q P t -4  P come  il  secondo  termine  al 

I 

terzo  : -ma  essendo  A P infinitesima  riguardo  a t Q P t A P 

- * 

è infinitesima  del  2.“  ordine  relativamente  a 4 Q P , per  ciò, 
che  abbiamo  premesso  nel  num.  a.  ; dunque  il  terzo  termine 
sarà  ancora  infinitesimo  del  2°  ordine^  rapporto  al  secon- 
do . Dello  stesso  modo  si  dimostra  infinitesimo  del  a»“  ordi- 
ne ciascun  altro  seguente  rapporto  al  suo  precedente  ; che 
però  del  secondo  membro  svaniranno  in  confronto  de’  due 
primi  tutti  i termini  rimanenti  , e di  questi  due  soli  dovrà 
tenersi  conto  nella  supposizione  che  sia  A Q infinitesimo. 

AP' 

Quindi  ' si  avrà  FP=zQP~\ — - ; c perciò  FP— Q P 

a V P 

b:  -UL,  cioè  F<?=  t iQP>  FQ=zAP  . Sic- 

2<^  P 2^  P 

chè  FQ-.  A Py.AP:  a ^ P.  Ma  abbiamo  dimostrato  essere 
jiP  infinitesima  relativamente  a^^P,  eda  QP.  Dunque  an- 
che F Q infinitesima  riguardo  zà  AP  •,  e quindi  riguardo  a 
Q P ed  F P sarà  infinitesima  del  a.®  ordine  ^ ( num.  a.  ) » 
La  differenza  adunque  delle  ordinate  del  cerchio,  e della  pa- 
rabola , appartenenti  ai  punti  Q , ed  F , ha  alle  ordinate  stes- 
se una  ragione  minore  di  qualunque  data  ( num.  1.  ) - Po- 
tendosi intanto  questa  dimostrazione  adattare  a tutte  le  altre 
ordinate  appartenenti  a tutti  i punti  intermedii  dell’  infinitesi- 
mo parabolico  archetto  ^4  F , e del  circolare  A Q corrispon- 
dente ; ^ F , ed  ^ Q si  osculeranno  ( num-  3<  ) • Quindi  la 
parabola  F A F verrà  osculata  dal  cerchio  B DA  nel  suo  ver- 
tice A ; il  che  qui  significa  » che  U parabola  » o'I  cerchio 
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descritto  col  raggio  eguale  alta  metà  del  parametro  di  quel-' 
la,  nel  vertice  per  un  minimo  archetto  si  comhaceranno . 


N O T.  XXIV. 

fìEr  meglio  comprendere  quanto  ai  avverte  nel  num. 

^ del  Cap.  9.  pag.  199.  per  liberare  da  ogni  paralogismo  , 
e render  sicura  T applicazione  del  metodo  dell’  intersecazione 
delle  curve  , si  rifletta  , che  nella  supposizione  , che  una  e 
comune  sia  la  linea  delle  ascisse,  alla  quale  sieno  riferite  due 
curve,  espresse  da  due  diverse  equazioni,  ed  uno  stesso  pun- 
to sia  il  di  loro  principio , come  uno  ancora  sia  1'  angolo 
delle  coordinate  ; se  ad  una  stessa  comune  ascissa  corrispon- 
dano due  ordinate  eguali  , ed  ambedue  positive  , o ambedue 
negative  , ed  una  appartenente  ad  una  curva , e l’altra  all’al- 
tra : siccome  ambedue  tali  ordinate  terminano  dalla  parte  del- 
r ascissa  in.  un  punto  comune  , q«ale  è 1’  estremo  dell'ascis- 
sa ; così  necessariamente  dalla  parte  delle  curve  dovranno 
terminare  in  altro  punto  comune  . dovendosi  per  la  loro  ugua- 
glianzà  perfettamente  combaciare  : ma  da  questa  parte  termi- 
nano nelle  curve  ; dunque  sarà  questo  punto  ancora  alle  cur- 
ve comune  , e dovrà  perciò  in  questo  punto  aversi  necessa- 
riamente r intersecazione  . Questo  , come  è chiaro  , ha  luo- 
go solamente  qualora  ambedue  1’  ordinate  uguali  sieno  reali, 
e non  immaginarie  ; poiché  in  questo  caso  non  avendosi  or- 
dinate , neppure  si  avranno  i loro  estremi,  e per  consegiien* 
za  ne  anche  si  avrannq  i due  punti  delle  curve  , che  do- 
vrebbero ridursi  in  uno  ; onde  come  immaginarie  sono  le  or- 
dinate , immaginaria  sarà  ancora  la  loro  intersecazione . ~ 


N O T.  XXV. 


^’^Uamo  dicesi 
chiaro,  se  si 
tutori  può  essere 


nel  num.  6.  del  Cap.  9.  pag.  sor.  si  farà 
rifletterà  , che  un  prodotto  di  due , o più 
uguale  a zero  coll'  essere  un  solo  fattore 
I uguale 
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Note 


uguale  a zero  : e che  perciò  la  quantità  A M-^RSy,  o sia 
il  prodotto  di  jr  in  A<può  essere  uguale  a zero,  se  sia 

R solamente  uguale  a zero;  onde  separandola  da  questo  fat- 
tore uguale  a zero  colla  divisione  « resterà  ignoto  il  valore 
del  quoto  M -f-  Ny  , e quindi  quello  dell’ - Anti  in  tal 
caso  potrà  avvenire  , che  ad  un  valore  reale  della  x corri- 
sponda l’y  immaginaria  , e per  conseguenza  non  si  abbia  1’ 
intersecazione  corrispondente  ; poiché  in  questa  ipotesi  del 
fattore  R = o,  deteiminando  per  meuo  del  medesimo  il  va- 
lore della  X , che  suppongo  essere  reale  : e sostituendo  que- 
sto valore  in  una  delle  prime  due  equazioni  : per  determina- 
re 1'/,  bisognerà  sciogliere  un'equazione  del  secondo  grado, 
e per  conseguenza  coll’  estrazione  della  radice  seconda  po- 
tranno aversi  valori  della  y immaginai) . 


T 


N:  O'  T.  XXVt 


SE  non  vogliasi  entrare  nella  ragione  , per  cui  nel  mim.  a, 
del  Cap.  IO.  pag.  204.  si  dice  doversi  prendere  i radi- 
cali, secondi  de’valori  di  m-,  e di  n coi  segni  contrarii,  si  ri- 
fletta, che  a tal  diversità,  ne’ segni  de' secondi  radicali  de’va- 
lori di  m,  e di  n ci  mena,  l’operazione  stessa, colla  quale  que- 
sti valori  si  determinano  . Imperocché,  ridotta  1'  equaziunt 

b — a’  ad  m'zz:  J>  + ( Lib.  i.  Cap. 

» 7 


5.  nnm.  14.  ) , ed  estratra  la  radice  terza  da  ambi  i mem- 
bri, sf  avrà  m “ I ^ ^ b — a ^ . Avendo  intanto  il 

a I “ 

' 4 


zecontfo  radicale  il  segno  do  ppio  , ? in  nostro  aibitrio  dare  ad 
esso  il  segno  positivo,  o il  negativo,  dovendogliene  uno  dare, 
per  avere  il  valore  di  m deter  roinato.  Sé  k dia  adunque  il  po- 

sitt- 
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sitivo  I e sarà  m r=: 


il  b-  a ‘ . Questo  valore  si 

4 

sostituisca  indi  in  vece  di  m nell’ «equazione  /n  ’ -f*  ri'zzib. 


t si  avrà  b — ■ a'  zz:i  b , tà  — b — JJ 

T 1 T % 


b — Y'b  b ^a*  : 6 quindi  n 

^ ^ 7 


Se  al  secondo  radicale  del  valore  di  m si  fosse  dato  il 
segno  negativo  , si  sarebbe  avuto  il  valore  di  n col  radica- 
le secondo  positivo  . Sicché  i radicali  secondi  de’  vai  ori  di 
m , ti  n devono  prendersi  assolutamente  coi  se^ni  con  trariù 


N O T.  XXVII.  XXVIII.  XXIX.  , 


N O T.  XXX. 

Nei  num.  3.  del  Cap.  12.  pag.  225.  vers.  3*  e 4.  si  legge: 
saranno  le  EP  = x,PM~y  (Fig.  42.  Tav.  s*  )• 
Imperocché  il  cerchio  £A  E , descritto  col  raggio  CE 

rr  ^ aa-^b  b , é tale,  per  l’ equazione  , che  le  ascisse  prese 
4 

dal  centro  sul  diametro  A B sono  uguali  ad  ar  ^ , e le 

I t cor- 
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corrispondeotì  ordinate  sono  uguali  zà  y a . Che  però 

CJV  = x— NM=y-~a  . Q.iindi  ;rz=  CJV-f  £ , «d 
2 2 2 
y ~ N M -f-  1 0 sia  jrzr:  C N C D ~ D N zìi  £ P , ed 

2 

yz=\M  DE  = NM  + NP  = PM. 


N O T.  XXXI. 

Nei  num.  5.  del  Cap.  12-  pag.  226.  il  Sig.  Canonico  Sa- 
ladini , per  dimostrare  che  il  punto  2 P (Fig.4j.  Tav.5.) 
dà  la  trisezione  in  parti  uguali  dell’  intera  circonferenza  più 
l'arco  dato,  dal  vers.  7.  al  9.  del  detto  num.  dice:  condotte 
M 2 P , 2 P 2 Q parallela  ai  M N , e 2 Q N ; saranno  que- 
ste eguali  , in  vigore  della  costruiione  . 

Ciò  è vero  ^ poiché  la  stessa  costruzione , fatta  per  U 
soluzione  del  problema  proposto  , ha  luogo  ancora  nel  caso, 
che  si  voglia  trisecare  in  parti  uguali  tutta  la  circonferenza 
più  l’arco  MN . Che  sia  cosi  ; suppongasi  già  fatto  , ed  es* 
sere  l’arco  MN  zP  una  delle  dette  terze  parti;  iP  2 Q un 
altra  , per  cui  , dovendo  essere  tali  archi  tutti  e tré  insie- 
me uguali  all’  intera  circonferenza  più  l’arco  MN  , dovrà 
essere  2 Q M N 1’  arco  rimanente  . Quindi  essendo  1’  arco 
aQMNzuMNiP  , togliendo  da  ambidue  la  comune  par- 
te Af  , resterà  l’  arco  iQ  M •=.  N zP  •.  che  però,  condot- 
te le  corde  M 2 P , 2 Q 2 P , 2 Q S > sarà  1’  angolo  M2P2Q 
2 P Af  , e perciò  la  2 P 2 Q parallela  ad  Af  N . Adun- 
que anche  in  questo  caso  il  secondo  punto  di  divisione  2Q 
verrà  determinato  dalla  retta  2 P 2 Q condotta  dal  primo  xP 
parallela  ad  Af  A'  : e per  mezzo  de)  primo  , e di  esso  cosi 
determinato,  verranno  ad  aversi  le  rre  corde  A/ 2 P , 2P2Q , 
2 ^ A’ , che,  come  corrispondenti  agli  archi  uguali  , dovran- 
no er-sete  uguali  . 

Essendo  intanto  così  , se  si  supporranno  abbassate  dai 
punti  2 P , 2 ^ le  normali  sn  la  M N , come  nel  num.  pre- 

cc- 


Ogi' 
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cedente  ; queste  dovranno  cadere  sitila  medesima  Af  N ,ad  u- 
guali  distanze  dal  di  lei  punto  medio  D 1 per  cui  colle  stessè 
denominazioni  delle  rette  analoghe  a quelle  del  problema 
proposto,  verrà  ad  aversi  la  stessa  equazione  del  citato  num. . 
dalla  costruzione  della  quale  verrà  determinato  il  punto  2 P 
richiesto.  ... 


N O T.  XXXII. 

II  mun.  9.  del  Cap.  12.  ptg.  228.  ha  bisogno  di  essere  ia 
pili  passi  spiegato,  e rischiarato . 

In  primo  luogo  ne' versi  5. , c 6.  del  detto  num.  , do» 
po  avere  l’Autore  dalla  supposta  equazione  x’  --ax~ 
ottenuta  1’  altra  x^--  x'  «’x'  ~ a’y',  dice  : i tolto 
da.  una  parte  2 a’x  ’ , e dall'  altra  2 a ’ y -f-  2 a’  r , che  per 
V equazione  supposta  sono  uguali  ; nascerà  S*c. 

Che  tali  quantità  sieno  uguali  , è verissimo  . poiché 
dalla  detta  suppotta  equazione  si  ha  x’  a y a x,  e moV- 
tipdicando  della  medesima  ainbidue  i membri  per  a , si' 
avrà  za*  x^  z a' y -f-  an’x. 

In  seguito  dice,  che  la  parabola,  (Kig.45.  Tav.  5.)  de- 
scrìtta col  parametro  eguale  ad  a . col  vertice  G , estremo 
della  PG  ^ > c perpendicolare  alla  AB  = a nel  punto 

4 . > . 

medio  F,  dovrà  passare  per  r punti  A ^ t B : t che  le  rette 
A L , LI  saranno  le  coordinate  x , y deU’  equazione  x x — 
a X za  ay  . 

Che  la  descritta  parabola  debba  passare  per  i punti  A,tB, 
sì  farà  chiaro  , se  si  ridetterà  , che  essendo  £ F la  quarta 
parte  del  parametro  ss  a dell'  asse  C F , e C il  vertice  ; il 
rettangolo  dell'  ascissa  G F e=t  ^ nel  parametro  ss  a sarà 

4 

Or  dovendo  essere  questo  rettangolo  uguale  al  qua- 
4* 

drato  deir  ordinata  corrispondente,  si  positiva  . che  negativa, 
per  la  proprietà  della  parabola  ; dovrà  necessariamente  esse- 
re questo  quadrato  egujile  anche  ad  ^ , e quindi  le  dette  due 

^ ordi- 
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ordinate  eguali,  appartenenti  al  punto  F,  dovranno  estere 

1 

che  però  FA,ei  F.B  saranno  appunto  queste  ordinate,  onde 
per  conseguenta  dovrà  la  paràbola  AG  B passare  per  i pumi 
A , e B.  Ciò  potea  anche  rilavarsi  ridettene , che  essendo  F 
il  fuoco  , e dovendo,.per  la  natura  della  parabola  , l'ordinate 
all'asse,  condotte  dal  fuoco  alla  parabola,  essere  uguali  alla 
inetà  del' parametro  , dovranno  .essere , ed  FÉ  ss  « , 

’ 1 

e quindi  I punti  A \,  t B nella  parabola. 
r Per  convincersi  poi,  che  AL  ■,  <LI  sieno  le  coordinate 
X , jf  dell’  equjiione  xx  — a x xs  ay  ^ bisogna  trasformare 
questa  equazione  alla  più  semplice  .forma  . Per  ciò  eseguire 
aggiungasi  ^ sì  al  primo  , .che  al  secondo  .membro  della 
, 4 

.detta  equazione,  per  aversi. a:*  — aar  -f*  , e 

4*  4* 

sla  Y ^ ’ =5  a.  : e posta  * — J i ed 

4 z 

y -j-  a =;  u;  si  avrà,  colla  sostituzione,  ss  au  , equi- 

T 

Itone  , che  esprime  la  parabola  -del  parametro  s « e colle 
ascisse  7 prese  nella  tangente  nel  vertice  dell’asse.  La  parabola 
adunque  AGB  (Fig.  $•)  ,'già  descritta  , sarà  quella  espressa 
dall’equazione  j^zsau,  nella. quale  le  C AT , prese  nella  tan- 
gente AI  N nel  vertice  G , sono  le  ascisse  { , e le  N Ile  ordinate 
« . Or  poiché  X =s  ? “f"  ; presa  verso  G Af  la  parte  C R = 

F A xs  « , saià  ciascuna  RN  zs  xi  c perchè  yss  « — ^ * 

T *4 

derrata  la  normale  RA  ss  LiF ss  .*  sulla  AfA^  , che  termi- 

T 

nerà  nella  parabola  nel  punto  A estremo  della  AB  \ h chia- 
ro , che  dovrà  essere  A il  principio  delle  ascisse  x,  AB  la 
linea  delle  medesime,  e saranno  AL,  LI  le  coordinate  x , / 
dell'  equazione  suddetta  x*  — ax  ss  ay . 

Oke  inolue  , che  innalzando  alla  AB  U normale  A H 

ss  A 
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Il 

zz  A Bx=.  a . a la  parallela  HK  = a,  il  punto  K cader!  fuo* 
ri  della  detcriua  parabola  • 

Per  assicurarsi  di  ciò  , suppongasi  essere  P il  punto  , 
in  cui  viene  intersecata  la  parabuU  A G Jf-dìlla  li  K,  prodoi.> 
ta  se  bisogni:  e neirequazione  di- sopra  = <iu  , costruita 

colia  parabola  stessa  A GB',  suppongasi  A il  = 


. 5 ^ . » . 5 ’ -f  < V S ... 

+ j = — ; e SI  arra  j = , e f =:  — ; sicché 

■ 4^  ' 4 . a. 

€ M,  o sia  5F  = ^ • : ma  5 A z=  S il-j-  II  K = F A -f 

H A =r  — -f«<r:zr  — • Dunque  essendo  >■  ^ , sa- 


rà  ancora  5 A ^ S P\  e quindi  il  punto  A' caderà  fuori  del- 
la parabola  AGB\. 

Dippiù  dice  , che  descrivendo  col  vertice  K , coll’  asse 
Ali,  e cei  parametro  stesso- d la  stessa  patabola  KA  ; que- 
sta passerà  per  k>  punto  ^ , e le  rette  AL  j L 1 saranno  le 
coordinate  x,  y dell'  equazione  — x a y — a x=i  o . 

Che  deua  parabola  passi  per  Io  punto  A , è evidente  % 
poiché  avendo  essa  il  parametro  = a =z  K H\  all’ascissa  A H 
dovrà  necessariamente  corrispondere  ^'ordinata  HA  , che  è 
anche  = a,  per  la  natura  della  parabola- ; e dovrà  quindi  la- 
parabola  medesima  passare  per  A'. 

Si  conoscerà  poi  . che  le  rette  A L , L 7'sieno  le  coor- 
dinate x,y  anche  dell’  equazione  y^' — zay — a x zzo,  se  si 
trasformerà, come  sopnti  quest'equazione  alla  forma  più  sem- 


plice . che  è y-a  — a . jr-j-a  , o sia  «*=rd  ponendo  u 
in  vece  di  y—a  « e ^ in  vece  di  d:  e facendo  indi  pas< 
saggio  alla  Fig.  , se  si  adatterà  opportunamente  alla  medesi- 
ma, quanto  precedentemente  si  è detto  relativamente  aU'equa- 
aiu/ie  XX  •— d d/.  _ ■ 

Finalmente  dice  F Autore  , chp  delle  tre  radici  determi- 
nate dai  punti  delle  intersecazioni,  cioè  AL^  AxL,Aj  L, 


/ 
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la  prima  è positiva  . e maggiore  di  a : la  seconda  oegaiiva  « 
ed  alquanto  minor  di  a.  t la  terza  positiva, « minore  di  m 

e che  tutte  e ue  sono  tnaggiori  di  . 

% 

I 

La  prima  parte  non  ammette  dubbio  alcuno , poiché  ti 
rileva  dalla  costrutione  stessa  . e daHa  descriiiooe  -della  Fig. , 
d'onde  resta  chiara  anche  la  seconda  « per  ciò  che  riguarda 
la  prima  radice  A L . Cade  solamente  il  dubbio  su  di  A%L, 

et  ^ 

ei  A i L,  se  sieno  cioè  > ~ . Che  A%L  sii  , si  di- 

a a 


a 

mostra  nel  modo  seguente.  Pongasi  essere  A ~ ; sarà 

F 2 L , e quindi  ■<!  a anche  1*  ordinata  2I  Q , abbassa- 
ta dal  punto  dell’  intevsezione  a I nella  parabola  A G B sul- 

• 

r asse  G Q , e perciò  s I Q .«d  e a : ma  , per  4’  indole  della 

parabola  , 2 1 Q zz  a • G Q\  dunque  4 . G Q^aa  , o sia 
G Q 4^  (2  , il  che  ripugna , essendo  deUa  6 Q la  sola  parte 

S F =:  a.  Supponendo  poi  A ìL:^-^  , ne  risulterebbe  G Q 

a 

zia.  Resta  dunque  , che  sia  .<4  a L ^ ~ . Similmente  sia 

' a 

A ^ L ^ , o sia  A L ^ AF,  per  cui  il  punto  dell*  in- 

a 

tersezione  3 / sia  tra  i4 , e 6 . In  questa  supposizione , nella 
parabola  2 I K ^ I all’  ascissa  K S dovrà  corrispondere  un'  or- 

t . 

dinata  maggiore  di  5 C ; e quindi  a . K 5:^  SG  , cioè  a.  a -|-j» 


osiaa’-f-—  +^,il  che 

2 • a IO 

ripu- 
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ripogna  . In  fine  •euppenendo  À s:  AF  f V interse- 


zione 3 I seguirebbe  iftl  punto  C/c-ne  risultcrebbé  -f*  ^ 

fZ  * n <* 

se  a’  + — “h  • Adunque  anche  A ^ L ^ ^ ^ 


;K  O.  T. 


XXXIII. 


T^Eb  num.  nltmo  del' Gap.  fz., ed  uItÌBK>  costruisce  l’Auto- 
re  l'equazióne,  che  scioglie  l' ultimo  problema  del  Gap. 
medesimo,  e viene  dal  vers.  j.  al  io.,  della  pag.  zji.  a de- 
terminare ( Fig.'  48.  Tav.  5.  ) le  BE  \'B  z E , che  dice  es- 
ser le  linee  ricercate . 

Per  convincersene , si  prenda  1’  equazione  al  cerchio , !■ 

« • . ^ » 

detto  num.  ottenuta  , cioè  ( JT— A )’  -Jr  C r+  af)*  s; 

' ' 1 ■ i- 

i — « + 4 > e si  metta  jt— =:^,  zissu'  d’Ótt^' 

* • * c I ' l i • t i 


de,  fatta  la  sostituzione  , si  avrà  «*  = 

4 

Dal  punto  ‘L  (Fig.  6.)  , che  ’è  il  centro  del  cerchio  M tH  de*» 
scritto,  s’intenda  condotto  il  raggio  LE  parallelo  ad  ^ G,  tit 
dtl  quale  da  qualunque  punto  M preso  nella  circonferenza  del'^ 
..ledesimo  intendasi  abbassatala  perpendicolare,  o sia  fordi-J 
r.ata  P.  Or  poiché  uh  tal  ce'rchioè  stato  descritto  col  raggio'^ 


I + 4 ^ ^ * è evidente"  esScre  'medesimo  il  .luoga] 

A.  . - 
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fl^ir  fquiiuon<?  J * + « * 1?  4*  4 H I «4  ffstie  l«  P c 

4 

f k.if  Ps=i/:  { =r  f p•^ 

n 

ciò  ar  =:  { 4“  -J  f c — a^bì  4unq<t«* ••  *»*| descriiio  cer« 

chio  alle  IP  = j si  aggiugnerà  KI=r—  i si  avranno  le 

JT  P = X ; e se  dalle  ^ P si  tQgltcri  QP:=:AK  = iB,tì 
otterranno’  le  ^ = r . Che  però  prendendo  le  ascisse  KP 
nella  4 G parallela  a SR,  col  loro  principio  in  4«siavran« 
no  nel  circolo  M i W le  4 ^ —V  % e le  t , che  »a- 

ranno  le  cQordipate  del7  equazione  suddetta  ^ ^ ^ * ~t* 

(J  r -f"  3 ^ )*  = f-  40  Ma  anche  queste  sono  le  x, 

4 

e le  f della  parabola  \M 4 a luogo  dell' equazione  rr  =ax. 
Dunque  i punti  M.  a Af  • delle  intersezioni  di  tali  due  curve, 
da/apno  t vtUqri  ideila  r richiesti  , i quali  perciò  saranno  le 
òrdthate  M Q-,*  ‘i  Jlf  2 <5^  * la”  prima  posili  va  , e uegatÌM 
1*  altra . 

, . Quindi  c.hct  ehhass}ndo  si^  di  4P  prodotta  r dai  punti 
le  normali  AfìV  , a AI  zN  , si  determineranno  le 
duq  tjsngcmtl  4^^  po.sitiy^  =q  0 , a 4 e ^ -negativa.  =a 
i We  p(  qqest.e  le  positiva  4 IV  ^ quella  ,,  che  determina 
il  punto  H esistente  fuori  della  data  parabola  % d’onde  deve 
tirarsi  per*  B ja  richiefta  JJ  B D ; giacché  avendosi  dai  num. 
12.  ili  termini  analitici  r : a ‘.li:  4 ff  * avrà  i»  line»  4 N-.' 
Afy.4B':4H:  e quindi  ìa  B H parallela  ad  I IV . La 
tangente  poi  negativa  4 2 N determina  1’  alita  putuaa-i^  esN 
stente  dentro  della - paraboja,  , per  lo  qtrak  liraiHk)  da  Bl 
la  retta  B"^2  H 2 É , éd  abbassando  dai  punti  a D,  2 £ l’‘ordi- 
zD  2 F , 2 E xG  , sa^à  ancora  aFaGxrn.esi  avrà  un' 

altra 
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altra  soluzione  dici  problema.  Per  comprendere  ciò,  ti  riflet* 
ta  , che  quando  l’  incontro  della  retta  tirata  da  B coll’  asse 
della  parabola  è dentro  della  parabola. steisa  « come  in  a H , 
si  avrà  «hcdra  r : à b : Ai  H t-  etsetMo  afiché  t la  tan- 

gente deir  angolo  BiHA,  che  fa  la  retta,  che  dee  tirarsi  da 
B alla  parabola  , fOl  idi  le)  atsè  , ed  à il  seno  tutto  . ' Che 
però , dovendosi  avere  A 2 N ~ t ; A 1=  a H A B=  b : A 2 H, 
Ì2  B 2 H sarà  parallela  ad  I2N.  Tirando  adunque  dai  pun- 
ti a iV  a)  j>untp  I le^reue  NJ  x xN  l , e le  parallele  a 
queste  £ , £ 2 £ dal  punto  B , siccome  daU’Autore  ù pi»; 
scrive  , saranno  quesm  le  ricercate. 


» '.-J. 


I . 1. 


. V . . .V  C , C.  I 


«c  iC  ‘ ! 


K X HOTE 
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N O T.  W: 


PEr  non  lasciar  cosa  in  questo  Compendio  non  dimostrata* 
e perchè  non  riesce  facile  ad  ognuno  di  aver  nelle  ma- 
ni le  Istituzioni  analitiche  dall’  Autore  citate , ho  stimato  di 
dovere  qui  addurre  la  dimostrazione  del  Sig.  Qairaut , accen- 
nata dal  Sig.  Canonico  medesimo  nel  num.  i6.  del  Gap.  i. 
pag.  Ì4I. 

Dimostra  adunque  il  Sig.  Clairaut , che  la  formoi»,  espo- 
sta nel  num. 13.  del  detto  Gap.  i.  , di  elevare  x-^a  alla  po- 
tenza positiva  m,  abbia  luogo  «ancorché  m sia  un  esponente 
fratto  : e che  abbia  pur  luogo  « ancorché  la  medesima  sia 
quantità  negativa  intera  « o fratta . 

X.  Sia  in  primo  luogo  m = r . In  questa  supposizione  il 

» 


r 

binomio  s!  convertirà  m or+a  ” « e dovrà,  per  la  ibrmohi  es- 
sere vera  l’ equazione  seguente  * che  chiamo  A. 

S JL  J[”> 

'A  x+a”  = ar**  S'  *r-<***” 

n.  » » 


”F* 


+ 8cc. 


Si 
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Si  Rividi  di  questa  l’uDO  , e t altro  membro  per  **  , e si 
avrà  r equazione  B.  ' 

S,  * r 

B ir+tf*,  osia  ^;^^"iOvvero^i +#^”=:x-f 


f . jr  — !..  + Jj^ -a  . tf 


m »' 


n H 


% . J 


fn  questa  si ‘sostituisca  { in  vece  di  j» , o stadi  a»  *,  e ti 


otterrà  l’ equazione  C 
r- 
. » 


c .?=  X +J11  + j:  • z-» • «’  + z • «"*• 

: ai  » » .fin  n . 


3'*  3. 


' + 8tc.  ■ * • 

Nel  secondo  membro  di  questa  , in  vece  di  tutti  i termini 
che  lo  compongono , eccettuatone  il  primo  eguale  ad  i , »o- 

stituiscdsi  s%  supponendo  cioè  ^ — 


n n 


...i  ( 


r 


c si  avrà  x+^  i4>s  » che  elevata  alla  psotenza  interajL 

darà  l’ equazione  X>.  

r « ■■ 

D i+j  =;  i+*  • 

Dimostrando  dunque  vera  l’ equazione  D « alla  quale  starno 
pervenuti  I resteranno  anche  vere  V etiuazioni  precedenti  , e 

qmn^ 
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quindi  vtra  A . Per  ciò  dimostrare  i mediante  U formola  ge- 
nerale del  num.  xj.  , si  elevino  effettivamente  alle  rispet- 
tive poterne  fi  ed  n i membri  deU’ equazione  Dt  e si  aviH 
r equazione  £ • 


£ I + y-  f— X • /»-- X . r— 3 . 

2 A • 3 

x-f*ni-f-n.  n — x.  a*  +•  n.  n—t.  n -2.  s*  4* 


Or  se  ne!  secondo  membro  di  ^questa  « invece  di  t , e delle 
seguenti  potenze  5*,  j’,£cc-t  si  sostituiranno  i corrisponden- 
ti valori  dati  per  { , che  si  avranno  dati*  equazione  suppo- 


sta a s j;;.?  + ^ • Jl^"* • l*  + ciò, se  nel-» 

» » » 

a 

lo  stesso  secondo  membro  si  faranno  le  successive  riduzioni 
de*  termini  contenenti  la  stessa  potenza  di  { ; si  perverrà  ff- 
nahnente  ad  una  equaùotse  di  membri  tentici  ; il  che  indi- 
ca esser  vera  l'equazione  i>  , e quindi* vere  le  precedenti 
fino  ad  ^ . 

Ho  tralasciato  di  fare  attualmente  le  sostituiieni , e ri- 
dutioui  accennate , perchè  esse  ricbiedeno  un  lungo  calcolo» 
e possono  eseguirsi  fitciUnente  da  chicchessia . 

2.  Passo  ora  collo  stesso  metodo  a dimostrar  vera  la  formo- 
la  nel  ascondo  caso,  qualora  l'esponente  del  binomio  sia  una 
quantità  negativa  intera, 0 fratta.  Sia  questa  quantità  espres- 
sa da  — r 1 dtmodocchè  il  binomio  sia  x-j-a  , per  cui  1'  e- 
quazioiie  da  dimostrarsi  vera  sarà  A 

~A  x-ta  =s  ra  a.  r>^x.  — 

a . 

f.  a’ 8cc.  ’ ' 1 ' 

A • 3 

Di- 
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Dividati  l’  una  r « V *UfO  «umbro  di  qiwu  pci  aT  , e « 
avrà  B 

B f-^a  = ^*4»  5,^ 

' jf' 


a'  jc“*  r.  r-\-i . f-j-a • 4*  0~^  4* 

9 • 3 


Pongasi  , 0 sìa  4 x"*=  { » c sostiiuUcasi  f nell’  eqviaiione 

X 

B I onde  abbiasi  C 

€ ^ . I = X 

ZHTr  a . 3 

. *+I 

T*  4*  8*c. 

Coll’  ajuto  della  forinola , ancorché  r sia  tm  fratto  , si  coa- 
verta in  serie  il  denominatore  del  primo  membro  di 

quest*  equaiion^  j e ne  risulterà  » 


X +r^ +r.r — 1 • + r.  r—i  . f— a • j*  + &c. 

T~  a . > 


— ihfrxct’  *4-**'+^*  t’  +8w. 

* , »»  »l  ! " ' " 

* * “ 3 

Or  questa  equazione  è tale  % che  moltiplicandola  per  Io  de- 
nominatore del  primo  membro  »-  ® ftcendo  s«ccessivanunte 
la  riduzione  de’ termini  contenenti  la  fi  r*»r*’  se- 

condo »*mbff«  medesimo  , tutti  i termini  di.  questo  , che 
contengono  la  f 1 per  lo  contrarietà  de  segni  si  distru]^e- 
ranno  , e restandovi  la  sola  unità  , si  cottvtMirà  «sa  cqua- 
aicne  m x=i  . Essendo  dunque  yera  l’  equazione  D , sarao- 
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no  ^lir«aì  vere  le  precedenti  ^ e vera,  A . Quindi  la  forinola 
rvri  luogo  anche  nel  caso  ^ che  l’esponente  m sia  negativo 
intero  , o fratto  . 

Non  voglio  tralaseiare  di.  avvertire  . che  la  formola  ha 
iuego  f .ancorchi  m*  sia  un  numero  irtationale  , quantunque 
ne  debba  passar  sotto  silenzio  la  dimostrazione  » la  quale 
non  può  farsi  senza  del  calcolo  integrale. 


N O T.  V.  VI.  • • . 


N O T.  VII.  ^ 

Pfr  convincersi  di  quanto  l'Autore  dice  nella  fine  del  nuro 


4.  del  Cap.  3.  pag.  258.1  cioè  « che  se  il  valore  di  y*  '* 
che  si  ricava  dalla  seconda  delle  equazioni  proposte,  si  so 


stituirà  nelle  potenze  dì  y maggiori  di^  « esistenti 

nelle  equazioni  terza  , e quarta  , avute  per  le  operazioni  i\i 
enunciate  , queste  due  equazioni  in  riguardo  ad  y risulte-' 
canno  del  grado  n — u— z t si  esegua  attualmente  su  d'  un 
esempio  l’accennata  sostituzione , nel  modo,  che  segue  . 

Siano  l’ equazioni  proposte 

l.  ay*-^by*+  cy*  -\^dy  ’^kzrzo 

U.  a’y*-\-b  y-\-c'  =0; 

di  modo  che  sia  n 4 , u = s : e suppongasi  su  di  esse 
aver  eseguite  le  operazioni  suddette  dal  metodo  prescritte  , 
e di  avere  dalle  medesime  ottenute  quest’ altre  due,  cioè 

m.  A y^+ By^ + C y+ D =0 

: ^IV.  A'y'+B'y^  + Cy  + iy=zo. 


In  queste  due  le  potenze  di  y maggiori  di  * > cioè 

mo^iori  di  /^~**“*  ==  / , sono  /* , ed  / * . Per  eseguire 

adun- 
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«dunque  in  esse  equazioni  la  dovuta  sostituzione;  prendasi  la 
seconda  equazione  , cioè  à'y*  -{•b'y  c'  o , t dalla  mede- 


sima si  ricavi  il  valore  di 


si  moltiplicbi 


indi  questo  per  y , e«i  avrà  / ’= 


..  . -- 

’i  o «la  ) sosutuen- 

a’ 


do  nel  secondo  membro  di  questa  — — invece  dì  j»*  * 

— • • 41 


y 


h’Vy-cfcy-^b'd. . 


Non  contenendo  adunque  sì 


fatti  valori  di  y ' e di  / ’ altra  potenza  > che  la  lineare  di 
y ; è chiaro  « che  fatte  le  opportune  sostituzioni  de*  valori 
medesimi  invece  di  e di  y~  nelle  dette  equazioni  iena,  e 
quarta,  queste  risulteranno  del  primo  grado,  che  nei  caso  pre- 
sente corrisponde  a quello  espresso  da  n — u— i^. 

Se  r equazioni  fossero  di  gradi  più  alti  « e comunque 
diversi  . egressi  da  n . ed  n — u ; dopo  aver  ottenute  collo 
stesso  metodo  le  due  equazioni  del  grado  o — < i » si  prende- 


rà deir  istesso  modo  il  valore  di  che  si  ha  dairequa* 


xione  del  grado  inferiore  A y”~~‘‘ &c.  1 col  quale,  moltipli- 
cando successivamente  per  y » e sostituendo  secondo  il  biso*; 


gno  il  valore  di  y**~"  % si  formeranno  tutté  le  potenze  di  / 

maggiori  di  a,j » co»  * valori  corrispon** 

denti  ; quali  ottenuti  , e sostituiti  alle  rispettive  potenze  del- 
l’ y nelle  equazioni  suddette  del  grado  n — i * si  avranno  fi- 
nalmente le  richieste  equazioni  del  grado  n — u — i > come 
dall’Autore  « si  dice. 
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' N O T.  Vili. 

Nel  Gap.  j.  nura.  8.‘pag.  a6i.  vers-a. c 5.  sMcgge  r ep,/a 
ritrovandosi  uguali  a-  ^ero . 

r-  Ciòtsi  h»  dalie  due  equaiioni  precedemr  ^ f « — |i»  — • 
3 f ^ — o > ‘ — f ^ azzzoi  ipiperciocchè,  sottraendo 

dalla  prima  la  seconda  equaaionei  si  avrà  a — a pbz::z» 

' *5  • — ■ . . : 

o sia  e . a—b  =0:  e dividendo  per  a — h ^ sarà  p “ 0-  So- 
stituendo poi  zero’in  vece  di  p in  una  deile  dette  equaaio» 
Iti  I tisulterà  anche ‘fi.  = 0 


• ■ " ‘ ’ N O T.  XI. 

QUahtò  dal  Sign.  Canonico  si  dice  dal  verso  li.  (ino  al 
. 14.  del  irum.  3.  del- Gap.  5.  pag.  276.  si  comprenderà 
ùciimenté  e s'enza  difficoltà  alcuna  da  chi  avrà  presente  le 
proprietà  de*  coefficienti  dell’equaaioni  , esposte  nel  imm.  4. 
del  Gap.  t.  làiperocchè  nella  supposizione , che  in  un’  equa- 
zione abbiansi  le  sole  potenzi  pari  dell’ incognita , l’equazio- 
ne medesima  dovrà  essere  di  grado  pari  ; e perciò  i termini 
fiancanti  nelTequazione  medesima  saranno  quelli  in  sede  pari, 
cioè  il  2.“,  4.%  6,®,  8cc.  Quindi,  per  lo  nwm.  4.  citato,  do- 
vrà essere  uguale  a zèro  la  somma  di  tutte  le  radici  dell’  e- 
quaziotie  sùddetla  coi  segni  eóntraij  , le  quali  nella  presente 
supposizione  saranno  di  numero  pari  : quella  di  tutti  i pro- 
dotti della  medesima  s tre  a tre  , anche  cui  segni  conirarj  : 
quella  di  mai  i prodotti  loro  a cinque  a citrqiie  , coi  segtri 
contrari  : e cosi  via  discorrendo  . Òr  questo  , come  ognun 
vede  « non  può  vettficatsi,  senzachè  tutte  le  radici  dell’equa- 

zione 
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«ione  «on  sieno  tftli  . cbe  una  ne  uguagli  V akrs  col  segno 
contrario  . In  fatti,  formando  un'  equazione  da  un  minierò 
pari  di  fattori.. della  seguente  forma  x — «,  . x-r-t  . 

, X— ■r.jT'f'  e,ec.,  si  avrà  un’  equazione)  pella  qualo 
mancheranno  tutti  i termim  contenenti  k pQtenz.e,  dij^n^i 
deir  incognita..  . . ; . > 


. . ..  N o T.  xa  . . . 

^ ^ ■ t ^ * ’ * • 

L'  Autóre  del  Compendio  suppone  in  seguito  dello  stesso 
num.  3.  del  Cap.  5.  pag.  176.  277.  che  abbiasi  un’ equa- 
riooe  , che  contenga  radici  ugn,ali , ma  coi  segni  contrarj  . 
espressa  da  nella  quale  sia  M la  somma  di 

tutt’  1 termini  contenenti  1’  x a potestà  pari  , più  il  termi- 
ne noto  ; ed  A’  X sia  la,  somma  di  quelli  , ne’  quali  è 1’  x 
a potenza’  dispari  ; ed  in  tal  supposizione  dimostra , cbe  so- 
stituendo in  detta  equazione  alla  x o 1’ una  , o l'altra  delle 
radici  eguali , e di  segei  contrarj  ; risulteranno  M ■,  cd  N u- 
guali  a zero  . Da  ciò  ne  deduce  , ( vers.  14.  a 20  pag.277.) 
che  trovando  il  massimo  comun  divisore  di  Al  ed  iV  , che 
chiama  R , dovrà  questo  contenere  tutte  le  radici , già  dette, 
.uguali.,  e di  segni  contrarli  ; e che . il  medesimo  non  potrà 
Cjomenere  altre  potenze  della  x.  che  le  p^rj  . , 

La  prima  parte  resterà  chiara  , se  si  rifletterà  , che  se 
M , ed  N vanno  uguali  a zero  sostituendo  nell’  equazione 
AÌ-|-Ax=o  in  luogo 'della  x o l’uno»  o l’altro  di  quei 
suoi  valori  uguali,  ma  di  contrario; segno;  conviene,  che  cia- 
scuno ói  .essi  valori  Sta  radice  delle  equaz^ni  M~  o„  N—  p 
( num-, 2.  Cap.  r.  ^ : e perciò  T incognita,  x con  .ciascuno 
de' medesimi  ^aloi^  col  segno  cambiato  dovrà  esser  fatare 
.comune  di  amendue  le.ciuaotità  Mr  ed  jY  fnutn-5-  Cap.  i-)- 
Quindi  il  prqdotto  di  tutti  i detti  fattori  ,, che  conterrà  tutte 
le  dette  radici , delle  quali  ognuna  ne  uguaglia  un  altra  col 
segno  cambiato  , sarà  comune  divisore  di  M ed  N . Che 
però  nel  massimo  comun  divisore  di  M ed  .Y  dovrà  con- 

L a tc- 

t 
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tenersi  detto  prodotto  de’ fattori  , e perciò  tutte  le  suddette 
tadki . 

Che  poi  nel  medesimo  massimo  comuu  divisore  non  po> 
(ranno  contenersi  « che  le  sole  potenze  pari  della  x , è evi* 
dente  ; perchè  contenendo  M , ed  iST  sole  potestà  pari  della 
X I nel  trovare  secondo  le  regole  il  massimo  lor  comune 
divisore , ciascun  residuo  • che  si  otterrà  dalle  successive  di- 
visioni 1 che  il  metodo  richiede , ( Cap.  2.  tium.  14.  Lib.  i.  ) 
conserverà  sempre  le  sole  potenze  pari  della  x ; onde  essen- 
do l’ultimo  residuo  dividente  il  massimo  comun  divisore 
delle  quantità  stesse  M ed  N ( Not.  5.  Lib.  i.  ) ; questo 
non  potrà  contenere  , che  le  sole  potesti  pari  deh’ incognita 
medesima  x. 

Avvertasi  intanto  1 che  il  massimo  comun  divisore  R di 
M ed  N non  potrà  contenere  « se  non  che  i soli  fattori 
dell'equazione  M-f-lVxznoi  che  risultano  dalle  di  lei  ra- 
dici a due  a due  uguali,  e di  segno  contrario  : e perciò  non 
potrà  contenere  , ch«  queste  sole  radici  ; poiché  se  ne  con- 
tenesse di  quelli , che  risultano  dalle  radici  dell’  equazione 
suddetta,  che  non  si  uguagliano  con  akre  coi  segni  contrariì 
della  stessa  equazione  ; questi , per  essere  R di  grado  pari  , 
dovrebbero  essere  benattche  di  numero  pari  , e dovrebbero 
essi  essere  ancora  fattori  di  Af , e di  W ; e quindi  ciascuno 
secondo  termine  de’  medesimi  fattori  , o sia  ciascuna  delle 
radici  deir  equazione  ridetta , che  non  si  uguagliano  con  ab» 
tre  della  medesima  coi  segni  cambiati , dovrebbe  essere  ra- 
dice oltre  deU'equazione  JVzrro,  anche  deli’ahra  M=o  1 
il  che  è impossibile  ( Not.  preced.  ) . ^ 

Quindi  si  comprenderà  il  senso  di  ciò,  che  il  Sig.  Ca- 
nonico in  seguito  dice  ; cioè,  che  se  A no»  superi  1’  ottavo 
grado,  si  potranno  sempre  determinare  i valori  della  x,che 
appartengono  alla  proposta  equazione  M -f»  JV  amr  o ; inten- 
dendo r Autore  parlare  di  quei  valori  soltanto , che  si  ugua- 
gliano in  quantità  , cd  hanno  segno  contrario . 


NOT. 
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Ftfc- 


NEI  num.  4-  Cap  5.  pag.27«-  com- 

òasi  X fumione  di  x,  come  \ è dt  p . Questo  si  com 

pienderà  immediatamente  con  definire 

Tutte  quelle  formole  . o quantità  in  qualunque  modo 

espresse  , che  talmente  dipendono 
variar  di  queste  , variano  anch  esse  di  valore  , e 
zo  delle  stesse  si  determinano  , si  dicono  J®  ^ 

desime . C )sl , se  x denoti  una  quantità  variabile  , “ 

quamità,  che  comunque  da  ar  dipendono  . e per  jp  si  deter- 
minano , fùniioni  di  X si  chiamano.  Tali  sono  x”+A, 

B 


x”+i4 


&c. , e qualsia 


voglia  altra  espressione  , che  da  x dif«nd»  • e per  x si  de* 
termini  s supponendo  la  sola  x variawie»-  - 

Posto  ciò , essendo  x fumione  di  p * perchfc  data  per 

. ,uan.tó  no» , a.  sari  «.  = ^ • pw  ^ 

X t come  X è di  e I dovrà  farsi  X ~ ^ * 


N O T. 


XlVi 


IVTEHo  stesso  num>  4'  del  Cap.  $•  P*8*  * ?®P® 

N si  trasformata  l’  equazione  in  x in  «S 

>e  dal  vers.  8-  a il.  : EgU  ^ cfrto  , che  passa  fra  p ed  una 
fadice^deir  e^ua{Ì0ne  in  y juelU  urna  tcUiione  , eht 
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Bé 

fra'x , «f  X , cioè  fra  e x-,  e (he  ftmò  ma  raiUe  iell'e^ 
quaiìone  in  y sarà  eguale  a x. 

Ciò  s’  intenderà  facilmente,  se  si  avrà  presente  quanto  è 
state  dello  nel  num.  s.  dei  Cap.  a.  di  questo  Lib.  , cioè  « 
che  le  radici  dell'  equaiione  in  jc  dovranno  avere  a quelle  . 
dell’equazione  in  / quella  stessa  relazione  « che  ha  x : Z . 
Che  però  a ciascuua  delle  radici  dell’  equazione  in  x dovrà 
corrispondere  una  radice  nell’  equazione  in  y colla  relazione 
di  X ; .X  . Quindi  alla  radice  dell’equazione  in  x dovrà 
corrispondere  una  radice  nell’  equazione  in  y colla  relazione 
di  X Ma  questa  relazione  di  x : X è quella  di  p :,x  . 

Dunque  .dovrà  essere  p ad  una  radice  delT  equazione  in  / , 
come  p *.  X ; e perciò  questa  radice  dell’  equazione  in  y do* 
vrà  essere  uguale  a x. 


O T.  XV. 


nutn.  dello  stesso  Cap.  5.  pag.  284.  il  Sign.  Cano 


tilco  dopo. essere  pervenuto  all'equazione  x=  V" p , dice  , 

' ' * ^ f — 

che  per  avere  i valori  dell’  jc  si  dovrà  moltiplicare  V p.  per 

tutti  i valori  quesimi  , o sieno  radici  quesime  dell’  unità  , 
tantovero  , che  supponendo  essere  t uno  di  tali  valori  ; uno 


de’  valori  dell’  x 


Per  meglio  comprendere  ciò , suppongasi  p = , dimo- 

dochè  abbiasi  x = 1 ^ . Or  poiché  1 ^ = 1 ^ . v i = 


X . sarà  anche  x = x ^"7  5 e quindi  sarà  x uguale  a x, 
o sia  alla  radice  qucsìma  di  p moltrplicàta  per  ciascuna  ra- 
dice quesifna  dell’  unità . Che  però  se  “v  suppongasi  essere 
* ' ' • . una 
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una  di  queste  tadici  dell’unità,  uno  d^yaloù  dell’ a;  dell’ e- 

qiiazione  x=vp,  sarà  <rvp.  • 

Ciò  , che  si  è detto  relaùvamente  all*  equazione  x sa 

- ■ . 

f nella  supposizione , che  e *<a una  delle  radici. ^eexz’jne* 
deir  unità,  deve  dirsi  anche  relativamente  all'  equazioni  x s 

X ts  , 6tc.  , supponendo  essere  #* , x , &c.  le  altre 
radici  feesime  dell’  unità  . Moltiplicando  adunque  ciascuna 
delle  radici  quesime  dell’  unhà  per  ciascuna  delle  radici  delle 
dette  equazioni  , cioè  per  ciascuna  delle  radici  peesime  dell’ 

unità  stessa . si  avranno  tutte  le  radici  deli'  equazione  x^^ 
— r =0..  — 


N O T. 


XVI. 


Ft  trovare  i valori  di  / , e di  y’  per  mezzo  dell^  equa- 
zioni xzsay-\-by*%  *y  =5  »z/* , come  si  richiede 
nel  num.  ij.  del  Cap.  5.  pag.  ago.  vers.  o.  e seguenti,  per 
indi  sostituirli  nell’  equazione  xy*  s;  4 -f-  , si  operi  nel* 

seguente  modo. 

. xy,  . F , 

Dalla  seconda  equazione  si  ha  y * =; e so- 

1 ' a ■.  a 

stituendo  questo  valore  nella  prima  in  vece  di  y*  * si  avrà 

hxy  . . , , t **  • 

X =3  4V  + — — , 0 sia  4X  =;  a /■  -f*  h xy, y » 

- * 4"  - P r ' ' . 1 

- • 4 X + ^*1!  - ' . *' 

d’  onde  sì  dèducé  v—  ' ■ Sostituito  pot  qhcstd  va- 

a 4 “!*•  i jr 

lore  air  y nel  secondo  membro  deircquasione  /* 


- i/—  i 


4 

ti- 
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a 


x"*  — tfj 


1».  . 


*i8uheti  ^ ‘i_  _ _ 

a^-^abx  o.  aa~^bx 

Questi  valori  d’y , e d'  /**  già  oucduù  « se  si  sostitml- 

x’ — ‘^bx 

fttuio  nell’ equazione  x.y*=s  a + by^  si  avrà  , , 

C A “1“  O X 

ab  X J ’ a ’ ^ 2 ai  x b*  *11 

sa  a + -L — =:  —-2- , , , o sia  l’  equa- 

a a bx  a a b X 

zione  X ’i — ^ ab  X — a i ’ s o . 

Sì  è aggiunto  questo  calcolo  1 non  già  perchè  sia  di  dif- 
ficile esecuzione  , ma  soltanto  per  comodo  di  chi  legge. 


N O T.  XVIL  • 


N O T.  XVIIL 

Nei  nutn.j.  del  Gap.  6.  pag.  29$.  si  legge  : Sia  S la  som- 
ma de'  termini  n , e la  somma  de’ termini  n-l  sia  s;  sa- 
ri S*— s=3 1 , chiamato  t il  termine  generale  . 

Imperocché  S — s altro  non  esprime  , che  il  termiim  ail- 
timo  della  serie  composta  da  tanti  termini  , quante  unità  si 
contengono  in  n ; e perciò  S — s è uguale  al  termine  nesimo: 
ma  il  termine  generale  t è appunto  il  termine  nesimo  della 
serie,  perchè  è uguale  al  3.“,  al  4.®,  al  s.®,8tc.  termine  del- 
la serie,  se  l’n  in  esso  termine  t contenuta  sia  uguale  a 3 , 
4,  S , étc.  Dunque  S—sxtt. 

Oltre  di  che  essendo  il  termine  ultimo , o sia  aesimo  lo 
•tesso  che  il  termine  generàie  /;  si  avrà  a quin- 
ci s ts  < . ‘ 


^ 1 


HOT. 
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N O T.  XIX. 


PEr  meglio  comprendere  quanto  il  Sig.- Canonico  dice  ndl 
num.  7.  del  Cap-6-  fag.i96.  <,  si  ridetta , che  se  abbiansi 
due  funzioni  di•R^  espresse  da  r ed  e sappiasi  « che  r sia 
il  termine  generale  di  una  serie*  ed  S ne  sia  la  somma;  e- 
gli  è cosa  indubitata  ( Not.  preced.  ) * che  sostituendo  in 
n — I in  vece  di'/i  * per  aver-e  s , cioè  la  somma  di  tutti  f 
termini  meno  l'ultimo,  vaierà  equazione  r = 5 — s.  Ma  se 
abbiansi  le  dette  due  funzioni  di  n , cioè  r ed  5 , nè  sap- 
piasi altro  , che  ponendo  -in  >5,  invece  di  n , a— ottengati 
un  altra  funzione  di  a , che  chiamo  s , la  quale  sia  tale  , 
che  dia  r =:  S — s ; non  perciò  può  dedursi  essere  S la  som-, 
ma  della  serie  , che  ha  t per  termine  generale  , potendo  be- 
nissimo differire  S dalla  vera  detta  sverna  per  qualche  co- 
stante quantità  indipendente  da  n .'di  cui  è funzione.  CosU 
6 n — 3 3 a’ — t 

sebbene , c sieno  due  funzioni  di  n tali,  che 

a 2 

posta  nella  seconda  n — i in  vece  di -o,  ed  ottenuta 

— - 1 ì 

3.  n— I — I . 6n— 3 3 n*— I • 

, sia  vera  r equazione  ■■  s=  •—  •■■■ 

a a ..a  - 


--  - * 

—3  . n— I +i 

; non  per  questo  U serie,  che  ha  per  termine 

< . . 


generale 


ha 


jn — I 

■ per  somma , 

a 


essendo  questa 


minore  della  verà  per  i.  ' 

a 

Quindi  s’  intende,  perchè  succeda  alle  volte , che  ponea- 
00  r unità  in  vece  di  n nelle  formolc ideila  somma  , c dd 
■ M ter- 
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termine  generale  non  « abbiano  *due  quantità  uguali . Di 
questo  se  ne  trova  un  esempio  nel  num.  i8.  del  medesimo 
Cap.  6. 

Per  conoscere  intanto,  quando  S sia  vera  somma  , e nel 
caso  che  diiTerisca  dalla  vera  per  qualche  costante  quantità , 
come  possa  questa  determinarsi  , . si  proceda  nel  modo  se» 
guente  , indicato  nel  detto  num.7.  Pongasi  0=3  i tanto  in  /, 
che  in  5 ; ed  in  questa  supposizione,  se  risulterà  t S , S sa- 
rà la  vera  somma  : se  t > devesi  ad  S aggiugnere  la  loro 
differenza  per  aversi  la  vera  somma  : e devesi  al  contrario 
questa  differenza  togliere  da  se  1.^5.  Cosi,  nell’esempio 

6 n — 3 

poc’  anzi  addotto , fatto  n = i in  r =:  — , ed  ip  5 sa 

3 


i , risulta  , ed  S 3 I . Dunque  t eccede  S 

* I • 

pe^  — ; e petciò , per  aversi  la  vera  somma  , si  dovrà  ad 

I _ . 3n’--i 

5 aggiungere  — ; e quindi  la  vera  somma  sarà -f- 

a 2 


N O T.  XX.  • 


N O T.  XXI. 

NEUa  fine  del  num.  13.  dello  stesso  Cap.  & . ne*  vevs.  i. 
e a.  della  pag.  299.  si  dice  » che>  ponendo  n influita 

nella 
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nella  frazione  — — , si  farà  questa  rr  •=:. 

A Bn  . , , B 

Imperocché  in  questa  supposizione  A relativamente  alla 
quantità  infinita  B n può  riguardarsi  come  una  quantità  infi- 
nitesima relativamente  ad  una  finita  : che  però  rispetto  ai- 
la  medesima  svanisce  ( Not.  aj.  Lib.  a.  num.  x.  ) ; > e 


perciò  detta  irazione 


si  convertirà  in  — - , che  è eguale 


NOT.  XXII.  » . 


. N O T.  XXIII. 

Nei  num.  i8.  del  medesimo  Gap.  6.  nel  vers.  i.  della  pag* 


301 


. si  itova  AìC^A  x”  * — ^ . X”  . 


Imperciocché  A^ — A K^^^ziz  A.  ^ X*— X””*  ^ t 
fi  moltiplicando  , e 'dividendo  per  K il  secondo  fattore  del 
secondo  membro  , si  avrà  A K* — A ìT. 


.( 


X 


) = li±:!.  X” 


X 


M » 


NOT. 
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. N O T.  XXIV.  * 


N O T.  XXV. 

Nei  nmn.  uh.  del  Cap.  6.  pag.  302.  il  Sig-  Canonico  dà 
un’  idea  delle  serie  ricorrenti  , e dice  1 che  le  medesime 
sono  serie  algebraico-esponeniiali  \ il  che  intende  far  vedere 

coir  esempio  della  sene  ricorrente  6 , 4 , a 4-  — t , ec. , deU 


la  quale  il  termine  generale  è ■ , che  dice  essere  Ibr- 

n —2 

3 

mola  algebraico-esponcniìale . 

Egli  stesso  però  nelle  sue  Istituzioni  analitiche  , nel  det- 
to nirm.  citate  , dice  col  dottissimo  Padre  Uiccati  , che  le 
serie  ricorrenti  sono  o esponenziali,  o sicno  geometriche  ^ o 
algebraico-esponenziah  « o sieno  algebrako-geometriche  : e 
lo  dimostra  facendo  vedere,  che  dette  serie  ricorrenti  posso- 
no formarsi  coll’  addizione  , o sottrazione  di  serie  geometri- 
che , o algebraico-geometriche  ; e che  ì termini  generali  di 
esse  si  compongono  da  forinole  esponenziali  moltiplicate  o 
per  sole  costanti  , o per  formole  algebraiche , funzioni  di  n. 
£d  in  realtà  la  serie  geometrica  A K , A K*,  A K*  , ec-, 

che  ha  per  termine  generale  la  formola  esponenziale  A , 
è serie  ricorrente  del  prim’ordlne  ; giacché  ciascun  termine  vien 
determinato  dall’  antecedente  moltiplicato  per  la  costante  X : 

e ’l  termine  generale  A non  é che  una  formola  esponen- 

aiale  X”  moltiplicata  per  la  costante  A . Anzi  il  termine  stes- 
so 
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>0  generale  , che  dà  la  detta  aerie  6 i 4 » ec.  ricor- 

W— 2 

3 

reme  del  primo  ordine»  è fotmola esponenziale)  e nonèaluoj 

n 

2 

che  la  formola  esponenziale  — • moltiplicata  pet  lo  sumero 

’ n 1 

3- 

costante  9 . 

Che  poi  delle  serie  ricorrenti  ve  ne  possano  essere  an- 
che  algebraico-esponenziali  1 »t  può  vedere  dalla  seguente  « 
cr,  I , 4-,  II,  ^3 , 130 1 ec.)  la  quale  è ricorrente  del  3>^ 
ordine , giacché  posto  zero  » ed  i per  l primi  due  termini , 
ciascuno  de’  seguenti  si  determina  dalla  somma  del  primo  de’ 
due  precedenti  moltiplicato  per  - 4 , e del  secondo  molti- 
plicato per  4)  ed  ha  per  termine  generale  la  formola  algo^ 

braico-esponenziale  n— i-.-a”  * . 


N O T,  XXVh 

Nei  num.  t.  del  Cap.  7.  pag.301.  « sella  supposizione  ) che 
a sia  una  frazione)  e /ir  l'intero  più  grande  contenuto 

in  ) si  lègge  : ~ , ténchè  maggiore  iclV'unìtà  ) nen 

sarà  esprimibile  per  un  intero  ragionale  « se  non  nel  caso,  che 
essendo  a una  frazione  Tallonale , fosse  una  f ragione  , il 
cui  numeratare  ~ i . 

Per  convincersi  di  una  tal  verità  . si  rifletta  in  primo  luo- 
go, che  se  a non  è una  frazione  razionale  , non  potrà  mai  es- 
sere razionale . Posto  adunque  essere  a una  frazione  r&- . 

lio 
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zionale  i e dipplù  essere  =:=  t essendo  ed 

ambedue  razionali  ; sari  la  Raziona  tt-tt  se:  ds  — , Or 

a— fi  ir  T 

4> 

Ognun  vede,  ^e  questa  frazione  non  potrà  essere  un  ince- 
ro , se  non  sia  «■  ee  i , ovvero  un  divisore  esatto  di  f.  Nel 

primo  caso  sarà  appunto  a—nsz  ~ se;  » : e nel  lecon- 

9 9 

do  , supposto  essere  a il  quoto  « che  si  ha  dividendo  tp  per 
-«r  , per  cui  dovrà  essere  -p  dExvr , si  avrà  ancora  a — i«  e= 

or  ___  ir  * I 

■9  ■ ^ 


N O T. 


XXVII. 


CIÒ,  che  si  dice  dal  princìpio  del  num.  6.  del  Cap.7.  pag. 

308.  sino  al  vers.  2.  della  pag.  309.  < è chiaro  per  lo 
num.  precedente . ^ , 

Imperocché  , per  ciò,  che  si  è detto  nel  citato  nura>, 
il  denominatore  vero  del  secondo  valor  prossimo  è + A 1 
■■c  non  già  (a  solamente  : è ’l  denominatore  vero  del  terzo  è 
.‘*‘+  \\  ' » ® non  già  f4’-f-4.  * che  é piu  grande  di  quel* 

ft  -h£  f4 

a* 

io:  e cosi  degli  aJui. 


NOT. 
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N O T.  • XXVIII.  • 


N O T.  XXIX. 

Nei  nnm.  é>  del  Cap.  8.  dal  vers.x5.  al  29.  della  pag.jir. 

si  legge  : Incontrando  feriamo  ìL  primo  di  questi  caratte- 
ri , ( cioè  lo  stesso  segno  in  tutti  i termini  deile  serie  tutte  « 
corrispondenti  allo  stesso  supposto  di  x } sarà  inutile  conti- 
nuare ulteriormente  la  serie  dalla  parte  , verso  cui  i supposti 
di  X crescono  : ed  incontrando  il  ■secondo'  , ( ciò  è l’ alterna- 
zione de’ segni  ne’  termini  delle  serie  successive  . corrispon- 
denti allo  stesso  supposto  d' x ) sari  inutile  continuarla  dal- 
l'  altra  patte . 

La  ptima  parte  è chiara  da  se  . perchè  in  quel  caso  > 
per  aversi  i termini  della  detta  serie  dell’  equarione  , si  ven- 
gono sempre  a sommare  numeri  o tutti  positivi , o tutti  ne- 
gativi; e perciò  non  potranno  aversi  più  variazioni  di  segni. 

Per  tnegllo  comprendere  poi  la  seconda  parte  . basterà 
metterci  avanti  gli  occhi  le  serie  appartenenti  all’  equaiiono 
proposta  JT*  -f- 6 x’  -Jt  9 r-f*  1=0  , le  quali  sono  le  seguenti 


f de’ supposti  . . . . - 5,  i,  o,  r.  a,  3. 

I dell’equazione  . . i.-ii-  3.  1,17,51,109. 

Serie delle  i.‘  difTerenze  34,  16,  4, -2, -2,  4,16,34,58,88. 
j delle  2.*  differenze -J 8, -12,  -6,  o,  6,  12,18,24-30,  36. 
ideile  3.*  differenze  6,  6,  6,  6,  6,  6,  6,  6,  6,*  6. 


In  queste-  serie  al  supposto  — 4-  di  x corrispondono  ì 
termini  delle  serie  dell’equazione  . e delle  differenze  conse- 
cutive dotati  della  richiesta  proprietà  deH'  alternazione  de’ se- 
go i.  Or,  posta  questa  alternazione,  assolutamente  tutti  i' 
tertrtim  dà  dèstra' Verso 'sinnrra  , nétr  sdio  dsHe-'serie  déllff 
differenze,  m»  ane  he  qtielH' delle  serie' deli’ eqiiazione  , do« 
vranno  «ver#  lè^sttMe^  segno'  dei  rUpettivó  tamiiw  corrispot»* 

dea» 
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dente  al  detto  supposto  - 4.  Nella  serie  delle  dtfferetne  3T 
costanti  non  cade  sUcun  dubbio  , giacché  iutti  i tetmioi  di 
essa  sono  costami  , e costantemente  positivi . Nella  serie  poi 
delle  a-*  diflerenze  < il  termine  > 6 , che  corrisponde  al  detto 
supposto  - 4 , è negativo  : ma  esso  si  compone  dal  termine , 
che  Io  precede  a sinistra  , insieme  con  16 , termine  costante 
della  serie  delle  }.•  differenze  ; dunque  questo  t che  lo  prece- 
de a sinistra,  sarà  negativo  : e per  la  stessa  ragione  negati- 
vi saranno  tutti  i termini  precedenti  a sinistra  nella  serie 
delle  a.*  differenze  . Similmente  U tetmine  4 , corrispondente 
al  medesimo  swpposto  — 4 nella  serie  delle  differenze  , è 
positivo  : ma  esso  risulta  dalla  somma  del  termine  , che  lo 
precede  a sinistra  , insieme  col  termine  , che  .a  questo  corri- 
sponde nella  serie  delle  2.*  differenze  , che  si  è dimostrato 
negativo  ; dunque  il  termine  , che  lo  precede  a sinistra  , sa- 
rà anche  positivo  : e per  la  stessa  ragione  positivi  saranno 
tutti  gli  altri  termini  precedenti.  Essendo  dunque  positivi  i 
termini  tutti  della  serie >delle  i.*  differenze. fino  al  termine  4, 
corrispondente. al  supposto  — ;4  ; collo  stesso  raziocinio  si 
dimostreranno  negativi  tutti  i termini  della  serie  deli’  equa-, 
zione  fino  al  termine.— 3,  che  corrisponde. si  medesimo  sup- 
posto—4,  a cui  corrisponde  1* alternazione. suddetta  de'segoi. 
Or  poiché  lo  stesso  può  dimostrarsi  generalmente,  ponendo 

^ d in  vece  del  supposta  — 4 , e -j-  i , Ì c,  -f-d,  Zt  c , 8cc. 

in  vece  de’ termini  — 3 , 4 , — 6 , 6 , al  supposto  corrispon- 
denti ; .sarà  dunque  vero  , che  subito  che  s' incontrerà  1’  .al- 
ternazione ne’ segni  de’  termini  delle  serie  allo  stesso  suppo- 
sta corrispondenti , sarà  inutile  continuare  la  serie  dell’equa- 
,dione  dalia  parte  , verso  cui  i supposti  di  x decrescono  . 


N O T.  XXX. 

Nei  num.  S.  ^al  Gap.  8.  dal  vers.  19^  ia  seguito  della  pag. 

323.  si  legge:  Dunque  concependo  ^ che  le  supposte  due 
radia  diseguali  dell'  equazione,  cominciasstio  ad  aaricinarsi  V 

una 
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ana  alV  altra  • è chiaro  , che  V intervallo  tra  te  due  muta^té^ 
et  dét  segno  si  anierehbe  di  mano  in  mano  sminuendo .... 

Per  C avvicinamento  itile  radici  altro  non  dee  intender- 
si t se  non  che  la  loro  approssimazione  ali*  uguaglianza,  me- 
diante la  dimiiuizione  successiva  per  gradi  minimi  della  dilTe* 
rema  delle  medesime  radici:  e per  V intervtAlo  ■,  che  andereiH 
a sirfinuirsi  , si  dee  intendere  il  numero  de’  termini  della  se- 
rie deir  equazione  aflfetti  dello  stesso  se^no  , compresi  trai  duo 
passaggi  , o siano  mutazioni  di  segni  , tJ  quale  numero  .nella 
detta  supposizione  dovrà  sempreppiù  farsi  minore  . Imperòc- 
chè  siccome  le  due  radici  dell*  equazione  tendono  ad  ugua- 
gliarsi , e ^perciò  a ridursi  ad  una  stessa , cesi  ancora  i ter- 
mini della  serie,  che  sono  i valori  dell’equazione  corrispon- 
denti ai  supposti  più  prossimi  a dette  fadici  , dovranno  an- 
cora tendere  ad  uguagliarsi  , ed  a ridursi  ad  uno  ; il  ^ che 
non  può  intendersi  senza  comprendere  , che  se  ne  diminui- 
sca ancora  successivamente  il  loro  numero  -t  dimodoché  , 
quando  le  dette  due  radici  saran  giunte  a differire  fra  loro 
per  una  quantità  minor  deli’  unità  , esso  numero  de’  termini 
sarà  ridotto  ad  uno , il  quale  sarà  appunto  quel  termine , che 
dovrà  corrispondere  al  supposto , che  alle  dette  ràdici  è piè 
prossimo . 

Questo  termine  poi  dovrà  essere  un  miittmo  della  serie 
dell’equazione  , come  in  seguito  nel  detto  num.  si  dice  # 
poiché  , siccome , se  4e  due  radici  si  supponessero  già  fatte 
uguali  fra  loro,  ed  uguali  insieme  ad  uno  de’ supposti  deli’a^ 
il  termine , che  ai  supposto  corrispotiderebbe  nella  serie  dellf 
equazione,  sarebbe  zero  ; cosi  ancora  al  supposto  più  pes- 
simo alle  due  dette  radici  disuguali  per  una  quantità  minor 
deir  unità  , non  potendo  corrispondere  nella  serie  dell'  equ^ 
zione  il  termine  =o,  dovrà  almeno  corrispondergli  il  più 
prossimo  al  zero  : e perciò  il  minimo  della  serie  medesima  . 
Pi  questo  se  ne  troverà  un  esempio  nel  num.  ix.,  che  segue* 


N 


Nor 
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Nei  num.  14.  ed  tilt,  del  Gap.  8.  dal  vcrs.  ult.  dell*  pag. 
329.  al  primo  della  seguente  si  legge  • essendo  adunque 


g maggiore  di  qualunque  v » sarà  — * minore  di  qualunque  v. 


Ciò  dee  intendersi  nella  supposiiione  solamente,  che  sia 
g maggior  dell’  unità  , ed  u o non  minor  dell’  unità  o se 
minore  , d’  un  valore  almeno  equivalente  a quello  di  una 
fraiione  , il  di  cui  numeratore  sia  i , e '1  denominatore  ^ gì 
giacché  negli  aliti  casi  è falsa  la  proposizione . 


Ed  in  realtà 


» quando  è g i > 


saia  sempre  ~ 


una  fra- 


zione vera  » o sia  una  quantità  minor  dell’unità.  Dunque 
quando  « non  sia  minor  deli’  unità , o se  minor  dell’  unità  , 
sia  uguale  alla  detta  fraiione  , che  suppongo  essere  espressa 


da sarà  sempre,— 

, 8~'"  . 

- Nei  casi  poi  t che  sia  g — i , o g ^ 1 1 h falsa  la  sud- 
detta proposizione  . Imperocché  nel  primo  caso  sarebbe  — 

O 


~ ~ 1 ; onde  per  verificarsi  — tz , dovrebbe  essere 

1 g: 


j^u:  ma  poiché  g è sempre  maggior  di  u , deve  u in 
questo  caso  esser  minore  dell’  unità  ; dunque  dovrebbe  nello 
stesso-  tempo  essere  u maggiore  1 e minor  dell’  unità  . Si- 
milmente nell’  altro  caso , essendo  g minor  dell’  unità  t sarà 


z 

1 


maggior  deli’^  unità  ; e poiché  sempre  è g tr , dovrà  es- 
sere 
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sere  in  questa  supposiiione  ancora  u mino*  dell' ut^l.  Dun- 
que I per  vetitìcarsi  4^  u , una  quantità  maggior  dell’  unir 

tX  dovrebbe  essere  minore  -di  un’  altra  t .che  dell'  unità,  jà 
minore . 

Quindi  iniendesi,  che  — ^ non  potrà  malessere  mag- 

giure  dell'  unità  , 0 che  perciò  non  potrà  mai  aver  luogo 
ciò  . che  dicesi  in  seguito  del  detto  num.  ne’veis-  15.  e se<i 
gitemi  della  detta  pag.  3)0.  , 

■ -.1  ■ ■ - 

N O T.  XXXII. 

lyrEl  tmm.  4.  del  Cap.  9.  pag.  333.  si  dice  . che  trovando 
* tra  C K , C P , che  sono  quantità  positive , tante  medie 
• proporzionali,  quante  unità  sono  in  p — i , la  prima  di  es- 
se, se  />  sia  un  numero  dispari  , avrà  un  solo  valore  reale  : 
e ne  avrà  due  reali , positivo  l'.uno  , c negativo  l’altro  , se 
p sarà  un  numero  pari . 

Ciò  è lo  stesso,  che  dire,  «he  la  prima  delle  medie  prò* 
pofziooati  di  niunero  pari  fra  due  quantità  .positive  ha  ua 
solo  valore  reale  ; e che  ne  ha  due  , posiiivo  l’ uno  , e ne- 
gativo l’altro  , se  il  numero  delle  medie  ,6Ìa  dispari . 

Per  convincersene , basterà  dare  nn  occhiata  al  num.  x. 
del  Cap.  14.  ed  ultimo  di  questo  Libro.  In  esso , indipenden* 
temerne  da  ciò^,  che  fino^  allo  stesso  num.  sarà  per  dirsi» 
si  troverà  risoluto  il  problema  di  ritrovare  fra  due  quantità 
M , b la  media  neslma  di  quelle  del  mimero  sia  pari,  sia 
dispari  : e la  formola  , a cui  è questa  media  eguale  , si  tro- 
' ” -f  * ” ' . . i -V 

verà  essere  a j i _ 

Posto  ciò,  nella  supposizione,  in  cuf  siamo , sarà  nrr:  r,’ 
c la  formoU  della  prima  delle  medie  di  numero  m tra  a.cb* 

• . '1^  3 . . . . • 5ayi 
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Note 


tu  1.  m-\rt 

sarà  a*'*  . i”*  tTb  . Or  quest»  radice  , come 

ognun  vede  , ha  un  solo  valore  reale,  se  m sia  numero  pa*' 
ri  ,<e  ne  ha  due  uguali , positivo  1’  nno,  e negativo  V altro» 
ae  n sia  dispari . 


N O T.  XXXIIL 


Nei  mim.  7.  del  Cap.  9.  dal  vers.  penult.  della  pag.336.  ri 
a della  pag.  seguente  «i  legge:  ma  le  medie  propor{ionali 
di  numero  pari  fra  una  quantità  positiva  , ed  un  altra  nega- 
tiva  sono  possibili , e la  prima  di  esse  è sempre  negativa  ^ 
Ciò  si  dimostra  per  mezzo  delia  stessa  forraola  addotta 
nella  Nota  precedente  ; imperocché  supponendo  esser  b quan- 
tità negativa;  tutte  le  medie  ntsime  di  numero  01  tra  <t,  e — b 

m - B-f-  I n 


verranno  espresse  dalla  foimola 

OT  + f 


m -f- 1 


(-0 


m 


>OSM 


da  . (-^)”  , la  quale,  posta  m numero  pari,  è 

•empre  reale  : e fatta  n i » la  media  tra  o»  e ••  ^»dot 

I 

V”" 

vendo  essere  =;  1 —a^b  » sarà  anche  reale  , e negativa 


N O T.  XXXIV. 

Nei  nùm.  stesso  7.  del  Cap.  9.  vers.  5.  e seguenti  della 
337*  Icdga:  ma  le  medie  proporzionali  di  numero 
dispari  fra  una  quantità  positiva , e V altra  negativa  non  tuh* 
te  sono  reali  » ma  la  prima,  ur{a,  quinta  , S-c.  sono  itnma~- 
ginarie . . ' 

Imperocché  la  fotmola  > a cut  è uguale  ciascuna  delle 

dette 
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dette  medie»  è la  stessa»  che  quella  addotta  nella  Nota  pre- 
m-f-i 

cedente  , cioè  x/'  a®  """f*  * . (-J)"  . Or  quando  /»,  o sia 
tl  numero  delle  medie  è dispari  » m -f<  i è pari  ; che  peiò  » 

quando  + * . ( — i)®  è quantità  positiva»  la  radice 

sarà  reale  : e sarà  immaginaria»  quando  è negativa.  Adun- 
^que  anche  nel  primo  caso  le  medie  saranno  reali  » ed  im* 
maginarie  nei  secondo . Ma  quando  s è un  numero  pari  » la 

quantità  + * è posidvated  è negativa» quan* 

do  è dispari . Dunque  le  medio  io  sede  pari  sono  reali  » ed 
in  sede  dispaù  sono  immaginarie;  e perciò  la  prima  » U 
terza  » 6(c.  sono  immaginarie . 


N O T.  XXXV^ 


num.  X.  del  Gap.  xo.  vers.  a.  e della  pàg.  jjq.  s» 


dice  , che  il  trinomio  b — o sarà  divislr 

bile  per  \i-“P 

Per  convincersene  » si  rifletta  » che  in  virtù  dell*  esegui* 
ta  trasformazione  le  radici  dell’  equazione  in  x altro  non  sor 
nO',  che  le  radici  deli* equazione- in  o-sienf^  dei  trinomio 
proposto  , accresciute  delle  frazioni  , che  hanno  a per  nu- 
meratore 1 e per  denorninatore  le  corrispondenti  medesime 
radici , o sieno  valori  di  ^ . Questo  fa  » che  la  trasformazio- 
ne sia  tale»  che  a ciascuna  radice  dell*  equazione  io  x cor- 
rispondere dovranno  due  radici  dell*  equazione  in  { ; poiché 


esKndo  ciacuna  x rr;  { -f* 


a 

l 


O SÌM  {X 


{*+<*»  ovver 


TO  f*  - f X + a:=zo  : e dovendosi  ài  questa  equazione  ri- 
cavare il  valore  di  j corri^ondente  a ciascuna  radice  x,  si&> 
come  doppio  à ili  valore  di  ^ , che  da  questa  equazione  si 
daducr»  doppia  sarà  anche  la  radice  dell’  equazione  in  f * 

o sin 
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■ M o ar  s 


o sìa  del  trinainto  , corrUpopdeme  a ({mlunque  delkt  radia 
deir  equaiione  in  x:  ed  ecco  perchè  1’  equazione  m x risul- 
ta di  un  grado  , che  è la  metà  di  quello  del  proposto  tri- 
nomio. ' ' , . 

^e  sia  adurique  -nqta  una  delle  radici  dell*  .«queaione  in 
X , potranno  farsi  note  anche  le  corrispondenti  due  del  tri- 
nomio proposto.  Qhe  però,  pesto  essere  p uno'  di  questi  va- 
lori di  X , e sostituito  in  luogo  di  x neh' equaiiope  ; ’ x 
+ 0 , onde  ottengasi  — e j « =3  o ; le  due  radici 

di  questa  equaiione  saranno  le  due  del  trinomio  corrispon- 
denti a p~x.  Se  intanto  supporremo  essere  queste  espres- 
se da  a , e y;  ciasotiiu  delie  ciue  equazioni  ^ - x ~ p , { 
et  ~ o dovrà  essere  un  fattore  « o sia  divisore  del  trinomio 
proposto  ( num.  y Cap.  i.  ) . e qitindi  anche  il  loro  pro- 
dotto esser  dovrà  del  medesimo  lui  divisote  : ina  il  loro 
prodotto  è appunto  l’equazione  — f j -f-  <*  = o (mira.  5. 
Cap.  cit.  ) . 11  proposto  trinomio  adunque  divisibile  sarà 

per  — > .come  4all’ Autor  del  Compendio  ai 
, dice . 


..  I,  . . ■ ■ I 

N Ò T.  XXXVI. 


Nella  fine  del  iHim.  3.  del  Cap.  10.  pag.  340.  si  legge  t 
è ch'uro.,  che  i cósseni  cercati  corrisponderanno  agli  archi  ter- 
minati iai  numeri  dispari  ; imperciocché  V arco  compreso  tra 

1 < 3 i uguale  a — : quello  tra  \ e ^ a — , 6-c.  ( Fig.  5. 
■ P ,P 

Tav.  1.  ). 


11  cosseno  dell’  arco  ~ = 0 , è evidente  » che  corrispon- 
■ ^ * * 
de 'al  primo  punto  di  divisione,  in  cui  vi  è 1 , psimo  naniero 
dispard  , essendo  esso  uguale  al  seno  tutto  , o sia  raggio 

' ‘ ^ ...po# 


Digìtìz* 


oc 


DEL  L’  X B R III. 


103 


positivo  C i . Essendo  poi  1*  arco  compreso  tra  i e 2 una 
parte  di  quelle  di  numero  20  1 nelle  quali  si  è divisa  1’  in- 

tera.  circonferenta  e , sarà  uguale  a — ; onde  l’arco  fra  1 e | 

2C  C • 

doppio  di  quello  fra  i.  e a i satà  uguale  a ^ . Quindi 

1'  arco  fra  X e 5 , perchè  doppio  dell’  arco  fra  x e 3 « o sia 

di  » , sarà  uguale  a>~  : e l’arco  tra  i e 7 , perchè  triplo 
B f 

dell'arco  tra  2 03,  sari  uguale  \ t cosi  degli  altri  ar- 
chi compresi  tra  x.  e gli  alni  numeri  dispari . 


N . O T.  XXXVII.. 

Nei  num.4.  del  Cap.io.  pag.340.  dal  vera.  i.  al  7.  di  essO’ 
Bum.  si  dicei  che  a ciascun  arco  minore  della  semicircon- 
ferenza,di  quelli' determinati^sulla  Fìg-s.  della  Tav.i.  nel  nura. 
precedente,  corrisponde  un  altr’  arco  maggiore  della  mede- 
sima . ai  quali  è comune  lo  stesso  cosseno  , eccettuatone  1’ 

I 

2 • 

arco  zero,  che  ha  per  cosseno  a ; e quando  p sia  numero 
-pari,  se  ne  dee  eccettuare,  ancora  la  sémicirconfetenza  , della 

r 

q^uale  .il  cosseno  è — a . 

Che  a ciascun  arco  minore  della'  semicirconferenza  cor- 
risponda un  altro  maggiore  della  medesima  con  un  cosseno 
comune  , è noto  per  lò  tmm.  2.  del  Cap.  10.  del  Lib.  i. 
Che  se  ne  debba  eccettuate  1’  arco  zefo  , cioè  , che  aH’  arco 
zero  non  iotrispondà  altro  arco,  che  abbia  ló  stesso  cosseno 

ugua- 
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uguale  al  seno  tutto,  el;e  nel  caso  presente  è uguale  ad  a*  • 
«i  -ha  pure  dal  nuin.  i.  del  eh.  Cap.  io-  del  Lib.  4. 

Che  debba  eccettuarsene  poi  anche  la  semicirconferen* 
la  dai  sopradetti  archi, determinati  nel  num.  precedente,  nel 
caso  che  p sia  un  numero  pari , si  comprenderà  rifletten- 
do , che  allora  quando  p è numero  pari,  la  semicirconferenta 
viene  compresa  tra  due  numeri  disparì  nella  divisione  della  cir> 
conferenia  in  parti  uguali  di  numero  a/.  In  fatti  nella  Fig-s* 
auddetu  , essendosi  divisa  la  ciiconferenta  in  parti  t a=ra  f • 
per  cui  6 numero  pari;  la  semicirconferenta , che  viene 
ad  esser  divisa  in  parti  p , cade  fra  i 07.  Or  poiché  fra 
t e gii  altri  numeri  dispari  della  serie  naturale  sono  com- 
presi tutti  gli  archi  appartenenti  ai  costeni  , che  danno  i 
valori  deir  incognita  , per  lo  num-  , e per  la  Not.  prece- 
dente ; nel  caso  che  p sia  pari , la  semicirconferenta  verrà 
anch’essa  ad  essere  un  arco  , il  di  cui  cosseno  è un  valore 
dell*  incognita . Ma  la  semicirconferenta  non  ha  con  altro 
arco  un  cosseno  comune , avendo  sola  lei  per  cosseuo  il  se- 

1 

sto  tutto  negativo, che  nel  caso  presente  è uguale  a — 
Quando  p adunque  è numero  pari , è da  ecceHuaisenc  dagli 
archi  sopxadeni  anche  U semiccconfereoca  . 


N O T.  XXXVIII. 


I^El  num.  t.  del*Cap.  ij.  pag.  5^52.  veré. -tj.  e aeguen- 
ti  si  dice  , che  se  sia  L /If  ( Fig.  ij.  Tav.  a-  ) una  li- 
nea retta , che  non  passi  per  lo  punto  A ; la  curva,  dal  pun- 
to del  concorso  N descritta,  sarà  una  sezione  conica. 

Sia  ìL  M questa  retta  (Fig.  7.)  , che  concorra  con  A B 
prolungata  nel  punto  2 L.  Dal  punto  A si  conduca  A D nor- 
male ad  AB  , e perciò  parallela  a P che  concorra  in  D con 
2 L M . Si  ayrà  2 LA  : A D‘‘.  iL  PM  -,  onde  chiamata 


»LA  , A Dzzzb 


essendo  si 

avrà 
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»>ri  ’ in  termini  analitici  a : b \ x : i , e quindi  ^ ~ 

b a-{‘b  X ' 

' . Che  però  sostituendo  questo  valore  in  vece  di  f 


nell’equazione  , trovata  precedentemente  nel  detto  num..it 

• , ^ ^ "f”  ^ jr* 

wsiHterà  — ^ = — i o sia  -f-  ^ ~ a:  , che 

a y 

sarà  r eqiiatione  della  curva  descritta  dal  punto  N . Or  que<« 
sta  equazione  , perchè  indeterminata  del  secondo  grado , non 
appartiene  ad  altra  curva , che  ad  una  sezione  conica  ( nutn. 
16.  Gap.  3.  Lib.  1.) , e propriamente  all’  iperbola  , come  può 
dedursi  dalla  regola  data  nel  Lib.  i.  Cap.  f.  nuin.  9. 

Se  il  concorso  della  retta  a L M con  A B seguisse  sotto 
H punto  A verso  B , anche  una  simile  equazione  all’  ipeibo* 
la  si  otterrebbe  . 

Intanto  poi  si  esclude  il  caso  ^ che  la  L M passi  per  A . 
poiché  in  questo  caso  la  L AT  sarebbe  il  lato  A M della  squa^ 
dra  'N  A-M , è da  linea,  dal  concorso  N descritta,  sarebbe  l'al- 
-tro  lato  A N . 

- Finalmente  se  LM  fosse  paralleU  ad  AB,  la  nostra  Fig- 
-ij.  in  questo  caso  rapprcse^^terebbe  l’ istrumento  appunto  per 
delincare- la  parabola, descritto  nel  num.tj.  del  Gap.  4.  Lib.  a>; 
« per  conseguenza  la  curva,  che  da  N si  descriverebbe.  Sa- 
fcbbe  la  parabola,  come  in  seguito  del  detto  num.  i.  si  dice. 


N O T. 


.XXXIX. 


NEIla  fine  del  num.  a.  del  Gap.  ij.  pag.  353.  , dopo  di 
avere,  il  Sig.  Canonico  trovata  1’  equazione  , che  sciogli^ 
il  problema  in  esso  num.  proposto , dice,  che  per  avere  il  ra- 
mo B2M  ( Fig.  14.  Tav.  £.  ) conviene  tagliare  E % M~ 
"ME,  e che  Io  steisqtkiebba  farsi  dall’altra  parte  : e dippiù, 
che  se  ti  tagli  -B  AB,  e si  conduca  D ^ normale  ad 
'.AD,  sari  D Q asintoto  della  curva  . 

O Per 
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Per  comprendere  U prima  parie  « si  rifletta , che  quan- 
tunque 1'  istrumemo  rappresentalo  dalla  Fi^-  non  descriva 
altro,  che  una  pane  della  curva  AMA,  iosieme  colla  simi- 
le ed  uguale  posta  dall'  altra  parte  della  retta  A B ; pur  tut- 
tavia! poiché  l'ordinate  continuano  ad  esser  reali  nell'  e- 
quazione  suddetu  oltre  il  punto  B , e fìachè  1’  ascissa  x s» 
minore  di  2 a A B ; deve  la  curva  diramarsi  oltre  il 
punto  B . Pertanto , essendo  proprietà  della  curva  , che  do- 
vunque debba  essere  B E ^ M E , cioè  uguale  alla  parte 
della  riga  A E compresa  tra'l  punto  della  curva t e rincon- 
tro col  lato  BE  della  norma-;  i rami  perciò- della  medesima 
oltre  il  punto  B dovranno  avere  la  proprietà  medesima  . 
Quindi  è , che  se  nel  tempo , in  cui  si  fa  girare  la  riga  A £ 
intorno  al  punto  A nell'atto  della  descrizione  di  A MB  , $i 
prenda  successivaracnte  E 2 Mz=zM  E:=:zB  E , i successivi 
punti  zM  tracceranno  il  ramo  B xM:  e replicandosi  lo  stes- 
so dall'  altra  parte  nel  tempo  delta  "descrizione  della  simile 
pane  AB  della  curva,  si  avrà  l’altro  ramo. 

Volendo  però  descrivere  tali  rami  anche  coll'  istrumen- 
10  , si  operi  nel  modo  seguente  > Si  prenda  un  filo  della 
lunghezza  ::r:i  xAB,  che  passi  per  lo  punto  A , e possa  per 
esso  scorrere  liberamente , e di  questo  un*  estremità  si  fissi 
nel  punto  P di  una  riga  P M , e l’altra  in  xP  di  un’altra 
riga  2 P 2 M.  Si  adattino  indi  ambedue  queste  righe  P M t 
.e  2 P xM  nornuli  xd  AD  nel  punto  B , per  cut  resti  il  filo 
disteso  su  dì  À B;  si  situino  in  modo , che  possano  scor- 
rere su  di  il  liberamente , mantenendosi  sempre  ad  essa 
normali  . Ciò  disposto  , facciasi  scorrere  la  riga  xP  xM  da 
B verso  D : questa  trascinandosi  seco  il  filo  > farà  tcoireie 
altresì  la  riga  P M dì  P verso  A.  Or  se  nel  mentre  si  dà  un 
tal  moto  alle  righe  i P 2 M,  t P M,  si  faccia  girare  la  ri^a 
A E 2 M circa  A,  in  modo  che  passi  sempre  pel  punto  M , in 
cui  la  riga  P M sega  la  curva  descritta  AM  P\  con  questo 
moto  il  punto  2 M deU'intersezIone  delle  righe , o.sieno  rette 
A E 2 M,  xP  2 M,  descriverà  il  ramo  S'z  M della  curva.  Impe- 
rocché essendo  il  filo  P A 1 P uguale  al  doppio  di  AB  , e 'i  filo 
P A P , avvolto  ad  A P , uguale  al  dofipio  di  A P ; sarà  P a P 
uguale  al  doppio  di  PP  ; e perciò  B xP  zz:  P B,  Dunque 

EizJA 
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£ 3,  M ^ M E , e qiundi  E zM  ziz  B E , che  .i  la  proprtetà 
«Iella  curva  richiesta  . 

Per  convincersi  poi  della  verità  della  seconda  parte  , 
■basterà  avvertire  , che  posta  nell*  equazione  l’ascissa  x mag> 
^iore  di  ABzzia^  l'ordinate  / vanno  successivamente  cre- 
scendo al  crescere  .della  x : e subito  che  arriva  ad  essere  x 
^ zABzz:3a,  diventando  zero  il  denominatore  della  fra- 
zione , a cui  è uguale  1'  , i due  valori  uguali  della  / si 

£inno  infiniti.  Ecco  dunque  perchè  prolungata  A B verso  D, 
^nchè  B D A B , e condotta  D Q normale  id  A D •,  sarà 
D Q asintoto  della  detcritu  curva  . ^ 


N O T.  XL. 


Nei  num.  2.  del  Gap.  14.  ne'vers.  8. , e 9.  della  pag.  3170. 
si  legge  : ti  descriva  parabola  A B M dell'  equa\iont 
m -|-  2 m — 2 n 


y 


1 1 . n . 

H O Z s 

. Per  ben  comprendere  ciò  t h da  sapersi  , che  le  inlìnitje 


.curve  I che  vengono  rappresentate  dall’  equazione  a'”  x'’  'rz 

f”*  j per  gl’,  infiniti  valori  , .che  ad  m ed  n possono  as- 
segnarsi , diconsi  tutte  parabole . La  «omiglianza  , che  tale 
equazione  ha  a quella  della  parabola  apolloniana quale  è tan- 
ta , che  si  converta  nella  medesima,  se  in  essa  sia  01  ^ n t ; 
ha  fatto  sì , che  a tutte  le  curve,  da  detta  equazione  espres- 
se , abbiano  i Geometri  dato  io  stesso  nome  • riconoscendole 
come  della  stessa  famiglia  . che  chiamano  in  generale  fami- 
. glia  ielle  parabole  . 1.e  medesime  poi  si  distinguono  ne’  di- 
versi gradi  disegnati  da  m -f-  n , che  è l’ esponente  delia  y : 
e per  ciò  la  parabola  AB  M j che  nella  Fig.z$.  Tav.3-  s’in- 
tende  desctiua  coll’ asse  AD  , è una  parabola  del  grado  e- 

spresso  dal  numero  intero  . . 

2 

O 2 Non 
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Non  tni  estendo  dippiù  in  questa  Nota  a parlare  di  taH 
curve  , non  essendo  mio  proposito  il  trattarle  . Stimo  pii 
fusto  avvertire,  che  la  parabola  apolloniana  AB  N deirequa- 
2Ìone  —ay,  che  nella  stessa  Fig.  citata  vedesi  descrit^ 
ta  , come  in  seguito  del  nuna.  2.  medesimo  viene  ordinato  , 
dee  intendersi  descritta  non  già  colio  stesso  asse  A IX  della 
A D M,  ma  ccm  asse  tale  , che  abbia  bensì  lo  stesso  punto 
A per  vertice  , ma  sia  una  retta  ad  esso  A D normale  ^ e sia 
per  conseguenza  parallelo  alle  ordinate  BD  della  già  descrit- 
ta parabola  . In  ta('  modo  I’  asse  della  A B M farà  nel  tempo 
stesso  da  tangente^nel  vertice  dell'asse  dell’  altra  apolloniana: 
e perciò,  dovendosi  prendere  in  questa  le  ascisse  nella  det- 
ta tangente  (Lib.  3.  Cap.  1.  num.  i6-)>  verranno  a prenderai 
nell’  asse  della  prima  , o quindi  nella  stessa  e comune  linea 
dell'  ascisse. 


N O T.  XLI. 

‘^JeIU  fiìie  del  ntrm.  4.  del  Gap.  14.  pag.  )7i.  ti  dice , die 


per  costruire  1’  equazione 


yy,si  dee  pren- 


dere 7>F  (Fig.  26.  Tav.  3.)  terza  proporzionale  dopo  é>  ed  4> 
cd  indi  col  vertice  F , e col  parametro  Uguale  a b descri- 
vendo la  parabola  BFC,  passerà  questa  per  i punti  B,  tCi 
e i punti  delle  sezioni  della  medesima  colla  concoide  daran- 
no tante  soluzioni  del  problema . 

Che  la  parabola  BFC  desctitta  sia  appunto  quella  del- 


la detta  equazione,  nella  quale  sono 


IC  tfdWlsaC 


X,  e le  ordinate  N T^y,  non  può  mettersi  in  dubbio  (LHi. 
2.  Gap.  5.  mim.  3-  ) • ‘ 

Che  passi  per  i punti  B,  C , si  rileverà  dalla  stessa  equa- 
zione , Imperocché  , se  si  supporrà  in  essa  essere  tizzo.,  e 

quindi 
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aa. 


quindi  l'ascissa 

h 


cioè  zrzFt)  terza  proporzionale  do« 


po  b,tà  a \ risulterà  •—  = //,  o sia  <t e qu in- 

P 

diyzrjr^^lf"  Dunque  là  parabola  B F C ha 

r ordinate  al  punto  D uguali  a £>  J,  £>  C ; e perciò  passerà 
essa  ^tt  B , t C , 

Che  poi  i punti  delle  sezioni  della  parabola  colla  con- 
coide diano  le  soluzioni  del  problema  , è chiaro  , perchè  in 
quei  soli  punti  le  ordinate  y si  Tanna  comuni  alla  parabola 
ed  alla  concoide . 


N O T.  XLII. 

Nei  num.6.  del  Cap.iif,  vers.  7.  e seguenti  della  pag.  37j>  si 
legge  : Se  it  circolo  segherà  la  curva  nel  foglio  A a N T , 
( Fig.  28.  Tav.  i.  ) allora  non  deesi  produrre  la  linea  A a Ot 
ma  la  sua  parte  a N a O eguaglierà  a O T . 

Ciò  si  ha  per  la  proprietà  della  stessa  curva  A ìN  T N 
( Cap.  13.  num.  2.  ) 


FINE  DELLE  NOTE. 


AP- 
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ARTICOLO  I. 

Essendo  la  Teoria  delle  serie  di  grandissimo  uso  nelP  Al- 
gebra , ttiino  opponnna  ed  luil  cosa  dare  in  questo  Ar- 
de. un  idea  più  dinina  delie  medesime  i dilucidando  mej^io 
quanto  dice  1*  Autore'  ne'  quattro  ultimi  num.  dei  Gap.  a. 
del  Lib.  I. 

L S*  intende  per  serie  una  congerie  , o sia  seguela  dr 
rennini  « che  si  succedono  con  qualche  ordine  , e propor- 
tione  : cosi  ivi*  ^ t Scc*  * ovvero  a , à*  e*",  5tc.  dicesi 
serie  . Una  serie  dicesì  /fllVa  , o ir^nité^  secondochè  il  nu- 
mero de* termini t che  la'  costituiscono,  sari-  finito  , o tnfini- 
10  : érimetha,  o geametrìca,  se  la  proporzione,  ctdla  quale 
succedono  i suoi  termini , sari  aritmetica , o geometrica.  Nel 
Cap.  6.  dei  Lib.  p di  questo  Compendio  , ove  tratta  l’Autore 
delle  somme  , e de' termini  generali  delle  serie , si  di  un’idea 
di  altre*  serie , le  quali  risultano  dai  termini  di  due  , o più 
serie  aritmetiche,  o geometriche;  o aritmetiche,  e geometri- 
che insieme  , in  diversi  modi  combinati  ; ed  anche  moltipli» 
cari  per  costami. 

II.  Or  poiché  i termini  di  una  Mrie  possono-  essere  o 
costantemente  gl’  istesti  in  tutta  la  serie  , o possono  succes- 
sivamente crescere  , ovvero  decrescere  ; le  serie  perciò  si  di- 
vidono in  costanti , crescenti  , e drcrcsctnti  ; chiamandosi  ce- 
stanti  quelle  della  prima  specie  , crnce/i/r  quelle  della  secon- 
da , e dtcresctntì  quelle  dell’  ultima  . 

HI.  Il  Principal  uso  delie  serie  si  fa  per  avere  i valori 
prossimi  delle  quantità  convertite  in  serie . Per  ciù  ben  com- 
prendere , è da  riflettersi , che  il  vero  valore  di  una  quanti- 
tà buttata  in' serie  viene  espresso  dalla  somma -di  tutti  grin- 
fmiti  termini  della  serie  medesima  . E perchè  non  tutte  le 
serie  influite  sono  di  loro  natura' sommabili  ; in  quelle  , che 
noni  lo' sona  ygtovn^  sempre  prendere  la  somma  di  un  ilume- 

IO 
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ro  finito  de’lorò  tetminì  ».  per  «vere  un  valoK  alm«n  prossi- 
mo alle  quantità  da  esse  serie  espresse  . Or. poiché  questa 
somma  non  dà  sempre  un  valor  prossimo  alla  quantità  e- 
spressa  dalia  serie  » ma  anzi  alle  volte  differisce  costantemen* 
te  da  essa  per  una  medesima 'quantità  , ed  altre  volte  quan- 
to maggiore  è il  numero  de*  termini  raccolti  in  somma . tan- 
to pili  la  medesima  (dalla  ^uamitàl  buttata , in  serie  si  disco- 
sta ; le  serie  perciò  si  distinguono  ancora  in  tre  specie  < cioè 
iàrparalitle  , divèrgenti  , e convergenti  . • • 

Quella  serie  (della  quale' la  somma  d’un  numero -qualun* 
que  finito  di  termini  differisce  sempre  dal  valore  della  quanti- 
tà da  essa  serie  espressa  per  la  quantità  smessa , appunto  pern 
chè  il  valore  della  detta  somma  si  conserva  sempre  uguale 
mente  distante  dal  vero  « dicesi' serie  Si  di- 

ce poi  .divergente  quella  serie  » della  nuale  quanti  più  ter-> 
mini  si  sommaito  , tanto  più  -il  valor  nella  somma  si  disco- 
sta da  quello  della  quantità,  che.  l’ intera,  serie  esprime  • Fi-- 
nalmente  serie  eonvergeme  dicesi  quella  , della  quale  quanti 
più  termini  si  sommano  -,  aatuo  più  il  valor  della  somma  a 
quello  delia  quantità  suddetta  si  avvicina  ; d’onde  si  fa  chiar 
co,  che  le  sole  serie- convergenti  saranno  le  utili. 

-•  • IV.  i Le  suddette  serie  si-  ottengooo  dalle  quantità,  e. per 

mezzo  della  divisione  , e coll’ estrazione  delle  radici..  Colla 
divisione  , allorché  la  medesima  non  può  esattamente  ese- 
^irsi , per  cui  il  quoto  si  ha  fratto  , come  si  é veduto  nel 
citato  num.  i6.  del  Cap.  2.  del  Lib.  i.  Coll'  estrazione  dell$ 
radici  , allorché  queste  non<  possono  esattamente  dalle, quan- 
tità proposte  estrarsi , per  non  essere  esse  vere  potenze.  com9 
trovasi  esposto  nella  fine  del  Cap.  3.  del  medesimo  Lib.  i.  . 

■ Per  risolvere  una  frazione  in. serie,  convieu  supporre  i) 
numeratore  esser  quantità  .semplice . se  non  è tale.,  e hino- 
mio  il  denominatore,  il  che  può  sempre  ottenersi  « cd  indi 
eseguire  attualmente  . secondo  le  regole . la  divisione  del 
numeratore  per  io  denominatore  . Secondochè  poi  i termini 
del  denominatore  saranno  uguali,  o disuguali,  ed  i segni  de’ 
medesimi  . supposto  sempre  positivo  il  numeraiore  . saran- 
no diversi  ; secondo  le  diverse  combinazioni , che, potranno 
aver  luogo . si  otterranno  tutte  le  serie  possibili . Si  è sup- 
posto sempre  positivo  il  numeratore , perché  questa  supposi- 

lio- 
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jlone  non  altera  l’ universalità  , potendosi  di  qualunque  fra- 
.t'one  cambiare  i segni  del  numeratore  e denominatore  da 
'(legativi  in  positivi  , e vicendevolmente  . sema  alterare  il 
Calore  di  essa , con  moltiplicare  T uno  e 1’  altro  per  — <1  . 

Se  i due  termini  del  denominatore  saranno  uguali  , la 
ferie,  che  colla  divisione  si  otterrà , sarà  costante  : e se  di> 
•uguali , sarà  crescente  , se  del  secondo  termine  sarà  minore 
il  primo  : decrescente  , se  maggiore  . 


Per  provar  ciò  « si  risolva  in  serie  Ja  frazione  , 

a ~r  p 


dalla  quale  , supposto  indicare  € una  quantità  positiva  , a 
poi , e b essere-.o  ambedue  positive  , o ambedue  negative  , 
o una  positiva,  e negativa  l’altra  : e tanto  la  prima  , che 


le  altre  essete  di  qualunque  valore;  si  avrà  » — 


— — 8tc. , la  quale  sarà  generale  , e potrà  esprimere  qua- 

...  ' 

lunque  serie,  possibile  proveniente  dalla  divisione . In  questa 
posto  aerzb , ciascun  termine  diviene  uguale  al  primo  ~ , e 


e -perciò  la  serie  costante  . Posto  poi  n e à disuguali  .poi» 
chè  ciascun  termine  dal  secondo  in  seguito  è uguale  al  pre-, 

cedente  moltiplicato  in  ~ , e questa  fracione  è maggior  del- 

0, 

l'unità, quando  a4£.b%  t minore,  quando.n^^;  siccome  il 
precedente  è moltiplicato  nell’  unità , andranno  i termini  deU 
la  serie  nel  primo  caso  crescendo,  e nel  secondo  decte^ 
scendo  . 

V.  Prima  di  passar  oltre,  si  osservi , che  nel  buttare  U 
( 

detta  fràzione  — in  serie,  il  primo  residuo,  che  si  ouie> 
a-^a 


P * ne. 
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ne  , è • — — .il  secondo  è -I-  , il  terio  — , 8cc.  ; 

a a'  a‘ 

dimodoché  tutti  tali  residui  formano  un'  altra  serie  , che  è 


la  seguente,  cioè  — ~ + —— 


cb'  , cb* 

■ p 8cc.  Or  que- 


sta  serie  de’  residui  , come  ognun  vede  , quando  la  serie  del- 
quoto  è costante,  è anché  costante  , riducendosi  ciascun  suo 
fermine  — a ; e nell’  altre  serie  è crescente  , 0 decrescen- 
te , secondo  che  la  detta  serie  del  quoto  è crescente  • o de^- 
crescente  . 

VI.  Dippiù  nella'  serie  medesima  del  quoto  , e per  con- 
seguenza in  ogni  serie  , che  còlla  divisìorie  può  aversi  , la 
somma  di  un  numero  qualunque  di  termini  , insieme  col  re^ 
fidùo',-  che  all’ ultimo  di  essi  spetta  , diviso-per  lo  denomi- 


natore a-\-b  uguaglia  perfettamente  la  frazione  ■ ridoi- 

a -\-b 

ta  in  serie,  come  potrà  vedersi  coll’attuale  operazione'. 

VII.  Da  queste  due  proprietà  sì  deduce  come  legittima 
conseguenza  , che  delle  serie  , che  si  ottengono  colla  divi- 
sione , ogni  serie  cosiahte  è parallela  , divergente  ogni'  cre- 
scente, ed  ogni  decrescente  convergente  ; e vicendevolmente  : 
é che  perciò  , ( num-  4.  ^ quando  i due  termini  del  bino- 
mio denominatóre  della  frazione  da  ridursi  in  serie  sono 
uguali  , la  serie,  che  si  otterrà  colla  divisione  , sarà  paral- 
lela : quando  de’  medesimi  due  termini  il  primo  sarà  minore 
del  secondo  , sarà  divergente  : e convergente  finalmente  , 
qùando  del  secondo'  sStà  mapgiofé  il  primo  ; e tanto  più 
divergente,  o convergenre , quanto  più  sarà  minore  ,0  mag- 
giore del  secondo  il  primo  . 

Quindi  è , che  da  una  frazione  qualunque,  la  serie  con- 
llergente  potrà  sempre  ottenersi  , dividendo  primà  il  suo  de- 
nominatore in  due  patti  , delle  quali  la  prima  sia  della  se- 
conda maggiore  , è poi  eseguendo  la  divisione,  come  sopra: 
e tal  serie  tanto  più  si  avrà  convergente  , quanto  più  la  pri- 
ma parte  si  fa»à  della  seconda  maggiore. 


Vili. 
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'Vili.  Nella  serie  — — — ■,  -f*  — r "* 
a a a 

^jone  — si  ottiene,  pósto,  oltre  di  c,  anche  tf,ei  quan- 

a l>  .; 

tità  positive , qualunque  di  tutte  e tre  le  medesime  sia  il  va- 
lore, saranno  i termini  in  sede  dispari  positivi  , ed  in  sede 
pari  negativi.  Posto  poi  tf,  e b , ambedue  negative,  la  se- 
lle si  convertirà  in  — — + “2  — — p "t"  quelli 

dZ  0 4 

in  sede  dispari  saranno  negativi,  e positivi  qvielli  in  sede  pari. 
Nella  prima  supposiiione  , e perciò  nella  prima  serie  , U 
somma  di  un  numero  pari  qualunque  di  termini  mancherà 

«more  dal  vero  valore  della  fraiione  ■■  ■■■  , e quella  di  uti 

^ a -t  p 

numero  dispari  eccederà  il  medesimo , o che  la  serie  sia  pa- 
rallela , o che  sia  divergente  , o convergente  . Nell’  altra  poi 
avrà  luogo  tutto  il  coturario  . La  ragione  di  ciò  si  ripeta  dai 
mim-  $•  e 6. 

Che  se  si  supporrà  un  solo  termtne  del  binomio  deno- 
minatore A + b esser  negativo , la  serie  , che  dalla  fraiione 
sì  otterrà,  avrà  tutti  i termini  positivi  , o negativi  , secon- 
dochè  il  primo  termine  a del  binomio  suddetto , per  lo  quale 
si  fa  la  divisione  , sarà  positivo  , o negativo  : e nel  caso  , 
che  sia  positivo  , la  somma  di  qualsivoglia  numero  di  termi- 
ni della  serie  sempre  mancherà  dal  valore  della  frazione  . se 
la  serie  sarà  parallela , o convergente  ; ed  eccederà  sempre 
il  medesimo,  se  sarà  divergente.  Nel  caso  poi.  che  sia  ne- 
gativo , succederà  tutto  l’opposto  nella  serie  convergente  , e 
nella  divergente  ,•  e lo  stesso  nella  parallela  . La  lagione  di 
ciò  similmente  si  deduce  dai  due  citati  num. 


P a 


AIÌ- 
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ARTICOLO  IL 

Quantunque  ciò  , che  dall’  Autore  si  dice  ne*  num.  X2*  « e 
, del  Gap.  3.  del  Lib.  i.  delle  quantità  immaginarie 
sia  stifTicientissimo  a guidare  chicchessia  in  qualunque  calco- 
lo , che  involva  immaginarli;  pure^  per  apuo  della  gioven- 
tù , stimo  trattare  in  questo  Arde,  più  diffusamente  la  mede- 
sima teoria  . 

I.  Prima  di  ogni  altro  avverto  , che  non  dee  far  mara- 
viglia « che  le  quantità  immaghiarie.  come  quelle  . che  non 
sono  niente  , ne  più , o meno  del  niente . tuttoché  non  esr- 
Stenri  in  natura  , ma  solamente  nell’ immaginazione  degli  Al- 
gebristi j si  mettano  a calcolo  al  pari  delle  reali . Imperoc- 
ché le  medesime  hanno  anche  il  loro  uso  in  Algebra  1 e per 
calcolarle  , basta  avere  una  chiara  idea  , non  men  che  giusta 
e completa  della  loro  essenza  . In  fatti  per  conoscerne  1*  usoi 
che  le  medesime  hanno  nel  calcolo , è da  sapersi  « che  sic- 
come il  fine  del  calcolo  é quello  dr  determinare  de’  valori 
delle  quantità  incognite  per  mezzo  delle  altre  cognite  date  ; 
quando  avvenga  di  determinarli  uguali  a quantità  immagi- 
narie , si  viene  in  cognizione  , che  le  quantità  richieste  , c 
dipendenti  dalle  date  , non  possano  aver  luogo  in  natura,  e 
per  conseguenza,  che  il  problema  sulle  dette' quantità  propo- 
sto richieda  un  impossibile.  Ecco  adunque  l'uso  delle  quan- 
tità immaginarie  nel  calcolo  . 

Per  acquistar  poi  una  perfetta  idea  delle  medesime , ba- 
sterà riflettere , che  qualunque  ne  sia  il  loro  valore  , o che 
esistano , o non  esistano  ; devono  però  in  ogni  modo  esser 
tali  , che  elevandole  alle  potenze  dello  stesso  indice  delle  ri- 
spettive loro  radici  , dovranno  restituire  quelle  quantità  reali 
negative  , delle  quali  esse  sono  radici.  Ben  intesa  questa  idea 
delle  quantità  immaginarie  , a ragione  1'  Autore  dice  , che 
svanisce  ogni  paradosso  , che  potrebbe  nascere  dal  vedere  , 
che  dal  prodotto  di  due  immagìnarii  . cioè  di  due  quantità 
non  esistenti  in  natura  , si  possa  avere  una  quantità  reale  , 
ciqè  ) che  esiste.  Imperocché  la  quantità  reale  non  nasce  già 

dalle 
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éalle  quantità’  immaginarie  , ma  dall’  operaiiotie  , che  sulle 
medesime  si  fa  : e siccome  la  quantità  immaginaria  non  vic'* 
ne  prodotta  dalla  quantità  reale  , ma  dall’  operazione  non 
eseguibile  « che  sulla  medesima  si  pretende  fare , e che  pura 
mente  si  indica  per  mezzo  del  segno  radicale  ; cosi  al  con- 
trario la  quantità  reale  non  risulta  già  dalle  immaginaria  « 
ma  dall’  operazione , che  sulle  medesime  s’ intende  fare  , la 
quale  essendo  diametralmente  opposta  alla  già  indicata  col 
segno  radicale  , dovrà  disfare  il  già  fatto  , e rimettere  la 
quantità  immaginaria  nel  primo  stato,  cioè  di  quantità  reale. 

II.  Concepitane  sì  fatta  idea  , si  discorra  nel  modo  se- 
guente . Che  cha  sieno  tali  quantità  , ragion  vuole  , che  si 

, debbano  sommare , e sottrarre  colie  regole  stesse  date  per  le 
quantità  reali  : vale  a dire  con  iscrivere  le  une  presso  le  al- 
tre coi  segni  , che  hanno , se  si  tratterà  di  somma  ; e se  poi 
di  sottrazione  , coi  segni  cambiati  alle  quantità  sottraendo  ; 
ficordandosi  sempre  di  ridurre  i termini  simili , se  ve  ne  sa- 
ranno . alla  più  semplice  espressione . 

III.  Tutta  la  difficoltà,  adunque  nel  calcolo- delle  quanti- 
tà immaginarie  consisterà  nella  moltiplicazione  , e divisione  . 
Per  stabilire  le  regole  d4  tali  operazioni  , le  quali  , come  si 
vedrà  , niente  differiscono  dalle  date  sulle  quantità  reali  • 

W 

f reraetto  , che  esprimendo  • per  i - — a qualutique  possibile 
radice  immaginaria  ; potrà  la  medesima  sempre  riguardarsi 

come  il  prodotto  di  i — i in  i <s  , e potrà  sempre  in  questi 
due  fattori  risolversi.  Ciò-  non  avrebbe  bisogno  di  dimostrazione, 
ma  perchè  questa  è semplicissima , eccola . Per  le  proporzioni 
si  ha  I : — i a : — ■ a : ed  estraendo  da  tali  quattro  ter- 
mini ia  radice  intera , e pari  n qualsìsia  , si  avrà  ancora  i : 

V . . V • 4-  V V 

, — i:;  I a:  \ — a;  e quindi  , — a=,— iXia. 

IV.  Posto  ciò,  ognun  vede,  che  I'  impossibilità  di  ogni 
quantità  immaginaria  si  potrà  tutta  addossare  ad  una  radice 
di  — I dello  stesso  indice . Chi  saprà  adunque  con  certezza 
moltiplicare,  e dividere  tutte  le  radici  immaginarie  di  — i, 
e saprà  le  medesime  benanche  moltiplicare  , e dividere  per 

' altre 
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altre  radici  reali  , ed  al  contrario  ; saprà  ancora  moltiplicarei 
e dividere  tutte  le  quantità  immaginarie. 



A tal  fine  sia  Y — < qualunque  radice  immaginaria  di 
— I . Sarà  n o a , o una  <lclie  putente  del  2 . o un  loro 
prodotto  in  un  altro  numero  dispari  ; perchè  ogni  numero 
pari  , diviso  una  , o 7)111  volte  per  z , dà  finalmente  per  ul- 
timo quoto  un  numero  dispari . dando  1'  unità  se  è il  2 . o 
nna  qualsisia  potestà  del  2 . Sicché  chiamato  r un  numero 
qualunque  positivo  pari  , o dispari  , ed  m un  .numero  PO7 
eitivo  dispari  ; n , che  disegna  un  numero  pari  , si  po- 
trà sempre  sciogliere  in  due  (attori  a'  . ed  m : e 2'  m potrà 
indicare  qualunque  numero  n pari  positivo  possibile  ; sicco- 

2 ttt 

me  — I qualsisia  radice  immaginaria  di  — i . L’  espo- 
nente poi  r del  fattore  2'  viene  determinato  dal  numero  delle 
Tolte  ) che  n è per  2 divisibile  . 

»» 

Inoltre  V — i=l  T— itinaV"— i ==  — «jj 

' a' 

dunque  sarà  ~ — i • tjuindi  qqaUinque  radice» 


2* 

immaginaria  di  — io  verrà  espressa  da  V— ^ , o a questa 
forma  si  potrà  sempre  ridurre.  Vale  a dire,  che  ogni  radice 
immaginaria  di  — 1 o avrà  per  indice  una  polenta  del  2 , 
o si  potrà  sempre  ridurre  a tale  senta  sconcerto  del  dilei 
qualsisia  valore  , col  convertirla  in  radicale  , il  dicui  indice 
sia  quella  massima  potenxa  del  2 , per  la  quale  è divisibile 


12 


1 indice  della  proposta  radice  . In  fatti  i = 
2V___ 

s:  1 


^ — t = V^—  I . 8tc. 
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Sicché  si  potranno  distinguere  ne’  radicali  imtnaginarii 
diversi  gradi  d*  inVihaginariètà  ; e questi  verranno  determinati 
dagli  esponenti  di  quelle  massime  potente  del  a , che  divii 
dono  esattamente  gl’  indici  delle  radici  : nè  ciascun  radicale 
immaginario  conterrà  altro  grado  d’ immaginàrietà , che  quel- 
lo , che  da  si  fatto  esponente  verrà  disegnato . 

V.  La  moltiplicatiobe  adunque,  non  meno  < che  la  divi- 
sione delle  radici  immaginarie  si  è ridótta  a quella  delle  ra<r 
dici  immaginarie  di  — i , che  hanno  la  forma  seguente 

a’’  ■■ 

^ — I • Vediamo  adunque  come  debba  operarsi  i per  ese- 
guire si  T una,  che  l’altra. 

Per  prócedfere  con  ordine , Suppongasi  in  primo  luogo  t 
che  le  radici  da  moltiplicarsi  siaiiU  due  , e dello  stesso  gra- 
do d'  immagìrtàrictà  . Ambedué  dunque  verranno  espresse  da 

a' 

I ( num.  prec.  ) , c ’l  loro  prodotto  non  sarà  altro  » 

a"  

che  la  seconda  potenza  di  una  . Or  poiché  V — j é la  stes- 

V'TTT- 

sa , che  | V—  i j togliendo  il  primo  segno  radicale  a que- 

i 

sta  seconda  espressione  • si  avrà  i * che  sarà  la  secon- 

da  potenza  di  — 1 richiesta  . Ma  2'~  * è il  quoto  di  a' 
diviso  per  a , cioè  per  l*  indice  della  potestà  , che  si  cerca  . 
Si  potrà  adunque  assegnare  la  regola  , che  per  elevare  a se- 
conda potenza  una  qualunque  radice  immaginaria  di  — i ri- 
dotta al  sUo  vero  grado  (num.  prec.)  , non  si  ha  da  far  al-- 
irò  , che  dividere  I’  indice  della  radice  per  1’  esponente  2 
della  potestà  a.»  richiesta  , c sostituire  questo  quoto  al  det- 
to indice  , che. è la  regola  stessa)  che  ha  luogo  nelle  radici 
Itali  d’ indice  pari . 

.Che 
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Che  se  le  radici  V — t , V"—  i non  dovessero  mdl- 
tiplicarsi  fra  loro , ma  dividersi  ; ognun  vede  essere  il  quo- 
to r unità  « poiché  qualunque  quantità  di  qualsivoglia  nata- 
la si  sia  , sempre  si  contiene  in  se  stessa  una  volta  • Quin- 
di anche  colla  divisione  degl'  immaginarii  si  può  avere  una 
quantità  reale  ; la  qual  cosa  non  dee  stimarsi  assurda)  poi- 
ché il  quoto  di  qualunque  divisione  non  denota  altro  « che 
la  continenza  di  una  quantità  nell'  altra  • la  quale  anche  fra 
quantità  immaginarie  può  essere  reale . 

VI.  Prima  di  passare  oltre  « avverto*  che  chiamo  ridu- 
zione di  una  delle  già  dette  radici  immaginarie  di  — a allo 
atesso  indice  di  un’  altra  di  indice  minore  , se  la  converto 
in  radicale  di  radicale , e do  per  indice  al  primo  radicale  , 
o sia  all'esterno  , quello  dell  altra  * cioè  1’  .indice  minore  ; 
ed  al  secondo»  cioè  all’ interno,  il  quoto  dell'indice  maggio- 
re per  lo  minore  » o sia  quella  potenza  del  a , che  indica  la 

a' 

differenza  de’ gradi  delle  proposte  radici.  Cosi  chiamo  ^ — i 


ridotta  allo  stesso  indice  di  V^—  i (nella  quale  q mdica  uo 
numero  positivo  pari,  o dispari,  ma  minore  di  r ),  se  la  con- 


verto in  j V — 

VII.  Posto  ciò , vediamo  ora  qual  sia  il  prodotto  di  due 
radici  immaginarie  di  — i di  diverso  grado  d'immaginarie- 

a” 

Il . Queste  vengano  espresse  da  i , e x , nella  se- 
conda delle  quali  q indichi  pure  un  numero  positivo  o pati, 
0‘ dispari, ma  minore  di  r.  Or  io  dico,  che  se  la  radice  del- 

a'~» 

a'  ÌT*’  — 

r indice  maggiore, cioè  V , jj  convertii^  in  1 

lerà 
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1 e a dire  in  radicale  dello  stesso  indice  dell*  altro  fattore  ; si 
otterrà  il  prodotto  richiesto  con  moltiplicare  fra  loro  le  quan- 
tità esistenti  sotto  de'  segni  radicali  dello  stesso  indice  , cioè 


— I , e V—  I , e col  mettere  indi  il  prodotto  delle  medè- 


, a*  a 

«me  — V_  i sotto  del  radicale  comune  V'* , appunto  co- 
me se  Tessero  reali  ; per  cui  il  prodotto , che  si  cerca  « sarà 


ed  estratta  la  radice  dell’ indice  da  tutti  i termini,  si 


avrà  I : V — i 


a' 

V' 


I _V_r7.  Quindi 
‘ Si- potrà  adunque  stabilire  la  regola  , che  per  moltpln 
care  le  radici  immaginarie  di  — i di  diverso  grado  d’  ;im- 
maginarietà  , ma  ridotte  al  vero  ) e per  conseguenza  di  di- 
verso indice  , non  si  ha  da  far  altro  , che  ridurle  prima  a 
radici  dello  stesso  indice  ( num.  prec.  ) , e poi  moltiplicare 
le  sole  quantità  , che  sotto  de’  segni  stessi  radicali  trovansi , 
come  se  fossero  reali  . . - - 

Opponendosi'  alla  moltiplicazione  diametralmente  la  di- 
visione , dovendo  questa  disfare  ciò  , che  da  quella  si  fa  ; 
♦ — . * 

oT' 

essa  nelle  radici  immaginarie  t , i di  diverso  gra- 
do , o sia  indice  » dovrà  farsi  in  una  maniera  contraria  a 
quella,  secondo  la  quale  si  è detto  farsi  la  moltiplicazione  . 

Q Sic- 
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Sicché  ridotte  le  radici  a quelle  dello  stesso  indice  ( nutn. 
prec.)  « dovranno  dividersi  le  quantiié  , che  sotto  de'  niede> 
simi  segni  radicali  si  troveranno  « e si  dovrà  scrivere  il  qqo* 
to  sotto  del  radicale  comune. 

Ben  inteso  adunque  il  modo» con  cui  le  radici  immagi. 

a' a*"* 

carie  di  — i di  diverso  indice»  espresse  da  V^—  i , V'*—  ,, 
a quelle  delio  stesso  indice  si  riducono  ; da  ciò,  che  fìnora 
si  è stabilito, sì  raccoglie,  che  tutto  le  radici  immaginarie  di, 
— 1 , ridotte  prima  al  loro  vero  grado  (oum.  4.)  d’  imraagi- 
narietà  , si  moltiplicano  , e dividono  colle  regole  stesse,  col- 
le quali  si  moltiplicano  , e dividono  le  radici  reali  . 

Vili.  Finora  abbiamo  supposto , che  le  radici  di  — i 
immaginarie  da  moltiplicarsi  non  siano  più  di  due.  Che  se 
fossero  tre  , quattro  , 8tc.  ; se  ne  moltiplicheranno  prima 
due,  e poi  il  loro  prodotto  per  la  terza  , e questo  per  la 
quarta  , &c.  • 

Quindi  supponendo  un  numero  n di  fattori  uguali  imma- 
ginari! di  — I , si  potrà  avere  qualunque  potenza  n di  qual- 
sivoglia radice  immaginaria  di  — i . 

IX.  Passiamo  ora  alla  moltiplicazione  , e divisione  dì 
una  radice  immaginaria  di  '~-t  per  una  reale  qualunque,  ed 

al  contrario  . Siano  Y — x , Y" à tali  radici . Se  , il 

loro  prodotto  sarà  K*—  « (num.  }.),  qualunque  sia  la  quao- 
■ - 

tità  a;  ia  quale  i — « sarà  anche  il  quoto  di  1 e : j — x. 

* 

II  quoto  poi  di  y*— X : sarà  . Vale  a dire  , che 

per  moltiplicare , o dividere  una  radice  immaginaria  di  — z 
per  una  radice  reale . o al  contrario , dello  stesso  indice  , si 
devono  moltiplicare  , o dividete  le  quantità  esisteitti  sotto 
de' segni . 

Ma 
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Ma  it  non  è n=q  ; si  riduca  V — i al  reco  grado  d’inx- 

a'' 

maginarietà,  se  non  la  è (num.4.)  » «Sinché  abbiasi 
e se  a's  q > si  operi  come  sopra  • Che  se  non  jitrovati 

uguale  a ^ ; 8*  innalzi  la  \ ^a  alla  potenza  a'  « e_  se^  n’  «- 
stragga  nel  tempo  medesimo  la  radice  dello  stesso  indice  a'. 
Con  tal  opetazionc  -essa  non  cambiando  valor*  « si  Ujasfor* 
a" 

Tr7 

meri  in  I I 0 , la  quale  cosi  preparata  ai  moltiplichi  > o 

divida  come  prima  per  V — * , o vicendevolmente  } d’  ondo 


I ^ ' 

si  aytà  per  lo  prodotto  richiesto  j | ) e per  quoto  la 

a' 

stessa  quantità  , nel  caso  , che  V^—  i sia  il  divisore  ; 0 


a" 


I se  la  medesima  sia  il  dividendo . Avvertasi  t che 


<r— 

I 

se  sìa  ^ ^ a** , e dippiù  divisìbile  per  a'  » dimodo  che  sia 

a” 

1 ■ 

f = aV  > in  tal  caso  1 o , senza  trasformarla  in  [ i **  ♦ si 


Q a 


con- 
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convcrtai  in 


P ^ 

V"  a t e poi  si  moltiplichi  ? o divida 


per 


v:t7 


come  sopra. 


12  5 13 

Sia  da  moltiplicarsi  i per  V 4 . Si  riduca  V_  i' 

4 

al  suo  vero  grado  d’  ùnmaginarieià  , e si  avrà  V—  i . Si 


elevi  alla  potenza  4 e se  ne  estragga  la  4-*  radice  1 


per  cui  sì  cambierà  essa  in  l 1 a'*  . Si  moltiplichi  — x 

r ? 3 

per  V a ♦ , ed  il  prodotto  — Va*  — a y a si  met- 

4 ■ 

U sotto  della  radice  comune  V*  1 e si  avrà  ] — ala 

3 

per  lo  prodotto  , che  si  vuole  di  V"—  i per  v a . Dello 
stesso  modo  si  proceda  trattandosi  di  divisione)  col  solo  di- 

4 

‘vario  di  scrivere  sotto  del  radicale  comune  V"  il  quoto  del- 


3 

le  quantità  — 1 , c a * . 

Quindi  anche  per  moltiplicare  , o dividere  una  radice 
immaginaria  di  ■ — i per  una  reale  di  diverso  indice  , o al 
coinrario  ; ridotta  l’immaginaria  ai  suo  vero  grado  d' imma- 
•rginarietà  , e la  reale  in  radicale  dello  stesso  indice  dell'  im- 
ma' 
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maginiria  ridotta  « si  dovranno  moltiplicare  i o dividere  le 
quantità  esistenti  sotto  de’  medesimi  segni  , e scrivere  il  lo- 
ro prodotto  , o quoto  sotto  del  segno  radicale  comune  > co- 
me si  fa  nelle  reati . ' 1 1 - < 


1 

V-a 


' ‘X.  Che  se  occorresse  moltiplicaré  1— V" — i per  » , 

nella  prima  delle  quali  n • e p sono  numeri  , pari  ; si  con- 


t-' 

verta  v a in  v , o sia  in 
presente  ciò  , che  ( nunt.  preced.  ) 


t ed  avendo 
si  potrà  ese- 


guite la  moltiplicazione  } fatta  la  quale  , si  avrà  per  ptodotto 


ir'- 


<r 


de’  due  proposti  fattoti 
dovrà  procedersi  per  trovare 


I — • 1 . Non  d’  altro  modo 

il  prodotto  delia' moltiplicazio- 


¥ 

V 


ne  di  I — I — i — I per  V"?  &c. 

XI.  Stabilite  le  regole  per  la  moltiplicazione  , e divisio- 
ne di  qualunque  radice  immaginaria  di  — 1 per  un’  altra  * 
sia  anche  immaginaria  di  — i , sia  reale  come  si  voglia  • 
ed  al  contrario  ; niente  sarà  più  facile  , che  moltiplicare  , o 
dividere  qualunque  radice  immaginaria  per  un’  altra  immagi> 
naria  qualsivoglia  « o reale , e vicendevolmente  . 

Se  ambedue  saranno  immaginarie  , altro  a fare  non  sì 
avrà  , che  sciogliere  ciascuna  in  due  fattori  radicali  , de’ 
quali  uno  sia  reale , e 1’  altro  immaginario  di  — i , come  si 
è detto  nel  mtm.  3.  < e fatta  la  moltiplicazione  1 o divisione 
delle  radici  reali  particolarmente  , e delle  immaginarie  di  — l 
secondo  le  regole  date , moltiplicare  hnalmetue  i prodotti , o 
'quoti  fra  loro. 

Che 


# 


Digitized  by  Google 


A F p 1 M D X e b; 


X9tf 


Che  se  delle  Tedici  de  mohiplicarsi  « o dividerei  urie 
fosse  imm^inarie  , e reale  V altre  ; in  tale  caso  le  radice 
immaginaria  si  sciolge  ne*  soliti  due  fauori  • eeele  » ed  ioi- 
maginario  di  — i , e poi  il  particolar  prodotto  f o quoto 
delle  radici  reati  si  moltiplichi  nella  radice  'immaginarie  di 
ridotta  al  suo  vV ero  grado  , anche  nel  caK>«<be  le  ra< 
dice  immagineiia  .non  sìa  ie  quantità  dividenda  » ma  sia  U 
diyidente . 

a 6 

Sia,  per  esempio,  da  moltiplicarsi  V" — a per  ^ — b . Si 
'4 '46  6 

tciolgano  esse  ne’  fattori  V"  — i , , V — 1 . Vlb  ; si 


moltiplichi 


4 -é  xa 

per  ^ J , e « afri  per  prodotto  V' 4»^'*  . 


4 « 

Si  riducano  V _ i , V^_  1 al  loro  "vero grado  .([num-i^):  indi 
a radici  dello  stesso  indice  (num.  6 ) , -e  poi  si  moltiplichi- 
no (num.  7-)  • £ poiché  la  prima  è già  ridotta  al  vero  gra* 

do,  sì  riduca  la  .seconda,  c si  avrà — i : e ridotta  la  prima. 


4 . 

cioè  — X a radice  dello  stesso  indice  dell*  altra  < si  ot- 


terrà I , che  moltiplicata  per  V" — i darà  per  pro- 


V"  r 

dotto  I — V — f . 'Questo  «i  moltiplichi  Cnum.  preced.  ) nel 


12 


primo  reale  già  determinato,  cioè  in  trasformato pti- 

ma 


{ 


« 
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I I 1 a'^V:3=  1 I 4 1 , esl'àtrl  fioalitteaK 


Y v-p" 

I I 4i  , che  larà  il  prodotto  ridilestò Dello  stes-'* 

so  modo  dovrà  operarsi  trattandosi  di  divisione  « colla  dif- 
ferenza solamente,  che  invece  di  moltiplicare  particolarmen- 
te i fattori  imtnagiotfU  t ed  i reàU»  dovranno  eui  dividersi*  • 

6 s 6 

Sia  da  moltipllcarsi  n per  . Si  sciolga  • m 

6 é 6 ■ • 

ne’  fattori  t • si  riduca  V _ i al  suo  vero  gra- 

j -,  • * - 

do,  cioè  a v — i j c per  questa  si  moltiplichi  il  prodotto' 

6 3 V^-rrrr 

di  V''a  . cioè  ^ ab'  espressa  per  ; ^ab*,e  si  ot> 

terrà  pel  prodotto  richiesto  i — ab', 

d 3. 

Dovendo  poi  dividere  V*—  4 per  V “J  , sì  dee  molti- 

6 

plicare  per  x il  quoto  di  diviso  per  VT*,  cioè 

r a . I va  • V 1 Y a % •• _• 


==  j j^p,  e si  avrà  | — , che  sarà  il  quoto  ti-. 

t 

3 d 

cercato  . Che  se  devesse  dividersi  VT,  per  V*.— 4 , dovreb* 
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isf 


be  moltiplicarsi 


anche  per 


Imperciocché  in 


questo  caso  U quoto  delle  radici  reali  « cioè 


Vrebbc  dividersi  per  i perciò  (num.  9.)  si  avrebbe 


onde  moltiplicando  per  -*i  sì  il  numeratore  < cioè 


la  radice  3.*  di  > che  il  denominatore  — 1 della  quantità 


- esistente  sotto  del  primo  segno  radicale , si  avrà 

9 6 

che  sarà  fl  quoto  di  ; V _ <j . 

Avvertasi  » cìie  se  in  questo  secondo  caso  avvenisse  « 
che  le  radici  fossero  dello  stesso  indice  • .0  la  reale  potesse 
ridursi  a radice  dello  stesso  indice  dell'  immaginaria  ( Lìb.  i. 
Gap.  3.  num.  io.  ) « come  appunto  si  verifica  nelle  due  ra> 


6 3 

dici  , V dell  ' esempio'  addotto  ; ridotta  la  reale  a 

radice  dello  stesso  indice  dell'  immaginaria  , se  non  la  è • 
potrebbesi  venire  immediatamente  alla  moltiplicazione  , o di- 
visione delle  quantità  esistenti  sotto  de’  segni,  senza  risolvere 
prima  1'  immaginaria  ne’  due  fattori  ; ma  l’ espressione,  che  si 
avrebbe,  quantqnque  equivalente  a quella,  che  colla  già  esposta 
regola  generale  si  ottiene , gioverebbe  però  meno  all’  u^o  del 
calcolo . Che  se  poi  nella  supposizione  stessa  t in  cui  siamo^ 

1 • 1*  c 


A P T 'k  N D I C ti 


rt9 

P esponente  della  tadice  immaginaria  fosse  di  più  una  poten- 
za del  a;  in  tal  caso  inutile  , c superfluo  sarebbe  lo  scio- 
glimento suddetto  no’ fattori , poiché  senjpw  la  stessa  espres- 
sione si  otterrebbe  ; onde  si  deve  venire  itrmediatamente  al- 
la moltiplicatione  i o divisione  delle  quantità  esistenti  sotto 
de’  segni  . •<  . - . ^ ^ 

Se  le  radici  immaginarie  da  moltiplicarsi^  fossero  più  di 
due  : scislte  esse  ne*  soliti  fattori  reali  i ed  immaginarii  dì 
— I , si  dovranno  similmente  fare  i prodotti  particolari  dd- 
le  radici  reali  i e’dellc  immaginarie  di  — — ' i » ed  indi  tnolti— 
pJicarli  fra  loro  e 1 prodotto  , che  si  avrà  , sarà  il  ri- 
chiesto . ' . . 

Xn.  Se  supporremo  tutti  i fattori  immaghiarn  essere  u- 
guali  , H loro  prodotto  sarà  una  potenia^  di  uno  . Che  però 
ti  eleverà  a potenza  una  quantità  immaginaria,  se  sciolta  pri- 
ma ne*  suoi  fattori  , reale  > ed  immaginario  di  •—  i , si  ele- 
veranno questi  particolarménte  alla  potenza  richiesta  » e se 
»e  farà  indi  il  prodotto  . ' * . . . . 

XIII.  Per  estrarre  finalmente  le  radici  dalle  quantità  im- 
maginarie , altro  non  potrà  farsi , che  moltiplicare  l’ indice 
del  radicale  per  V esponente  della  radice  che  estrarre  si 
Vuole-  £ ciò  basti  del'calccdo  delle  quantità  ionnaginatie* 

. > I.  . I.’  • ' . ; . . 

•j  , . • i • .'1  ■ : •.  * 


r-  • 


I ' . • ' j ’ 
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I*  l^AUa  facilità  , colla  quale*  si  lon  messi  in  equazione  J 
problemi  semideterminati  ' proposti  » e risoluti  ne’num. 

’ S'. 7'  ''  crederanno  forse  i 

giovani  principianti*,  che  lo  stesso  succeda  in  ogni  altro  se^ 
mideterminato  della  specie  medésima  • La.  cosa  però  non  va 
cosi  ^ poiché  se  ne  danno'di  tal  natura  , ne’  quali  per  ve- 
nire alle  corrispondenti 'equazióni' s'incontra' non  piccola  dif- 
ficoltà .essendo  (ostretri  di  esprimere’ per  x,y,  ec.  non  già 
i numeri',  che  propriamente  si  cercano  , ma  altri,  che  ad 
essi  appartengono  ■.  Ih  comprova  di  ciò , stimo  proporne  uno, 
dalla  risoluzione  del 'quale  si  vedrà  quanto  valga  l’ industria 
m si^  fatti  problemi . 11  problema  è il  seguente  . 

Un  Maggiore  ha  un  numero  di  soldati  tale,  che  sé- gli  or- 
dina-a*  due.  a dne',  a tre  ai  tre  , a'quattro  a quattro,  a cin- 
que a cinque , a sei  a sei,  ne  avanza  sempre  uno  ; se  gli  or- 
dina poi  a sette  a sette  , cioè  in  colónna  a sette  di  fronte  ^ 
non  ne  avanza*  veruno  . Si  domapda  a che  ascenda  questo 
numero  di  soldati  .■  - 

Per  venire  alia  soluzione  deL  medesimo . sf  rifletta  , che, 
per  lè  condizioni  date , il  numero  , che  si  cerca  , deve  esser 
tale,  che  diminuito  dell’’ unità  deve  essere  divisibile  per  a, 
3,4,5,06.  Or  per  essere  divisibile  per  a , deve  essere 
un  numero  pari  : e per  essere  divisibile  anche  per  3 , biso- 
gna che  sia  un  numero  pari  divisibile  per  3 . II  primo  nu- 
mero pari , che  può  esser  divisibile  per  3 , è 6 , cioè  quello 
appunto,  che  nasce  dalla  moltiplicazione  de’dtte  divisori  sem- 
plici 2,03:  l’altro  è la  1 il  terzo  18  , e così  crescendo 
sempre  colla  stessa  diflTerenza  6,  prodotto  de’ due  divisori  2, 
e 3 . Vale  a dire  > che  solamente  6 , ed  ogni  moltiplice  suo 
può  esser  divisibile  per  3 , e per  3 : ma  6 , ed  ogni  suo 
moltiplice  è divisibile  per  6 ; sicché  quel  numero  , che  è 
divisibile  per  a , e per  3 , sarà  anche  divisibile  per  6.  Dip- 
più  il  numero,  che  è divisibile  per 4,  è ancora  divisibile  per 
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i*.  Potremo  adunque  conchiudere  » «che  quel  numero., 

I divisibile  jJer.j  ,.4.  e 5 , sarà  divisibile  . ancera  per  a j 
e per  6:  e quindi  accresciuto  dell* unità  , se  si  troverà  divi- 
libile  .esattamente  7,  sarà  ^quel.  numero,  appunto  ,»  che  fif 

cerchiamo'.  *•  r • 

II.  prime  numerò /poi  divisibile  per  , 4 , e 5 , che  si 

Jiresenu  ai  bolKri  occhi,  è^ce'rtamente  quello,  che  nasce  dal- 
a moltiplicidone  di  essi  divisori  semplici  4*  e^s  > e non 
altri  , che  questo,- ed  i suoi  ruoltipjici  godono  tal  proprietà  : 
.il  che  si  dimostra  dello  stesso -n;odo  , come-^oc’  anzi  si  è 
dimostrato  .su  de*,  numeri  'divisibili  per  a è y:  Picchè  il  pri- 
mo munero  ,che  può.esser. divisibile. per  3 , 3 ,4,  5 , e 6 , 
sarà  5 4 . 5 :1=  6ò  Quindi  aggiunta  ad. esso d*  unità  , te 

àarà  divi^bile  per  7. esatta  mente, 'sarà  il  medesimo  il  nume-^ 
K)  de  soldati. richiesto.  ;£, poiché < 60  ;f-t  i , ‘cioè  -61 -non  .é 
divisibile  per  7 ' non 'sàrà  esso  il  numero  ,.che  soddisfa  al 

problema  ; onde  dovpà  ricercarsi  fra  i moltiplici  del  60 . 

Per.ciò  fare,. .pongasi  .il  numero ’deHe  righe.de'  soldati 
ordinati  .a  sene  di  fronte  «gttaltf“ad  jfT  ed  7.  il  nùmero,  per 
cui  moltiplicar  debbasi.òo  per  aver  quel  moltiplice  suo,  che 
ricerchiamo.  Avremo  dunque  del  numero  de' soldati  una 
.doppia  'espressione  i<ciòè  7 e.'‘6oy-f-u  e perciò ‘sarà  7* 

607  4-  I 

— > .-Non  potendosi  poi  dalle 

^ -r 

conditioni  del  problema 'Ottenere -altra 'equazione  , >cbe  que- 
sta, il  .medesimo  sarà  semideterminato.-  ' .c->  T } 

fer  assegnare  intanto  all' x , ed  all’y  i valori  corrispon- 
denti,.pratico  la  regola  data  nella  Nota  21.  del  Lib.  t.  AiHn- 

w*  Ow  1*  c > J •*./  . V.  ^ • r .♦*-.»  k, , • 

607  + I 

cbè  X sia  un  numero  intero,  e positivo , bisogna  che , 


= 60  7 + I , o sia  X 


r*.  -♦ 


J . 
cioè  87  + 


*:  c V I 


,(rr 


47  + 1 


sia  un  intero  , .'Questo  sarà  tale,  se  la 


Iraaione  ridotta  — — < è un  intero»  « positivo. 


? - 


R a 


Pongasi 

4/ 
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ili  =:|»»  e ii  avrà  4^+  izz  jpi  • quindi  y =5 
7 

* =F  + Si  ùccia  f » onde  | p 

4.^.4.  4 

4^4-* I^4•*  c; : 

^z  = 4e«o  sia  ■■■  — j + — . si  inetta 

J 3 

finalmente  1ÌÌ  =:«,•«  avrà  f =r  3 i , in  cui  <^a* 

3 . _ 

lunque  valore  positivo  intero  si  dia  ad  m t urà  sempre  g 
numero  intero  • e positivo  • Si  sostituisca  intanto  questo  va* 

Jore  espresso  per  m in  vece  di  ^ ncU’equàiione  p^  = ■■  ' v 


, . . la  m ~4  -fi  . . 

e si  avrà  p =:  ■■  m-  = 4 /n  — x;  « posto  questo  iq 

3 


luogo  di  p nell*  equazione  y =r 


7F*-  » 


f SI  otterrà  final* 


mente  y “ - ■-*  ~ 7 a » onde  x mmm 

4 , . ; . 

60V+1  60.7»»  — 6o.a+ X , ^ 

T—  a = 60  ITI  — 17 . Quindi  il  nu* 

7 7 ' 

mero  de'soldatt  7 a verrà  espresso  da420/a  — * 119 . Adunque 


Nnm.  delle  righe. 

Nam.  de’  soldati. 

#> 

II 

y=  s. 

Jf=  4J. 

JX=Z  301. 

3> 

■ la. 

103  , 

721. 

3 * 

19. 

163  » 

1141. 

, 4» 

ad, 

' aaj  , 

iSdl. 

ec.. 

: ' ■ ec. , ■ 

ec. . 

> ■ ■ ec. 

» A 


Sic* 
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Sicché  il  numero  de*  soldati  potrà  essere  uno  de’ termini  ■ 
di  una  serie  crescente  « il  di  cui  primo  termine  è 301  , e 
la  differenia  uguale  a 420  : e i numeri  delle  righe  corrispon- 
denti 3727  costituiscono  un*  altra  serie  anche  crescente  , 
della  quale  il  primo  termine  è 43.  » e la  difierenxa  uguale 
a 6o< 

II.  I problemi  aritmetici  semideterminati , ne’  sopraccitati 
nura.  dal  Signor  Canonico  proposti»  sono^ stati  tali»  che  ci 
han  condotti  o ad  una  soia  equazione  a due  'incognite  » o ad 
una  finale  di  tal  natura  , per  mezzo  della  quale  gli  abbiamo 
risoluti.  Oltre  però  de’ medesimi»  e di  altri  consimili»  se  ne 
danno  di  quelli  » ne*  quali  l’ equazione  finale  contiene  tre  , o 
più  incognite:  e ’l  metodo,  col  quale  si  risolvono  » ‘è  presso  a 
poco  lo  stesso»  che  quello  adoperato- ne’ detti  num.  4.,  e 5,^ 
per  la  risoluzione  de'  problemi  r * Suppongasi , a ca* 
gion  d’esempio . nel  problema  4.^  ed  ultimo  » che  fra  le  30  per* 
sane,  che  pranzando  insieme  spesero  75  paoli , oltre  degli  Uo- 
mini » Donne  , e Ragazzi»  yì'fossero  state  benanche  delle  Ra«< 
^azze  : e che  ogni  Uomo  ne  avesse  pagato  io  » ogni  Donna 

5 » ogni  Ragazzo  2 » ed  ogni  Ragazza  ~ . Poste  le  stesse 

^ • » 

denominazioni , e chiamato  dì  più  il  numero  d^lle  Ragazze 

li  avrà  x-fr  + T .f.  o=r3o  , io-2f-f-  5^*f.a  «=3 

7$.  Si  sottragga  la  prima  emiazione  dalla  seconda  moltipli* 
cata  per  2 » e si  avrà  i9*T*9J'‘f’3t  — e quindi  | 


_I20— ^ X 

■■  ■ ■■  ■ 1 ■ ■■■'  SS40  **  ox-w 


- 3 / . Per  evitare  t frac* 


X 

tl,  pongasi  =r  f i 0 sia  2T  — 3 p t e sostituendo,  sarà  j 

40-19^-3/.  Che  però  19  / + 3 y ^ 40  ; onde  p non  po- 
trà essere  uguale  , che  ad  1 solamente  » escludendone  zero  , 
il  quale  farebbe  divenir  anche  jr^o.  Adunque 
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• jrrrj 

" J=40— 19— 37=  at  — jy 

“ — 3°:^,:/ * T = .30-  ? -r-2  * + ?^  = 6,4-ay..  ■ 

Ur  poiché  dall  equazione  ^“21-3/ si  ha 
o sia  yi:;  7,  sei  soluzioni. solamente  ammscteià. il  problema; 
. c sono  le  seguenii . 


jrrr  3 

3 

3 

3 

3 

3 

y=  .1 

2 

3 

- 4 

S 

6 

t=  18 

•*s 

12 

9 

v6 

3 

«=.8 

.10 

*4 

16 

18 

. ’in.  Quaotunque'i*Autore<non:tratti,'che  de’ pròblemi  arit- 
tsaetici  semidetetmUiati  del  ptimo  grado  solamente,  pure  poiché 
. I* anaUsi.indctertninau  sviluppa  non  poco  L'umano,  talento >•  stimo 
.cosa  opportuna,  far  vedere,  in  questo  Artic.  come  si  risolvano 

Juelii  de!  secondo. grado j, tantoppiù  , che. nel  Cap.6.  del-me- 
esimo  Lib.  I.  si  è trattato  ideila,  risoluzione  de’ 1 determinati 
. del  i.^ve  del . 2.°  giadp.  .Suppongo . di  aver.ottemita  Tequazione 
.finale.,  che  dovrà  essere  del.  a.**,  grado  e -che:  la  medesima 
. cratenga  due  solfi  iiKOgnite  . o - sienp  indeterminate  . .e  .di- 
rStinguo.due  casi  : nel  primo  fìngo  ,.che  dhiinalncognita  noh 
vi  sia  V- che  la.'primaLidimensìone.:  e nell’  altro.poi,  >che  di 
ambedue  vi  sieno  le, prime  . e. le  seconde. dimensioni.  .Trala- 
sciando i metodirpiù  generali  > che  in  questi  due.casi  si  dan> 
DO  , e .che  si, uovanp . rapportati «neUe  blempùe.dell’  Accade? 
mia. di  Berlino  per  gli  aiitii  1767.  , e 1768.  . come  più  lun- 
ghi , e meno  adattati  alla  gioventù;  ne  darò  tali  , che  se 
bene  sieno /meno 'generali  1 sono  però  semplicissimi  , e sufHr 
denti  a guidare,  chicchessia  alla  risoluzione  delle ‘equazioni  j 
c de’ prr^lemi- suddetti . ^ ^ 

, ^Esaminando. il  primo  caso  « mi  propongo  1’. equazione 
mxy  ex*  +.ijf  la  ^qualc  può. esprimere  qua- 

.hwque  equazione  numerica  del  a.°  grado  priva  del  quadrato 

del- 


«35 


^.P  P.S  N.  D.I»C_E% 

dell’ » . In  questa , poiché  i numeri  y , x richiesti  devono  es-t 
sere  interi,  le  lettere  a^  h\  c,  d,  m dinotano  anche  numeri 
interi  ; quale  suppositione  niente  toglie  di  generale  all’ éc^ua- 
Itone  , potendosi ' sempre  liberare  qualunque  - equazione  da 
fratti  colla' mohiplicaiione  . Si  separi  1’^.»  e si -avrà/ 

— ex* — dx-f»<*  ’ 

; inT+  ì * ■ ‘ . 


Se  m = 1 1 di  modo  che  sia  y zzz 


— ex* — d x+tf 


• • «V 
j SI  dx** 


x-}-3  ■ 

vida  attualmente  il  numeratoce  della  frazione  per  lo  deno- 

. . , ' • ^ * e - hi, 

minatore , affinchè  abbiasi  / e x — d+é  — x ’ 

Perchè  dunque  1’  / sia  un  intero  -,  conviene , che  x + h sia  ' 
Un  esatto  divisore  del  numero  noto  a-k‘db--cy  } . f*  ^ , 

trovati  tutti  i divisori  di  questo  numero  ciascuno  di  essi 
diminuito  del  b darà,  un  valore  dell’  Jf'.  ^ 

Che  te  ffi  sia  maggiore  ■ dell’  unità  , st  moltiplichi  pj^ 
e l’  altro  membro'  della  equazione  y — 
ffiV  x'^m'ix-\^mU 
ni  x+.  è ■ 


ma  per  .m*  1’  uno 


--  f X* — d x+  a ■ 


,ed  ottenuto  m*/  = - 


m x -\-b 

si  esegua  poi  la  medesima 'divisione^’ del  numeratore  per  Io" 
denominatore  di  'questa  frazione*  e si  a'vrà  iti  y — --tncx-^“ 

md4-bc-\ Affinchè  dunque  m y sta 

* ' OTx-f-n 

un  intero  , bisogna  , che  m x + i sia  un  esatto  divisore  del 
numero  noto  m' a— y c d b . Che  però,  trovai  tutti  i 
divisori  di  questo  numero  , c supposto  essere  essi  espressi 
da  T , p I ec. , sarà  /nx-frè^x  ,mx  è = p , ec.  ; e quindi 

X = ec.  Or  poiché  x anche  deve  essere  in- 
m m , ^ • 

tero  ; quei  soli  divisori  del  iiiupero  suddetto  daranno  i va- 
lori deir  X della  nostra  equazione  > che  diminuiti  del  b sonò 

divi-* 
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éivi&ibili  per  m euttamente  ; onde  »e  sia  c-  uno  di  quest!  ì 

4arà un  intero  i che  chiamo  v , il  quale  sarà  uno  de' 

fn 


Valori  deH*  ir  « che  sostituito  in  sua  vece  nell'  ultima  equa- 
zione, darà  il  corrispondente  valore  dell*  y : e cosi  degli  altrL 
Si  potrebbe  però  a questo  metodo  opporre  , che  quan- 
tunque con  quesu  sostituzione  il  secondo  membro  dell'equa- 
lìone  suddetta  risalti  un  intero , a cui  è uguale  tn  *y  ; non 
perciò  il  valore  d’  y , che  dàD'  equazione  stessa  ci  ricaverà , 
sarà  uguale  ad  un  intero  , dovendosi  dividere  il  detto  secon* 
do  membro  per  m*  per  aversi  H corrispondente  dell':!'  . Or 
io  dico  f «he  questo  secondo  membro  deve  essere  assoluta- 
mente divisibile  per  m*:e  solamente  può  non  esserlo  nel  ca- 
lo, che  m sia  uguale  a ^ , per  cui  sia  un  divisore  del  deno- 
minatore m X b 1 oppure  se  contenga  un  iàttore  comu- 
ne anche  a b . Imperocché  per  mexzo  della  moltiplicaaiotic 

--ex*— 

per  m*  « che  si  fa  dell’ equazione  y = ■ ■ ■ , 

m 

viene  ad  introdurre  nel  primo  , * nel  secondo  membro  dì 
•ssa  il  fattore  n*  , convertendola  in  m*  /■= 

~ m*  c*  X*  — ai*  d x+/n*  4 . , 

■ - - ■ ■ . . 1 Or  questo  fattore  apparte- 

I»  x-f*  b 


tiendo  al  solo  numeratore  del  secondo  membro  • e non  es- 
sendo comune  al  denominatore  aix-f*5  , o sta  al  divisore 
esatto  «r  dei  numeratore  t nè  avendo  altro  divisore  col  mede- 
simo comune  ; per  mezzo  della  divisione  del  numeratore  per 
lo  denominatore  non  si  toglierà  dal  secondo  membro  , nè  si 
diminuirà  , e resterà  perciò  fattore  del  quoto  ; onde  fatta  la 
divisione , il  quoto  > o sia  il  secondo  membro  dell'  equazione 
•uddetta  potrà  esprimersi  per  1* intero  m* q \ t quindi  si  avrà 
= m'q , ed  y zzq  numero  intero  . Per  la  ragione  opposta 
poi , quando  m sia  un  divisore  del  denominatore,  o che  con- 
tenga un  fattore  comune  anche  a è , il  secondo  membro  potrà 
rcsurc)  e neo  reture  divisibile  per  m*:  ed  ia  ul  caso  con- 
terrà 
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terrà  prendere  <^ei  soH  valori  dell'xi  a' quali  corrispondono 
quelli  dell’/  inieri  , se  pur  ve  ne  saranno  . 

Quindi  è,  che  se  nell'  equaiionc  fosse  b = o , per  cui 

--  C X*  d X -j-  n 

mancasse  il  wrmitre  b y , e si  avesse  /=  - „ J 

fjl  ^ 


in  questo  caso  ancora  , essendo  m divisore  del  denomina- 
tore , fatta  1’  operazione  suddetta  , potrebbero  aversi  . • 
non  aversi  i ■valori  dell’-/  interi  . Dippiù  T esposto  metodo , 
poiché  richiede  1’  x nel  denominatore , è evidente  i che  se 
mancasse  il  termine  mx.y  , non  sarebbe  più  atto  a determi- 
nare i valori  interi  delle  intleterminate  x ,^y.  Ora  in  tal  caso, 
come  ancora  quando  m è divisore  del  denominatore  m j:  + 5 < 
o che  contiene  un  fattore  comune  a b,  conviene  rivolgersi  al 
valore  dell'  x , il  quale  verrà  espresso  da  una  formula  r*di-- 
cale  contenente  1’  y , della  quale  come  possano  assegnarsi  i 
valori  , si  vedrà  in  seguito  , quando  esaminerò  il  caso  se- 
condo . ‘ ’ 

Per  maggior  chiarezza  applicherò  V esposta  teoria  a due 
esempli  ; ma  prima  di  venire  al  medesimi  avverto  , che  se 
nell’  equazione  m xy  b y c -\-  d x — a mancasse-il  ter-  ^ 

--  da  -f-  a 

mine  c x*  \ ridotta  1'  equazione  ad  / = — ~ » per  esc- 

tn  X b •« 


guirc  la  nota  divlsione  non  sarebbe  necessario  moltiplicarla 
peri/n’,  ma  . per  m solamente  : anzi  neppure  per  m , se  wr 
fesse  divisibile  per  d , ma  basterebbe  farla  pél  quoto  del  nu- 


mero m diviso  per  d . 

’ Veitcndo  ora  agli  esempli  ; sia  in  primo  luogo  xy-^-iy 
— 2 = ao  , per  cui/ =:  ■ ..  ■ — ^ — : e dividendo 


attualmente  il  numeratore  della  frazione  pjer  lo  denominato- 


re,  si  avrà  y zzi x—  lo-f- . Acciocché  dunque  > sia 

•*^+3 

un  intero,  conviene  , che  x-f-j  sia  uno  de’ divisori  di  50.^ 
Quindi  X potrà  essere  uguale  a ciascuno  di  essi  diminuito  di 
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5.  Che  perft  trovati  i divisori  di  jo , si  avranno  t valori 
deir  X , c dell'j'i  come  segue  » 


Divisori  di  30 

i'  1 

2 

s 

IO 

as 

50 

Valori  di  X = 

— a 

m 

B 

7 

aa 

47 

Valori  diy  = 

36 

B 

B 

9 

3^ 

8S 

Da’ quali  esclusi  i primi  due  dell’  x,  perchè  negativi  , 
coi  corrispondenti  dell'^  • si  avranno  quattro  soluzioni  del 
problema  semideterminato  , a cui  la  proposta  equazione  si 
appartiene . 

Abbiasi  in  secondo  luogo  3 x/  — ay-  a x’  -f-  3 x=  ro, 

. r . j ax’-3x+io 

o sia  3 X — a . ir  = 2 X — 3 X -1-  10  ed  y = 

3 X — a 


Si  moltiplichi  r equazione  per  3*  , cioè  per  9, 
-,7x+,o  8c_ 

3 X — a 3 X --  a 


e si  avrà  9/ 
Si  trovino  i 


divisori  di  80 « fra  i quali  si  scelgano  quelli  solamente  , che 
accresciuti  del  a sono  divisibili  per  3 ; ed  accresciuti  effet- 
tivamente del  2 t si  dividano  indi  per  3,0  si  avranno  i va- 
lori dell  x,  e iìnaimente  quelli  dell'y  * come  nella  tavoletta 
seguente  si  vede 


Divisori  di  80 

« 

2 

4 

S 

8 

IO 

16 

ao 

40 

80 

3X-2  = 

i 

4 

IO 

16 

40 

3X  = 

3 

& 

la 

18 

4* 

Valori  d’  X = 

i 

2 

4 

6 

*4 

d>  = 

9 

3. 

3 

4 

9 

4 

IV. 
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IV.  Passo  ora  al  secondo  caso  » a quello  cioè  » in  cui 
suppongo  nell' equazione  , oltre  del  quadrato  dell’ x , anche 
quello  dell’/.  Comechè  la  risoluzione  dell’ equazioni  di  lai 
natura  ci  mena  -indispensabilmente  ad  estrazioni  di  radici  qua» 
drate  .*  c queste  possono  essere  irrazionali  « ed.  Msenqo 
naii  t di  raro  possono  dare  numeri  interi  ; perciò  i problemi 
semideterminati  t che  conducono  a tali  equazioni  • per  lo  piu 
non  escludono  i numeri  fratti  dai  "valori  delle  indeterminate  i 
ma  solamente  gl’irrazionali;  per  cui  saranno  essi  risolubili,  o 
irresolubili , secondo  che  le  dette  radici  potranno  rendersi  ra* 
zionali , o no.  Di  tal  natura  sono  appunto  i proolemi)  detti 
di  Diofanto  , de'  quali  il  nostro  Autore  dà  un’  idea  np  nura. 
6. , e seguemi  del  detto  Cap.7.  del  Lib.i.  Quindi  che  tut- 
ta la  difficoltà  nel  caso  presente  consisterà  nel  determinare 
i valori  razionali , che  dalle  radici  -medesime  potranno  aversi. 

Qualunque  espressione  radicale  « che  nella  risoluzione 
delle  equazioni  del  secondo  grado  a due  variabili  potrà  ot- 
tenersi » si  conterrà  nella  seguente  formula  y/ a h 

supponendo  , che  i numeri  espressi  da  ir  , i possano 
essere  di  qualunque'  valore  1 dal  quale  assolutamente  dipende 
la  razionalità,  o r irrazionalità  della  proposta  quanutà  radica- 
le . Noi  qui  esamineremo  i casi  , ne’ quali  la  medesima  può 
esser  razionale:  e potendo  esser  tale  , esporretno  1 metodi  da 
tenersi  per  eseguirlo  j tutta  l’industria’  de’ tjuali  consiswrà  nel 
trovare  1*  espressione  , a cui  dee  -supporsi  uguale  V indeter- 
minata JT , per  ottenere  gli  opportuni  valori  1 che  sosutuiti 
alla  medesima  nella  quantità , che  sotto  del  segno  radicale 
ritrovasi , facciano  risultare  questa  un  perfetto  quadrato . ^ 

Quantunque  a quanto  sarò  per  dire  niente  -osti  .che  1 
numeri  a ,h  iC  sieno  fratti  ; uulladimeno  pef  semplicità  mag- 
giore li  suppongo  interi  , il  che  può  sempre  ottenersi  con 
ridurre  i termini  «sistenti  sotto  del  segno  radicale  a fratti 
dello  stesso  denominatore  quadrato  , il  quale  sia  appunto 
quello  del  denominatore  della  frazione  espressa  da  a , 0 e » 
o c,  o quello  del  prodotto  de’ denominatori  di  quante  frazio- 
ni vi  saranno  ; giacché  essendo  poi  il  denominatore  wmune 
anche  un  quadrato  > potrà  non  tenersi  conto  dd  medesimo 


Digitized  by  Google 


nel  rendere  rationale  la  formola  , restituendocelo  poi  fatta  1* 
operazione  • In  fatti  se  la  radice  da  render  razionale  fosso 

V'/x* 

I ^ » riducendo  a fratti  del' denominatore  g* 

I g y/ 


8 

tutti  i suoi  termini,  si  convertirà  essa  in 


g^ 


Quindi  trascurando  il  denominatore  g*  , basterà  rendere 


ra> 


lionaleV^  gf  x'  b x-j^g*  c , cioè  quadrato  il  trinomio 
gfx'-\-g*bx-\-g^c^  in  cui  non  vi  sono  fratti,  per  ren^ 

dcre  razionale  la  proposta  radice  | |r  ^ ^ + c ; giacché 

essendo  g/jf’ + un  quadrato  , anche  un  qua^ 

f 

dsato  sarà, se  sL dividerà  per  g’  : e perciò l-bx-f~cua 

quadrato  , e raùonale  la  proposta  radice  • 


i-°  Posto  dò,  nella  formola  V^ezr’+izr-J-c  suppot^asrhi 

primo  luogo  ac=o:  il  radicale  converticassi  in 
y quale  potrà  essere  razionale.  Per  averlo  tale,  mettasi  ugna- 

OT  ' j72* 

k ad  ~ , affinchè  quadrando  abbiasi  ^ x-f-c  = p ; e quindi 


m*  — fTj* 

<*=  — r — p—  » potendo- assegnare  ad  m.,  ed  n due  numeri 

t fi 

qualisivoglìano. 

a<®  Sia. in  secondo  luogo  c zio.,  per  cui  la  radice  da  ren- 


dere razionale  sìì^ax  ^ -t-.bx  . Pongasi  questa  uguale  ad 

W X ■ ;T7 

— — : quadrando. si  avrà,  u x’  ^ ar  = — , equazione,  chs 

" divi- 
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divisa  pèrx,  e moltiplicata  per  n^,  ài  a n‘  tn'x , 

à}  onde  si  ha  ar  =:  — ; . 

m -a  n 

Questi  due  casi 'ci  fanno  avrettire  « che  allora  si  potrà 

rendere  rationale  una  radice  della  forma  u ar* -f  A x -f*  Cf 
qoando  potrà  la  medesima  supporsi  uguale  a tal-  quantità  « 
per  cui  si  abbia  un’  equazione  « che  liberata  da  radicale  « • 
•emplìcitzata , risulti  del  primo  gradbi  che  per  iseiogliersì  non 
involva  estrazione  di  radice  . Ciò  si  otterrà  ogni  qualvolta 
si  potrà  supporre  la  quantità  radicale  uguale  a tal  quantità  , 
che  quadrando,  si  abbia  un’  equazione  « nella  quale  si  elidano 
o i termini  noti,  o quei,  che-  contengono  la-^potestà  2.*  del« 
la  a: , o almeno  che  sia  tale, che  sia  divisibile  per  una  quan^ 
tità  , che  diminuisca  di  una  unità>la  dimensione  della  x . 
Questa  osservazione  ci  conduce  ad 'esaminare  i quattro  di- 
versi altri  casi,  che  seguono^ 

3.“  Suppongasi  in  terzo  luogo,  che  nella  radice  V^ax*+i 
vi  siano  tutti  i termini  , e c sia  un  quadrato  , dimodoché 


venga  la  medesima  espressa  da  V*a  -j-  Pongasi 


mv 

questa  uguale  ad  /+ , per  cut  quadrando  si  avrà  mx* 

n 

2-f/nx  m*  X* 

+ 5 a:  ^ + —7-  ; e togliendo /*  da  ambidue 

n~  n 

i membri,  c indi  dividendo  per  ar , si  avrà  n — 4.- 

B 


— j-  , o sia  n’a  x-f-  b*  i =:  if  m a m'  x : t perciò  x =s 
o 

%f  m n — a*  b' 


Sià 


Digitized  by  Google 


14»  APFEYIDieE. 

4.’*  Sia  in  <juarto  luogo  d un  'quadrato  • per  cui  la  radice 
sia  V'  y' A- • -f-  ^ f • Si  faccia  V" p i =/*•»  + 

^ ; elevando  a quadrato»  si  avrà  px*^  b x •\'C  =/’:c’-f- 


iftn  X m*  . .ifmx  m' 

~ ■ - + "1  » o sia  ^ X 4-  c= 1-  ; e moltipli- 

t,  n n ' /in 

«andò  per  n*  » n*  ^ x -f- /»’ ; onde  x = 


,n^  à — 1 f m n 

Ognun  vede  , che  in  questi  ultimi  due  casi  il  metodo 
hiogo , ancorché  vi  manchi  il  termine  £x. 

•5*  Suppongasi  per  quinto  caso,  che  il  trinomio  ux’-|-  ^x 
+ c sia  risolubile  Jn  due  fattori  tallonali  , che  contengano 
1’'*:  U che  succede  quando  b*  — 4uc  è un  quadrato  perfet- 
lo;  oppure  quando  è = o , per  cui  5 ’.=  4 u c,  come  può  vedersi 
coH’attuale  operazione.  In  fatti  suppongasi  essere  uguale  a zero 
il  trinomio  , cioè  <rx*  , e si  determini  il  valo- 

re dell'  X:  si  avrà  xxz  '^^  Ì 1 — — — .1  sr  ~ 

- . , ia  l 4 «’  <*  a « 

-4uc_.. 7^7777  _ 

. Dunque  x + 


T~ 71 » ed  X "T -I 

a <»  2a 


saranno  i 


fattori  di  x*.^.-ÌÌ^£  ( Lib.  1.  Cap.  5.  num.  ii.  la.  ). 
a a 

Sicché  moltiplicandone  tmo  di  essi  per  a , si  avrà  e x -f- 


/ 
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b-Vy-^ac  b-^y/b  —^ae  . 

, cd  jT-f- , 1 quali  saranno  i 

2 ad 

fattori  del  trinomio  da*  -f  ^ a + <■  richiesti  . Or  ognun  ve- 
de t che  questi  saranna  lationali  > se  f * - 4 d c è un  quadra- 
to perfetto  , oppure  se  è = o . 

In  tale  supposizione  adunque  , essendo  r fattori  dalla 
^ forma  come  ne*  già  ritrovati  si  osserva  , la  radice 

seconda  dei  nostro  trinomio  d x*  potrà  esprimersi 

per  8^~bP  • Pongasi  la  medesima  uguale  aJ 

— ^ : quadrando  , si  avrà  /a-f-f . gx-^  p = . 

n n* 

=-  * /n* 

fx  + q : 9 dividendo  per/x j , si  otterrà  ^x-f- f = -7 


f x-J-f  > equazione  del  i.°  grado  . 

Invece  di  fare  la  suddetta  radice  = ~./x-|-^,  pò- 


teasì  supporre  = ~ . gx-f-/>,e  procedere  dello  stesso  modo. 

6.*  ir  sesto  ed  ultimo  caso  finalmente  ha  luogo  quando  if 
trinomio  dx*'f>3  x-f-c<  benché  non  sia  risolubile  ne'  due 
suddetti  fattori  , possa  però  dividersi  in  due  parti  tali  , che 
una  sia  un  quadrato  , la  di  cui  radice*  sia  della  forma  me- 
desima f x-^  f già  detta,  e l’altra  un  prodotto  di  due  con- 
simili fattori . In  tal  caso  la  radice  verrà  espressa  da 

Si  faccia  Vp’-f-gr  e,  qua- 


drando, si  avrà  /»*  +gr  = p’  -f- 


a pmg  m'g' 

-r ;■»  , o sta 

n n 


\ 
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' , «V  ....  a '■  , VP"» 

jfr= — — T =«  divraendo  per  e,  sari  /■= 

nn  n 

ffl* 

^ — p,  equazione,  che  non  può  contenere  , se  non  se  la 

fi 

prima  dimensione  dell’  x. 

Per  essermi  molto  dilungato,  mi  astengo  di  applicare,  gli 
«sposti  metodi  agli  csempj  . Avverto  piuttosto  , che  non  .è* 
sempre  facile  il  conoscere  quando  abbia  luogo  quest'  ultimo 
.caso,  ed  avendo  luogo,  come  debbano  determinarsi  le  parti , 
nelle  quali  deve  il  trinomio  opportunamente  risolversi  per 
potere  indi  venire  in  cognizione  de*  valori  dell’  x . Il  tuto- 
lo' dipende  dall’  industria  , ed  il  solo  esercizio  potrà  ren- 
dercene maestri  . Ma  se  mai  per  altro  principio  sappiasi  un 
numero  n , che. posto  Jn  vece  dell’j:  faccia  divenire  un  qua* 
drato  il  nostro  trinomio  ; mediante  il  medesimo  potranno  de- 
terminarsi gl' infiniti  altri  valori  , che  all'x  possono  sostituir- 
si, nel  modo  seguente  . Suppongasi  ì' x del  trinomio  uguale 
al  detto  numero  noto  n accresciuto  di  un’indeterminata . cioè 
facciasi  ed  invece  dell’  x sostituiscasi  nel  trino- 

mio questo  finto  valore  : con  tal  sostituzione  si  avrà  una 
quantità  , che  ordinata  per  y sarà  un  altro  trinomio  . del 
quale  il  termine  noto  sarà  un  numero  quadrato  , per  cui  col- 
l’ajuto  della  regola  data  nel  caso  3.”  si  potrà  determinare 
l’espressione  generale  de’ valori  dell’/.,  c quindi  quella  de 
valori  della  x.  Che  poi  il  termine  noto  del  nuovo  trinomio 
debba  essere  un  numero  quadrato , è chiaro , poiché  egli  al- 
tro non  è , che  il  risultato  dalla  so'stitiuione  nel  primo  tri- 
nomio del  numero  n invece  dell'.x,  la  quale  per  supposizio- 
ne dee  dare  un  quadrato  . In  fatti,  poiché  il  trinomio  2 x’ 
-|-x  -f-3  diviene  uguale  ad  8t  , che  è un  numero  quadrato, 
so$tiiuendo  all'  x il  6 ; se  si  sostituirà  nel  proposto  medesi- 
mo trinomio,  in  vece  dell’x,  6 -h/ , sì  trasformerà  esso  in 
a/*  + a4/-fa  . 6’ , o sia  in  a/’  -f  as  J' + 81  , in  cui  il 

temine  noto  altro  non  essendo  , che  il  trinomio  proposto 
. col-  * 
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coH'x  cangiato  In  6 , è appunto  =:  li  . Quindi  supposto 

= 9 + *—  ( cas.  3.®  ) , quadrando  « si 
n 


i 11  . . « . *8  m y . m*  ^ 

avrà  1 y +a5>  + 81  =81+  ■■  4»  — t~  * ° */ 

n n 

18/B  m*y 

+ aS  = — -T p : e perciò  a n*/—  m*/  = 18  m « —35  n*, 

n fi 


iSfBB  — 15  «• 

ed  / = — 'Onde  essendo  x=6  ■+•  y,  sa- 

an'  — m* 


rà  ;r=<4 


iSmir*  ijn* 
a n *—  fs* 


i8mn  — ij  fi*  - 
a n • — f«* 


Iffl* 


- > potendo 


prendere  per  m , ed  R due  numeri  qualisìvogliano  . 

Ho  detto  nel  principio  di  questo  num--4>  1 che  i proble-  * 
mi  semideterminati  del  secondo  grado  , che  per  risolversi  ri* 
chiedono  estraaione  di  radice  quadrata  • non  escludono  dai 
valori  delle  due  indeterminate  i fratti  t ma  solamente  gl’  ir- 
razionali . Ma  se  mai  si  volessero  de’  medesimr  le  soluzioni 
in  numeri  interi  solamente  . per  averle  , potranno  scegliersi 
fra  i valori  irrazionali  i soli  interi  • se  pur  ve  ne  saranno.  Vi 
sono  però  metodi  per  risolvere  in  numeri  interi  i medesimi  « 
e quindi  1’  equazioni  corrispondenti  del  secondo  grado  a due 
indeterminatCì  quando  sono  dotate  di  tali  radici;  come  ancora 
per  conoscere  quando  non  possano  risolversi  in  numeri  interi« 
p neanche  in  valori  razionali  comunque  : ma  poiché  non  è 
énto  proposito  diiTondermì  tanto  sull*  analisi  indeterminata  » 
mi  astengo  dall’esponerli.  Chi  sarà  curioso  de*  medesimi,  e 
vorrà  penetrare  più  oltre  in  tal  materia  • porrà  consultare  le 
•opracciute  Memorie  dell’  Accademia  di  Berlino  • 
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